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Методы АКАР и АКОР
в задачах синтеза нелинейных систем управления1

"На свете есть вещи поважнее открытий —
это знание метода, которым они были сделаны".

Г. Лейбниö

Введение

В совреìенной теории управëения пробëеìа
анаëити÷ескоãо конструирования оптиìаëüных ре-
ãуëяторов (АКОР), на÷иная с работ А. М. Летова и
Р. Каëìана [1, 2], явëяется основопоëаãаþщей, но
вìесте с теì и наибоëее труäноразреøиìой. Мето-
äы АКОР, наряäу с принöипоì ìаксиìуìа Понт-
ряãина, и в настоящее вреìя составëяþт наибоëее
важный разäеë теории и практики синтеза систеì
оптиìаëüноãо управëения. Оäнако необхоäиìо от-
ìетитü, ÷то эти ìетоäы наøëи свое приëожение в
основноì äëя ëинейных объектов и кваäрати÷ных
функöионаëов: критерия Летова—Каëìана, функ-
öионаëа обобщенной работы (ФОР), критерия
взвеøенной обобщенной работы (КВОР) и äр. При
высокой разìерности äаже ëинейных объектов ре-
øение заäа÷и АКОР встре÷ает опреäеëенные труä-
ности, связанные с ÷исëенныì реøениеì уравне-
ний Риккати [1]. Реøение же заäа÷и АКОР äëя
неëинейных объектов натаëкивается на принöи-
пиаëüные труäности, связанные с нахожäениеì ре-
øения неëинейных äифференöиаëüных уравнений
в ÷астных произвоäных. Иìенно этиì и объясняется
отсутствие äостато÷ноãо ÷исëа пубëикаöий с ана-
ëити÷ескиì синтезоì (без испоëüзования ÷исëен-
ных ìетоäов) законов управëения нелинейными
объектаìи ìетоäаìи АКОР. В иìеþщихся же пуб-
ëикаöиях реøениþ заäа÷и синтеза оптиìаëüноãо
управëения преäøествует ëинеаризаöия исхоäной
неëинейной ìатеìати÷еской ìоäеëи объекта иëи
испоëüзование проãнозируþщих ëинейных ìоäе-

ëей и äаëüнейøее приìенение ÷исëенных ìетоäов
реøения неëинейных äифференöиаëüных уравне-
ний в ÷астных произвоäных. Но, теì не ìенее, ин-
терес к практи÷ескоìу приìенениþ ìетоäов АКОР
по-прежнеìу высок: так, поисковый запрос "LQR
or LQG" в реферативной систеìе Scopus тоëüко за
периоä 2000—2016 ãã. выäает боëее 5000 уникаëü-
ных ссыëок на нау÷ные работы.
Отìетиì, ÷то обозна÷енные выøе пробëеìы

АКОР усуãубëяþтся пробëеìой выбора весовых
коэффиöиентов оптиìизируþщих функöионаëов,
которая так и не поëу÷иëа приеìëеìоãо äëя про-
ектировщиков реøения: выбор этих коэффиöиен-
тов заранее не опреäеëен физи÷ески ясныìи реко-
ìенäаöияìи. Есëи в ëинейноì сëу÷ае поäбор ве-
совых коэффиöиентов кваäрати÷ных критериев
ìожно какиì-то образоì орãанизоватü путеì ìо-
äеëирования на ЭВМ перехоäных проöессов в заì-
кнутой ëинейной систеìе, то в неëинейноì сëу÷ае
такой поäхоä ìатеìати÷ески некорректен. Это
объясняется теì общеизвестныì фактоì, ÷то äëя
неëинейных систеì несправеäëив принöип супер-
позиöии, а их повеäение, в отëи÷ие от ëинейных,
существенныì образоì зависит от на÷аëüных усëо-
вий. В связи с этиì, выбрав в резуëüтате ìоäеëи-
рования неëинейной систеìы на ЭВМ те иëи иные
поäхоäящие, на первый взãëяä, весовые коэффи-
öиенты соответствуþщих критериев, ìожно поëу-
÷итü практи÷ески неработоспособнуþ неëинейнуþ
систеìу, так как при äруãих на÷аëüных усëовиях ее
повеäение ìожет ка÷ественно изìенитüся. Уäиви-
теëüно, но этот общеизвестный факт в ëитературе
затуøевывается, хотя еãо вëияние на повеäение
синтезируеìых систеì носит, вообще ãоворя, прин-
öипиаëüный характер. По-виäиìоìу, в ãоëовах

Приводится сравнение известного метода аналитического конструирования агрегированных регуляторов (АКАР) с мето-
дом аналитического конструирования оптимальных регуляторов (АКОР). Показано, что метод АКАР обладает значитель-
ными преимуществами, связанными с более простой процедурой аналитического конструирования нелинейных законов опти-
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ìноãих иссëеäоватеëей проäоëжает äоìинироватü
иäеоëоãия кëасси÷еской ëинейной теории управ-
ëения. В настоящее вреìя востребованныì направ-
ëениеì теории оптиìаëüноãо управëения явëяется
управëение на основе проãнозируþщих ìоäеëей
(model predictive control) [3—7]. А äëя äискретных
систеì управëения уäается реøитü ìноãие заäа÷и
оптиìаëüноãо управëения на основе поëиэäраëü-
ной ìетоäоëоãии [8, 9]. Так, в работе [8] отìе÷ает-
ся, ÷то оäниì из ее основных äостоинств явëяется
"... ясный инженерный сìысë поëиэäраëüных кри-
териев ка÷ества проöессов управëения, простота
форìаëизаöии поëиэäраëüных öеëей управëения,
а также поëиэäраëüных фазовых и ресурсных оãра-
ни÷ений...".
Совреìенная наука показаëа, ÷то повеäение не-

ëинейных систеì наибоëее аäекватно ìожет бытü
отражено не стоëüко путеì ìоäеëирования ее пе-
рехоäных проöессов во вреìени, а, в первуþ о÷е-
реäü, с поìощüþ фазовых портретов, инвариант-
ных ìноãообразий и аттракторов в их фазовоì
пространстве. В настоящее вреìя становится о÷е-
виäныì, ÷то сëеäует перехоäитü к новыì взãëяäаì
на пробëеìу анаëити÷ескоãо конструирования ре-
ãуëяторов, опираясü на базовые понятия совреìен-
ной неëинейной äинаìики и синерãетики, а иìен-
но: на инвариантные ìноãообразия, аттракторы,
саìоорãанизаöиþ, асиìптоти÷еские свойства син-
тезируеìых систеì и äр. Это позвоëяет весüìа эф-
фективно реøитü пробëеìу форìирования струк-
туры и выбора весовых коэффиöиентов оптиìизи-
руþщих функöионаëов, иìеþщих, как правиëо,
сопровожäаþщий характер.

Постановка задачи управления
в методах АКОР и АКАР

Пустü объект управëения описывается вектор-
но-ìатри÷ныì äифференöиаëüныì уравнениеì

(t) = f(x) + G(x)u, (1)

ãäе x = (x1, ..., xn)
т, u = (u1, ..., um)т — векторы фазовых

коорäинат и управëения; f(x) = ( f1(x), ..., fn(x))т —
вектор-функöия; G(x) = (gij(x))n Ѕ m — функöио-
наëüная ìатриöа.
Заäа÷а АКОР форìуëируется сëеäуþщиì обра-

зоì [10]: 
найти закон управления u = u(x), который пере-

водит объект (1) из любого начального состояния
x(0) = x0 в начало координат фазового пространства
x = 0, обеспечивая асимптотическую устойчивость
замкнутой системы, и доставляет минимум функ-
ционалу

J = (F0(x) + 〈u, Du〉)dt,

где F0(x) — знакоопределенная по x положительная
функция; 〈,〉 — скалярное произведение векторов;
D = diag(dij)n Ѕ m — диагональная матрица.

Проöеäура реøения заäа÷и АКОР базируется на
ìетоäе äинаìи÷ескоãо проãраììирования Р. Беë-
ëìана. Кëþ÷евыìи ìоìентаìи этой проöеäуры
явëяется выбор соответствуþщей функöии Ляпу-
нова и реøение аëãебраи÷еских иëи äифференöи-
аëüных уравнений типа Риккати.
Заäа÷а анаëити÷ескоãо конструирования аãреãи-

рованных реãуëяторов (АКАР) форìуëируется сëе-
äуþщиì образоì [10—12]: 
требуется определить такой вектор управления

u = u(x), который обеспечивает перевод изображаю-
щей точки (ИТ) объекта (1) из произвольного исход-
ного состояния (в некоторой допустимой области)
сначала на многообразия ψk(x) = 0, а затем движе-
ние вдоль них в заданное состояние (в частности,
в начало координат x = 0). При этом движение ИТ
обязательно должно удовлетворять системе основ-
ных функциональных уравнений метода АКАР:

Tk (t) + ϕk(ψk) = 0. (2)

Функöии ϕk(ψk) выбираþтся такиì образоì,
÷тобы, поìиìо асиìптоти÷еской устой÷ивости (2),
обеспе÷итü жеëаеìые показатеëи ка÷ества äвиже-
ния ИТ к притяãиваþщиì ìноãообразияì ψk(x) = 0.
В простейøеì сëу÷ае ϕk(ψk) = ψk. В общеì сëу÷ае,
ИТ систеìы äвижется от оäноãо ìноãообразия к
äруãоìу, пока не äостиãнет ëибо финиøноãо ìноãо-
образия, которое заäает жеëаеìый инвариант объ-
екта (1), при скаëярноì управëении, ëибо финиø-
ных ìноãообразий, которые заäаþт жеëаеìые ин-
варианты объекта (1), при векторноì управëении.
Преäставëенная выøе заäа÷а АКАР ìожет бытü
также сфорìуëирована в терìинах оптиìаëüноãо
управëения: функöионаëüные уравнения (2) явëяþт-
ся уравненияìи Эйëера—Лаãранжа äëя сëеäуþщеãо
обобщенного сопровождающего функционала (СОФ):

J0 = [ (ψk) + (t)]dt. (3)

Такиì образоì, синтезированный ìетоäоì АКАР
вектор управëения u = u(x) обеспе÷ивает ìиниìуì
СОФ, т.е. явëяется оптиìаëüныì по СОФ. Оäнако,
в отëи÷ие от ìетоäа АКОР, функöионаë (3) иãрает
второстепеннуþ (сопровожäаþщуþ) роëü и в про-
öеäуре анаëити÷ескоãо синтеза вектора управëе-
ния непосреäственно не у÷аствует.
Проиëëþстрируеì на конкретных приìерах сис-

теìноãо синтеза сравнение ìетоäов АКОР и АКАР,
истори÷ески сëеäовавøих äруã за äруãоì и обëа-
äаþщих как опреäеëенной анаëоãией, так и сущест-
венной разниöей в поäхоäах к сущности и проöеäу-
раì анаëити÷ескоãо синтеза законов управëения.

Сравнительные примеры синтеза 
законов управления методами АКОР и АКАР

Пример 1. В работе [13] привеäен сравнитеëü-
ный приìер синтеза законов управëения конкрет-
ныì объектоì второãо поряäка на основе разëи÷-
ных ìетоäов АКОР с испоëüзованиеì критерия

x·

0

∞

∫

ψ· k

0

∞

∫ ϕk
2 Tk

2 ψ· k
2
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Летова—Каëìана, ФОР и преäëаãаеìоãо автораìи
работы [13] КВОР. В ка÷естве сравнитеëüноãо при-
ìера äëя выявëения äостоинств и неäостатков раз-
ëи÷ных ìетоäов АКОР выбрана заäа÷а управëения
короткопериоäи÷ескиì äвижениеì саìоëета,
уравнения котороãо иìеþт виä

(4)

ãäе x1, x2 — уãоë атаки и скоростü еãо изìенения,
u — откëонение руëя высоты, параìетры равны:
a1 = –4,71 c–2; a2 = –1,76 c–1; a3 = –7,50 c–2.
Ставится заäа÷а синтеза в анаëити÷ескоì виäе

закона оптиìаëüноãо управëения руëеì высоты
uoп(x1, x2), стабиëизируþщеãо äвижение саìоëета
по уãëу атаки (x1 = x2 = 0) при разëи÷ных крите-
риях ка÷ества:
Летова—Каëìана

J1 = (q1  + q2  + ru2)dt; (5)

ФОР

J2 = q1  + q2  + 2ru2 + r dt; (6)

КВОР

J3 = (q1  + q2  + ru•uoп)dt. (7)

Реøение заäа÷и АКОР своäится к опреäеëениþ
законов управëения:

äëя критерия (5)

u = uoп = – ; (8)

äëя критериев (6), (7)

u = uoп = – . (9)

В законы управëения (8), (9) вхоäит функöия
Беëëìана v(x1, x2) в виäе поëожитеëüно-опреäе-
ëенной кваäрати÷ной форìы:

v(x1, x2) = A11  + A12x1x2 + A22 . (10)

Коэффиöиенты A11, A12, A22 в выражении (10)
опреäеëяþтся из уравнений Беëëìана:

äëя критерия (5)

x2 + (a1x1 + a2x2) –

–  + q1  + q2  = 0; (11)

äëя критериев (6), (7)

x2 + (a1x1 + a2x2) + q1  + q2  = 0. (12)

В резуëüтате реøения уравнений (11), (12) на-
хоäятся зна÷ения коэффиöиентов функöий Беëë-
ìана (10):

äëя критерия (5)

(A12)1,2 = (–2a1 ± 2 )/β2; (13)

(A22)1,2 = (a2 ± )/β, β = /r; (14)

äëя критериев (6), (7)

A12 = –q1/a1, A22 = (q1 – a1q2)/(2a1a2). (15)

Из выражений (13)—(15) сëеäует, ÷то äëя ìини-
ìизаöии критерия J1 (5) из ÷етырех возìожных
коìбинаöий коэффиöиентов A12 и A22 необхоäиìо
выбратü оäну коìбинаöиþ этих коэффиöиентов
с поëожитеëüныìи вещественныìи зна÷енияìи.
Дëя критериев J2 (6) и J3 (7) указанная коìбинаöия
еäинственна и, кроìе тоãо, в этоì сëу÷ае коэффи-
öиенты A12, A22 не зависят от параìетров a3 и r. За-
коны оптиìаëüноãо управëения (8) и (9) иìеþт виä:

äëя критерия (5)

uoп = –a3(A12x1 + 2A22x2)/(2r); (16)

äëя критериев (6), (7)

uoп = –a3(A12x1 + 2A22x2)/r. (17)

Дëя закона (16) коэффиöиенты A12, A22 опреäе-
ëяþтся из выражений (13) и (14), а äëя закона (17) —
из (15) соответственно. Поäставив (16), (17) в урав-
нение объекта (4), ìожно записатü уравнение
заìкнутой систеìы:

äëя критерия (5)

(t) + ( A22/r – a2) (t) +

+ ( A12/(2r) – a1)x1 = 0; (18)

äëя критериев (6), (7)

(t) + (2 A22/r – a2) (t) +

+ ( A12/r – a1)x1 = 0. (19)

В зависиìости от знака äетерìинантов в заìк-
нутых систеìах (18) и (19) соответственно ìоãут
возникнутü ìонотонные (Di > 0), апериоäи÷еские
(Di = 0) иëи коëебатеëüные (Di < 0) перехоäные
проöессы.
В статüе [13] äëя заäа÷и (4) выäеëяþтся сëеäуþ-

щие преиìущества ìетоäов АКОР по критерияì J2
и J3 по сравнениþ с критериеì J1: а) еäинствен-
ностü и простота реøения заäа÷и вы÷исëения ко-
эффиöиентов A12 и A22; б) коэффиöиенты A12, A22
(15) не зависят от параìетров a3 и r; в) существен-

(t) = x2;

(t) = a1x1 + a2x2 + a3u,

x·1
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0
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ное расøирение обëасти заäания коэффиöиента r;
ã) при оäинаковых параìетрах ai объекта (4) и ко-
эффиöиентах q1, q2, r ëу÷øее ка÷ество перехоäных
проöессов по характеру их протекания и пряìых
показатеëей; ä) возìожностü сìены стратеãий уп-
равëения относитеëüно функöии uoп äëя критерия
J3, в тоì ÷исëе с испоëüзованиеì преäеëüно äопус-
тиìых зна÷ений управëения.
В работе [13] особо поä÷еркивается, ÷то форìу-

ëировка заäа÷и АКОР на основе КВОР (7), по суще-
ству, явëяется синерãети÷еской, так как äопускает
ìноãосвязностü объекта управëения и ìноãовари-
антностü путей äостижения öеëи. Сëеäует напоì-
нитü, ÷то общая синерãети÷еская постановка совре-
ìенной пробëеìы управëения впервые быëа сäеëана
в ìоноãрафии [11], а в öитируеìых в ней работах
быëи ранее заëожены основы новоãо ìетоäа АКАР.
В связи с этиì рассìотриì реøение заäа÷и синтеза
разëи÷ных законов оптиìаëüноãо управëения объ-
ектоì (4) с испоëüзованиеì иäеоëоãии ìетоäа
АКАР синерãети÷еской теории управëения [10—12].
Соãëасно этоìу ìетоäу ввеäеì сна÷аëа в рассìот-
рение функöиþ преобразования в виäе сëеäуþщей
аãреãированной ìакропереìенной:

ψ(x1, x2) = β1x1 + x2. (20)

На основе этой ìакропереìенной построиì
СОФ (3) в виäе

JΣ = [ψ2 + T 2 (t)]dt. (21)

Поäставиì в (21) функöиþ ψ (20) и ее первуþ
произвоäнуþ

(t) = β1 (t) + (t) = a1x1 + (β1 + a2)x2 + u1,

ãäе u1 = a3u, найäеннуþ с у÷етоì уравнений объ-
екта (4). В резуëüтате поëу÷иì критерий ка÷ества

J4 =  +  +  +  +

+ 2(a1x1 + a2x2)u1 + dt +

+ 2  + a1a2 x1 (t) + β1x2 (t)]dt.

Второй интеãраë в этоì выражении ìожет бытü
вы÷исëен в сиëу уравнений объекта (4):

2  + a1a2 x1 (t) + β1x2 (t) dt =

= –  + a1a2  – β1  = const,

так как по усëовияì устой÷ивости систеìы x1(∞) =
= x2(∞) = 0. В резуëüтате критерий ка÷ества, поëу-
÷енный на основе СОФ JΣ (21), ìакропереìенной
ψ (20) и уравнений объекта (4), приниìает форìу

J4 =  +  +  +  +  +

+ 2(a1x1 + a2x2)u1 + dt. (22)

Сна÷аëа äëя синтеза закона управëения u1(x1, x2),
обеспе÷иваþщеãо оптиìаëüное по критериþ (22)
управëение объектоì (4), испоëüзуеì ìетоä äи-
наìи÷ескоãо проãраììирования. Дëя этоãо соста-
виì уравнения Беëëìана:

F(x1, x2, u) + f1(x1, x2)  + f2(x1, x2)  = 0,

 +  = 0, (23)

ãäе F — поäынтеãраëüная функöия критерия (22);
f1, f2 — правые ÷асти äифференöиаëüных уравне-

ний (4) объекта. Поäставив в выражение (23) соот-
ветствуþщие выражения из (4) и (22), поëу÷иì

 +  +  +  +  +

+ 2(a1x1 + a2x2)u1 +  + x2  +

+ (a1x1 + a2x2 + u1)  = 0; (24)

2(a1x1 + a2x2) + 2u1 +  = 0.

Найäеì управëение u1 из второãо уравнения
систеìы (24):

u1 = – a1x1 + a2x2 + 0,5 (25)

и поäставиì еãо в первое уравнение (24):

 + (1 + T 2)  –

– 2a1a2T
2x1x2 + T2x2  –  = 0. (26)

Это неëинейное äифференöиаëüное уравнение
в ÷астных произвоäных, äëя реøения котороãо
функöиþ Беëëìана v(x1, x2), соãëасно работе [14],
ìожно выбратü в виäе опреäеëенно-поëожитеëü-
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ной кваäрати÷ной форìы коорäинат (10), и, сëеäо-
ватеëüно, ее ÷астные произвоäные иìеþт виä

 = 2A11x1 + A12x2;  = 2A12x1 + 2A22x2. (27)

Поäставив  и  из выражения (27) в форìу-

ëу (26) и приравнивая нуëþ коэффиöиенты при со-
ответствуþщих степенях x1 и x2, нахоäиì A12 = 2β1/T;
A22 = β1 + 1/T; A11 = a1a2 + β1/T(β1 + 1/T). Зная ко-
эффиöиенты A12, A22 из (27), опреäеëяеì закон уп-
равëения u1 (25):

u1 = – a1 + x1 – a2 + β1 + x2. (28)

Поäстановка 2(a1x1 + a2x2)u1 = 2a1x1 (t) –
– 2  – 2  в выражение (22) привоäит к
сëеäуþщеìу критериþ:

J5 =  –  +

+  +  –  – 2a1  + dt. (29)

Это озна÷ает, ÷то закон управëения (28) äостав-
ëяет ìиниìуì как критериþ J4 (22), так и крите-
риþ J5 (29), т.е. эти критерии эквиваëентны в
сìысëе ка÷ества перехоäных проöессов в заìкну-
той систеìе.
Теперü, в соответствии с ìетоäоì АКАР, äëя

поиска закона управëения испоëüзуеì функöио-
наëüное уравнение, явëяþщееся простейøей фор-
ìой (2):

T (t) + ψ = 0, (30)

которое äоставëяет ìиниìуì СОФ JΣ (21) и, сëеäо-
ватеëüно, критерияì J4 (22) и J5 (29). С у÷етоì (20) и
уравнений объекта (4) из (30) поëу÷аеì управëение

u1 = – a1 + x1 – a2 + β1 + x2, (31)

совпаäаþщее по структуре с поëу÷енныì выøе за-
коноì (28). Закон управëения (31) найäен в анаëи-
ти÷еской форìе в резуëüтате простейøей проöеäу-
ры уäовëетворения функöионаëüноìу уравнениþ
(30) с у÷етоì уравнений (4) исхоäноãо объекта. Ис-
сëеäуеì свойства синтезированной заìкнутой сис-
теìы (4), (31):

(t) = x2;

(t) = –(β1/T )x1 – (β1 + 1/T )x2, (32)

усëовия устой÷ивости которой иìеþт простой виä:
β1 > 0, T > 0. Запиøеì уравнения (32) относитеëüно
коорäинаты x1:

(T/β1) (t) + (T + 1/β1) (t) + x1 = 0. (33)

Из (33) сëеäует, ÷то заìкнутая систеìа иìеет

äекреìент затухания ξ =  l 1, а при β1T = 1

иìееì ξ = 1. Отсþäа сëеäует, ÷то перехоäные
проöессы в систеìе при ξ > 1 иìеþт ìонотонный
характер.
Запиøеì теперü уравнения заìкнутой систеìы

(32) в сëеäуþщей сиììетри÷ной форìе:

 = –  = dt.

У÷итывая функöиþ (20), запиøеì это соотно-
øение в виäе

 = – . (34)

Поëожив в форìуëе (34) ψ = β1x1 + x2 = 0 и ин-
теãрируя, нахоäиì выражение β1x1 = –x2, которое
то÷но совпаäает с соотноøениеì ψ = 0. Это озна-
÷ает, ÷то ìноãообразие ψ = β1x1 + x2 = 0 явëяется
интеãраëоì äвижения систеìы äифференöиаëü-
ных уравнений (32). Это озна÷ает, ÷то синтезиро-
ванная систеìа (32) обëаäает сëеäуþщиì характер-
ныì свойствоì: с те÷ениеì вреìени коорäинаты
x1(t) и x2(t), стартуя из произвоëüных на÷аëüных
усëовий, асиìптоти÷ески устреìëяþтся к ìноãо-
образиþ ψ = 0 и ÷ерез вреìя (4 ÷ 5)T факти÷ески
еãо äостиãаþт. Такое ìноãообразие, как известно,
называется инвариантныì по отноøениþ к систе-
ìе äифференöиаëüных уравнений (32). Поäставив
из уравнения ψ = 0 коорäинату x2 = –β1x1 в первое
уравнение объекта (4), поëу÷иì äифференöиаëü-
ное уравнение

(t) = –β1x1ψ,

которое опреäеëяет äвижение ИТ систеìы вäоëü
ìноãообразия ψ = 0 к на÷аëу коорäинат. Вреìя это-

ãо äвижения tψ = (4÷5)  опреäеëяется зна÷ениеì

коэффиöиента β1. О÷евиäно, ÷то общее вреìя äви-
жения ИТ синтезированной систеìы из произвоëü-
ноãо исхоäноãо состояния в на÷аëо коорäинат оп-
реäеëяется верхней оöенкой tΣ m (4÷5)(T + 1/β1).
Закон управëения u1 (28) быë поëу÷ен на основе

ëинейной функöии ψ (20). Испоëüзуеì теперü не-
ëинейнуþ функöиþ преобразования

ψ1 = β1x1 + β2  +x2 (35)

и функöионаëüное уравнение (30) при ψ = ψ1, T = T1.
Поäставив ψ1 (35) в СОФ виäа JΣ (21), с у÷етоì
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уравнений объекта (4) нахоäиì структуру сопро-
вожäаþщеãо критерия ка÷ества:

J6 =  +  – 2a1 –  + 6β1β2  +

+  –  + 

+ (2β1β2 + 9  + )  + u2 dt. (36)

Разуìеется, ÷то при β2 = 0 критерии (36) и (29)
совпаäаþт.
Критерий J6 (36) соäержит, поìиìо кваäрати÷-

ных форì коорäинат, как в критериях J1 – J5, также
составëяþщие, пропорöионаëüные ÷етвертой и
øестой степеняì. Известно, испоëüзование крите-
риев с высокиìи степеняìи коорäинат позвоëяет
существенно уëу÷øитü показатеëи ка÷ества синте-
зируеìых систеì управëения в отноøении их
быстроäействия, äеìпфирования коëебаний и äр.
Особенно проявëяþтся äостоинства такоãо роäа
критериев ка÷ества в обëастях зна÷итеëüных от-
кëонений ИТ систеìы от заäанноãо состояния.
Так, критерий J6 (36), по сравнениþ с кваäрати÷-
ныì критериеì (29), боëее поëно отражает важное
требование ìиниìизаöии боëüøих откëонений,
так как в этоì сëу÷ае реãуëятор буäет эффективно
поäавëятü такоãо роäа откëонения коорäинат.
Кроìе тоãо, присутствие в критерии J6 также и
кваäрати÷ных ÷ëенов ,  позвоëяет наäеëитü
синтезируеìый реãуëятор необхоäиìой ÷увстви-
теëüностüþ и к ìаëыì откëоненияì коорäинат.
Итак, оптиìаëüный по критериþ J6 (36) реãуëятор
эффективно реаãирует как на ìаëые, так и боëü-
øие откëонения коорäинат. Кроìе указанных пре-
иìуществ, такоãо роäа критерии ка÷ества ìоãут
испоëüзоватüся äëя аппроксиìаöии äруãих крите-
риев, иìеþщих важное практи÷еское зна÷ение, но
äëя которых отсутствуþт эффективные анаëити÷е-
ские иëи ÷исëенные ìетоäы реøения заäа÷ синтеза
законов оптиìаëüноãо управëения. В ìетоäе АКАР
указанные законы опреäеëяþтся в резуëüтате
простых анаëити÷еских проöеäур с обеспе÷ениеì
усëовий асиìптоти÷еской устой÷ивости äвижения
вäоëü соответствуþщих ìноãообразий. Так, äëя
рассìатриваеìой зäесü заäа÷и, испоëüзуя функöио-
наëüное уравнение (30), с у÷етоì уравнений объ-
екта (4) и ψ1 (35), опреäеëяеì оптиìаëüный по
критериþ J6 (36) неëинейный закон управëения

u1 = –(β1/T1 + a1)x1 – (β1 + a2 + 1/T1)x2 –

– (β2/T1)  – 3β2 x2. (37)

Этот закон в те÷ение вреìени (4÷5)T1 перевоäит
изображаþщуþ то÷ку в окрестностü ìноãообразия
ψ1 = β1x1 + β2  + x2 = 0. Разуìеется, ÷то при β2 = 0
законы управëения (37) и (31) совпаäаþт. Найäя
теперü из ψ1 = 0 коорäинату x2ψ = –β1x1ψ – β2

и поäставив ее в первое уравнение систеìы (4), по-
ëу÷иì äифференöиаëüное уравнение

(t) = –β1x1ψ – β2 , (38)

которое описывает äвижение ИТ вäоëü ìноãообра-
зия ψ1 = 0 к на÷аëу коорäинат фазовой пëоскости.
О÷евиäно, ÷то при β1 > 0 и β2 > 0 это äвижение
асиìптоти÷ески устой÷иво в öеëоì. Ина÷е ãоворя,
закон управëения (37), поëу÷енный на основе функ-
öии (35), ãарантирует асиìптоти÷ескуþ устой÷и-
востü äвижения в öеëоì синтезированной неëиней-
ной систеìы. Кроìе тоãо, этот закон обеспе÷ивает
также повыøенное быстроäействие неëинейной
систеìы (4), (37) по сравнениþ с ëинейной (31).
Это непосреäственно сëеäует из свойств äифферен-
öиаëüноãо уравнения (38), характеризуþщеãо äи-
наìику заìкнутой систеìы (4) на закëþ÷итеëüноì
этапе äвижения. На рис. 1 изображен фазовый
портрет синтезированной систеìы (4), (31) при
β1 = T1 = 1, а на рис. 2 — фазовый портрет синте-
зированной систеìы (4), (37) при β1 = β2 = T1 = 1,
поäтвержäаþщий изëоженные соображения о по-
выøенноì ее быстроäействии.
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Рис. 1. Фазовый портрет системы (4), (31) при b1 = T1 = 1

Рис. 2. Фазовый портрет системы (4), (37) при b1 = b2 = T1 = 1
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Преäпоëожиì теперü, ÷то на коорäинату x2 на-
ëожено сëеäуþщее оãрани÷ение:

|x2| m B. (39)

Приìениì ìетоä АКАР äëя синтеза закона уп-
равëения объектоì (4) с у÷етоì этоãо оãрани÷ения.
Дëя этоãо ввеäеì ìакропереìеннуþ

ψ2 = x2 + Bth(β1x1 + β2 ) (40)

и, поäставив ее в функöионаëüное уравнение (30)
при ψ = ψ2, T = T2, найäеì с у÷етоì уравнений объ-
екта (4) закон управëения

u2 = –a1x1 – a2 + x2 –

– th(β1x1 + β2 ) – x2. (41)

Этот закон обеспе÷ивает оãрани÷ение (39) и пере-
воäит, соãëасно (30), ИТ заìкнутой систеìы (4),
(41) в окрестностü ìноãообразия ψ2 = 0, äвижение
вäоëü котороãо буäет описыватüся äифференöи-
аëüныì уравнениеì

(t) + B th(β1x1ψ + β2 ) = 0.

О÷евиäно, ÷то это уравнение при β1 > 0, β2 > 0
явëяется асиìптоти÷ески устой÷ивыì относитеëüно
x1 = 0. Это озна÷ает, ÷то закон управëения u1 (41)
при T2 > 0 также обеспе÷ивает асиìптоти÷ескуþ
устой÷ивостü äвижения синтезированной систеìы
относитеëüно на÷аëа коорäинат. Отìетиì, ÷то за-
кон (41) в режиìе среäних откëонений, коãäа ìож-
но поëожитü th(β1x1ψ + β2 ) ≈ β1x1ψ + β2  и
ch(β1x1ψ + β2 ) ≈ 1, буäет поëностüþ совпаäатü
по своей структуре с законоì (37), который, в своþ
о÷ереäü, при β2 = 0 перехоäит в преäыäущий закон
управëения (31). Это озна÷ает, ÷то возникает своеãо
роäа "эстафета" законов управëения, посëеäова-
теëüно превращаþщихся äруã в äруãа по ìере äви-
жения ИТ синтезированной систеìы из обëасти
боëüøих откëонений в обëастü среäних и, в коне÷-
ноì итоãе, обëастü ìаëых откëонений с кваäрати÷-
ныì критериеì ка÷ества. На рис. 3 привеäен фа-
зовый портрет заìкнутой систеìы (4), (41), а на
рис. 4 преäставëены соответствуþщие ей ãрафики
изìенения коорäинат и управëения во вреìени
при β1 = β2 = T2 = 1, B = 5.
Сравниì теперü резуëüтаты оптиìизаöии систе-

ìы (4) на основе критериев Летова—Каëìана (5)
и (29). Есëи поëожитü

 = ;  = , (42)

то при D1 l 0 в (18), (19) эти критерии и, сëеäова-
теëüно, законы управëения (16), (31) то÷но совпа-

äут, ÷то привеäет к поëной эквиваëентности пере-
хоäных проöессов в синтезируеìой оптиìаëüной
систеìе.
Сравниì äаëее резуëüтаты оптиìизаöии по кри-

терияì ФОР (6), КВОР (7) и (29). Заìкнутая сис-
теìа (4), (17), оптиìаëüная по ФОР (6) и КВОР (7),
описывается уравнениеì (19). Есëи преäпоëожитü,
÷то параìетр a1 > 0, т.е. собственное äвижение уп-
равëяеìоãо объекта (4) при u = 0 неустой÷иво, то
тоãäа заìкнутая управëениеì (17) систеìа (19) при
ëþбоì со÷етании весовых коэффиöиентов q1 и r
буäет также неустой÷ива, так как в этоì сëу÷ае ко-

эффиöиент  – |a1| = –  – |a1| < 0 при по-

зиöионноì ÷ëене станет отриöатеëüныì. Указанная
особенностü требует, о÷евиäно, äопоëнитеëüных
преäпоëожений, наприìер, об устой÷ивости неуп-
равëяеìоãо объекта.
Есëи поëожитü

 = –a1 –  > 0;

β1 +  =  – a2 > 0, (43)

то тоãäа законы управëения (17) и (31), оптиìаëü-
ные по ФОР (6), КВОР (7) и (29) соответственно,
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Рис. 3. Фазовый портрет замкнутой системы (4), (41)

Рис. 4. Графики изменения координат и управления при
b1 = b2 = T2 = 1, B = 5
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поëностüþ совпаäут. Разуìеется, ÷то при этоì пара-
ìетр a1 < 0, так как в противноì сëу÷ае наруøается
усëовие β1/T > 0 (43). Выäерживая соотноøения (43)
при усëовии a1 < 0, ìожно обеспе÷итü поëнуþ экви-
ваëентностü законов управëения (17) и (31) в сìысëе
ка÷ества перехоäных проöессов в заìкнутой сис-
теìе. Оäнако оптиìаëüный по СОФ закон (31)
обеспе÷ивает асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü син-
тезированной систеìе (4), (31) и при произвоëüных
знаках параìетров ai объекта (4), т.е. устой÷ивостü
иëи неустой÷ивостü объекта при u = 0 не вëияет на
свойство устой÷ивости заìкнутой систеìы.
Итак, при выпоëнении соотноøений (42) äëя

критерия Летова—Каëìана (5) иëи соотноøений
(43) äëя ФОР (6) и КВОР (7) соответствуþщие оп-
тиìаëüные законы управëения uoп (16) иëи uoп (17)
то÷но совпаäут с законоì u1 (31), ìиниìизируþ-
щиì (29). Это буäет озна÷атü поëнуþ тожäествен-
ностü перехоäных проöессов в заìкнутой систеìе,
оптиìаëüной по разëи÷ныì критерияì ка÷ества.
Сëеäует особо поä÷еркнутü то важное обстоятеëü-
ство, ÷то, соãëасно (42) и (43), весовые коэффиöи-
енты q1 и q2 в критериях (5) и (6) выбираþтся уже
не произвоëüно, а исхоäя из требований к жеëае-
ìыì свойстваì систеìы (коэффиöиенты T и β1) и
äинаìики (параìетры ai) объекта. Что же касается
простоты вы÷исëения коэффиöиентов закона уп-
равëения (31), оптиìаëüноãо по критериþ (29), то
äëя этоãо не требуется вообще реøатü какие-ëибо
уравнения типа уравнений Беëëìана иëи Риккати
в исхоäноì виäе, как в ìетоäе Летова—Каëìана,
иëи в упрощенной форìе, как в ìетоäах ФОР и
КВОР. Указанные коэффиöиенты вìесте с пара-
ìетраìи объекта ai вхоäят в критерий (29) и иìеþт
ясный физи÷еский сìысë — они опреäеëяþт вреìя
äвижения ИТ синтезируеìой систеìы к инвари-
антноìу ìноãообразиþ ψ = 0 (коэффиöиент T)
и вреìя äвижения вäоëü ψ = 0 (коэффиöиент β1)
к на÷аëу коорäинат фазовой пëоскости систеìы.
Это озна÷ает, ÷то зная коэффиöиенты T, β1 и па-
раìетры объекта ai, ìожно, соãëасно (42) и (43),
опреäеëитü соответственно весовые коэффиöиен-
ты q1 и q2 критериев (5)—(7), т.е. äатü этиì коэф-
фиöиентаì о÷евиäнуþ физи÷ескуþ интерпрета-
öиþ. Отсþäа сëеäует, ÷то СОФ (29) отражает есте-
ственные законоìерности проöессов управëения
конкретныìи объектаìи. Так, наприìер, приìе-
нение такоãо роäа поäхоäа, основанноãо на иäео-
ëоãии ìетоäа АКАР, позвоëиëо не тоëüко осущест-
витü анаëити÷еский синтез законов управëения
объектоì (4) с кваäрати÷ныìи критерияìи ка÷е-
ства, но и ввести в пробëеìу АКОР боëее эффек-
тивные СОФ, обеспе÷иваþщие повыøенное быст-
роäействие неëинейной систеìы, оãрани÷ение ее
коорäинат и т.ä. Сëеäует отìетитü, ÷то реøение
рассìотренной выøе заäа÷и оптиìаëüноãо управëе-
ния объектоì (4) с поìощüþ ìетоäа АКАР своäится
к эëеìентарныì аëãебраи÷ескиì проöеäураì, нося-
щиì характер стуäен÷еских упражнений. При этоì

испоëüзоваëасü ëиøü простейøая версия ìетоäа
АКАР с оäниì притяãиваþщиì ìноãообразиеì.
Сëеäует особо поä÷еркнутü, ÷то, в отëи÷ие от

ìетоäов АКОР, СОФ типа (21) и посëеäуþщие еãо
версии — это, по существу, конструируеìый кри-
терий ка÷ества, структуры и параìетры котороãо
опреäеëяþтся проектировщикоì систеìы управ-
ëения исхоäя из физи÷еских свойств объекта и
преäъявëяеìых к систеìе инженерных требований.
Анаëити÷еская ìощü и эвристи÷еская эффектив-
ностü обобщенноãо ìетоäа АКАР буäут показаны в
посëеäуþщих приìерах. Зäесü же проäоëжиì рас-
сìотрение сравнитеëüных заäа÷ оптиìаëüноãо уп-
равëения разëи÷ныìи объектаìи.
Пример 2. Рассìотриì заäа÷у синтеза законов

оптиìаëüноãо управëения объектоì третüеãо по-
ряäка

(t) = x2; (t) = bf (x1) + x3; (t) = u. (44)

В работе [14] рассìотрена заäа÷а оптиìизаöии
систеìы управëения объектоì (44) при b = 0, т.е.

(t) = x2; (t) = x3; (t) = u. (45)

Уравненияìи (45) в первоì прибëижении опи-
сывается, в ÷астности, проöесс аэроäинаìи÷ескоãо
торìожения при баëëисти÷ескоì вхоäе в атìосфе-
ру искусственноãо спутника Зеìëи. Ставится заäа÷а
синтеза автопиëота, оптиìаëüноãо по критериþ

J1 = (q1  + q2  + q3  + u2). (46)

В работе [14] привеäены зна÷ения коэффиöи-
ентов pk уравнения автопиëота

u1 = –p1x1 – p2x2 – p3x3, (47)

расс÷итанные путеì ÷исëенноãо реøения уравне-
ния Риккати äëя разëи÷ных коìбинаöий весовых
коэффиöиентов qi критерия ка÷ества (46) и постро-
ены соответствуþщие иì перехоäные проöессы.
Синтезируеì законы управëения объектоì (45)

на основе иäеоëоãии ìетоäа АКАР в еãо первой,
простейøей версии, т.е. с испоëüзованиеì оäноãо
притяãиваþщеãо ìноãообразия. Дëя этоãо сна÷аëа
ввеäеì в рассìотрение ëинейнуþ ìакропереìеннуþ

ψ1 = x3 + β1x1 + β2x2. (48)

Тоãäа, поäставëяя ψ1 (48) в функöионаëüное урав-
нение (30) при ψ = ψ1, T = T1 с у÷етоì уравнений
объекта (45) нахоäиì закон управëения

u1 = u =
= –(β1/T1)x1 – (β1 + β2/T1)x2 – (β2 + 1/T1)x3. (49)

Отсþäа сëеäует, ÷то управëение (47) буäет экви-
ваëентно (49) при выборе

p1 = β1/T1, p2 = β1 + β2/T1, p3 = β2 + 1/T1. (50)

Управëение u1 (49), соãëасно (30), за вреìя
(4÷5)T1 перевоäит ИТ систеìы в окрестностü ìноãо-
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образия ψ1 = 0 (48), äвижение вäоëü котороãо опи-
сывается сëеäуþщиìи уравненияìи:

(t) = x2ψ, (t) = –β1x1ψ – β2x2ψ.

О÷евиäно, ÷то при β1 > 0, β2 > 0 эта систеìа ус-
той÷ива, а сëеäоватеëüно, при T1 > 0 устой÷ива и
заìкнутая систеìа (45), (49). В зависиìости от вы-
бранных зна÷ений коэффиöиентов β1, β2 в заìкну-
той систеìе ìожно обеспе÷итü жеëаеìое вреìя и
требуеìый характер перехоäных проöессов. Вы-
поëнение соотноøений (50) озна÷ает эквиваëент-
ностü оптиìизаöии систеìы (45), (49) по кваäра-
ти÷ноìу критериþ J1 (46) и СОФ виäа

J2 = [  + (t)]dt, (51)

ãäе ìакропереìенная ψ1 опреäеëяется выраже-
ниеì (48).
Сëеäует поä÷еркнутü, ÷то рас÷ет коэффиöиен-

тов pi закона управëения (47) при оптиìизаöии
систеìы по критериþ J1 (46) требует ÷исëенноãо
реøения неëинейноãо уравнения типа Риккати,
а при оптиìизаöии по СОФ J2 (51) испоëüзуþтся
простые анаëити÷еские соотноøения при синтезе
эквиваëентноãо закона управëения (49). Еще боëее
возрастаþт преиìущества ìетоäа АКАР с повыøе-
ниеì разìерности систеì управëения.
Проäоëжиì реøение разëи÷ных заäа÷ управëе-

ния объектоì (45) на основе ìетоäоëоãии АКАР.
Сна÷аëа преäпоëожиì, ÷то на коорäинату x3 наëо-
жено оãрани÷ение |x3| m B. Дëя у÷ета этоãо оãрани-
÷ения, соãëасно ìетоäу АКАР, сëеäует ввести ìак-
ропереìеннуþ

ψ2 = x3 + B th(β1x1 + β2x2). (52)

Тоãäа, испоëüзуя уравнение объекта (45) и поä-
ставëяя ψ2 (52) в функöионаëüное уравнение виäа
(30) при ψ = ψ2, T = T2, поëу÷иì закон управëения

u2 = u =  – ψ2. (53)

Этот закон перевоäит изображаþщуþ то÷ку сис-
теìы в окрестностü ìноãообразия ψ2 = 0, äвижение
вäоëü котороãо описывается äифференöиаëüныìи
уравненияìи

(t) = x2ψ, (t) = –B th(β1x1ψ + β2x2ψ). (54)

Систеìа (54) при β1 > 0, β2 > 0 асиìптоти÷ески
устой÷ива относитеëüно x1ψ = x2ψ = 0, а сëеäова-
теëüно, при T2 > 0 буäет асиìптоти÷ески устой÷ива
относитеëüно на÷аëа коорäинат и заìкнутая сис-
теìа (45), (53). При этоì закон управëения u2 (53)
в обëасти ìаëых откëонений вырожäается в закон
u1 (49), ÷то озна÷ает оптиìизаöиþ систеìы по кри-
териþ (46). Ина÷е ãоворя, также возникает иерар-
хия законов управëения в зависиìости от обëасти
фазовоãо пространства заìкнутой систеìы.

Преäпоëожиì теперü, ÷то необхоäиìо синтези-
роватü такой закон управëения объектоì (45), ÷тобы
коорäинаты x1 и x2 нахоäиëисü в режиìе устой÷и-
вых автокоëебаний. Дëя реаëизаöии такоãо требо-
вания сфорìируеì сëеäуþщуþ ìакропереìеннуþ:

ψ3 = x3 + x1 + (  – ε)x2. (55)

Тоãäа, поäставëяя ψ3 (55) в функöионаëüное урав-
нение виäа (30) при ψ = ψ3, T = T3, в сиëу уравне-
ний объекта (45) нахоäиì закон управëения

u3 = u = –(2x1x2 + 1)x2 – (  – ε)x3 – ψ3/T3. (56)

Этот закон ÷ерез вреìя (4÷5)T3 перевоäит сис-
теìу в окрестностü ìноãообразия ψ3 = 0 (55), äви-
жение вäоëü котороãо описывается известныì
уравнениеì Ван-äер-Поëя

ψ(t) – (ε – ) (t) + x1ψ = 0. (57)

В зависиìости от зна÷ений параìетра ε в сис-
теìе (57) ìоãут возникатü как автокоëебания, бëиз-
кие к синусоиäаëüныì (ìаëые ε), так и реëакса-
öионные автокоëебания (боëüøие ε). Это озна÷ает,
÷то коорäинаты x1(t) и x2(t) поä äействиеì закона
управëения u3 (56) буäут соверøатü соответствуþ-
щие автокоëебания. При этоì параìетр T3 опреäе-
ëяет вреìя выхоäа синтезированной систеìы (45),
(56) на режиì жеëаеìых ãарìони÷еских иëи реëак-
саöионных коëебаний. Разуìеется, ÷то в этоì сëу-
÷ае заìкнутая систеìа (45), (56) буäет существенно
неëинейной. Итак, испоëüзование äаже простей-
øей версии ìетоäа АКАР с оäниì ìноãообразиеì
позвоëяет наäеëитü систеìу управëения объектоì
(45) разнообразныìи äинаìи÷ескиìи свойстваìи.
Рассìотриì äаëее заäа÷у синтеза оптиìаëüной

систеìы управëения неëинейныì объектоì (44),
коãäа b > 0 и f (x1) = sinx1, т.е. уравнения возìу-
щенноãо äвижения иìеþт виä

(t) = x2; (t) = bsinx1 + x3; (t) = u. (58)

Уравненияìи (58) описывается, в ÷астности, äви-
жение ìатеìати÷ескоãо ìаятника в верхнеì не-
устой÷ивоì поëожении, при этоì x1 — уãоë откëо-
нения ìаятника от вертикаëи; x2 — скоростü от-
кëонения; x3 — ìоìент, приëоженный к ìаятнику.
Ставится заäа÷а стабиëизаöии ìаятника ìоìен-
тоì, приëоженныì к неìу на оси поäвеса. Указан-
ный ìоìент развивается испоëнитеëüныì ìеха-
низìоì, который преäставëен интеãрируþщиì
звеноì. Требуется найти управëение u(x1, x2, x3) на
вхоäе испоëнитеëüноãо ìеханизìа, которое стаби-
ëизирует ìаятник в верхнеì поëожении равнове-
сия, т.е. обеспе÷ивает асиìптоти÷ескуþ устой÷и-
востü систеìы. Выбереì сëеäуþщий критерий оп-
тиìаëüной стабиëизаöии:

J4 = [  + (t)]dt, (59)
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ãäе ψ4 = β1x1 + β2x2 + x3. Приìеняя ìетоä АКАР, на
основе функöионаëüноãо уравнения виäа (30) при
ψ = ψ4, T = T4 нахоäиì закон управëения:

u4 = u = –(β1/T4)x1 – β2bsinx1 –
– (β1 + β2/T4)x2 – (β2 + 1/T4)x3, (60)

äоставëяþщий ìиниìуì критериþ ка÷ества (59).
Иссëеäуеì устой÷ивостü äвижения синтезирован-
ной систеìы, уравнения äвижения которой вäоëü
ìноãообразия ψ4 = 0 приниìаþт сëеäуþщий виä:

(t) = x2ψ, (t) = bsinx1ψ – β1x1ψ – β2x2ψ.

Отсþäа сëеäуþт неравенства β1 > b, β2 > 0, T4 > 0,
которые явëяþтся усëовияìи асиìптоти÷еской ус-
той÷ивости в öеëоì синтезированной систеìы.
Разуìеется, ÷то есëи параìетр b = 0, то тоãäа

уравнения объектов (45) и (58), а также законы уп-
равëения (49) и (60) совпаäут. Критерий J4 (59)
с у÷етоì уравнений объекта (58) приниìает виä

J4 = [  + (  +  – 2β1)  +

+ (1 +  – 2β1 )  +

+ (b2sin2x1 + 2bsinx1 + u2)]dt.

Это озна÷ает, ÷то äëя объекта (45) при выпоë-

нении соотноøений q1 = / , q2 = /  +  –

– 2β1/ , q3 = 1/  +  – 2β1 критерии J1 (46) и

J4 (60) то÷но совпаäут и, сëеäоватеëüно, буäут эк-
виваëентны оптиìаëüные перехоäные проöессы в
синтезированной систеìе. Синтезируеì закон ста-
биëизируþщеãо управëения объектоì (58) теперü
уже на основе неëинейной аãреãированной ìакро-
переìенной, наприìер, виäа

ψ5 = β1x1 + β2x2 + x3 + αsinx1. (61)

Испоëüзуя функöиþ (61), запиøеì закон уп-
равëения

u5 = u = – x1 – β2b + sinx1 –

– β1 +  + αcosx1 x2 – β1 + x3. (62)

Уравнения, описываþщие äвижение вäоëü
ìноãообразия ψ5 = 0, иìеþт виä

(t) = x2ψ,

(t) = –β1x1ψ – β2x2ψ – (α – b)sinx1ψ. (63)

Усëовия устой÷ивости систеìы (63), а сëеäова-
теëüно, и усëовия асиìптоти÷еской устой÷ивости в
öеëоì синтезированной неëинейной систеìы (58),

(62) весüìа просты: α l b, βi > 0, i = 1, 2, T5 > 0.
Заìетиì, ÷то есëи поëожитü β1 = β2 = 0, то урав-
нения (63) буäут описыватü äвижение кëасси÷е-
скоãо ìатеìати÷ескоãо ìаятника на ìноãообразии
ψ5 = 0. Такиì образоì, испоëüзование неëинейной
ìакропереìенной ψ5 (61) позвоëиëо эффективно
реøитü поставëеннуþ заäа÷у синтеза стабиëизи-
руþщеãо закона управëения неëинейныì коëеба-
теëüныì объектоì. На рис. 5 привеäена проекöия
фазовоãо портрета заìкнутой систеìы (45), (56)
при ε = 0,2, T3 = 1, а на рис. 6 преäставëена про-
екöия фазовоãо портрета заìкнутой систеìы (58),
(62) при b = 1, α = 2, β1 = β2 = 4, T5 = 1.
Привеäенные выøе приìеры свиäетеëüствуþт

также о перспективности приìенения ìетоäа АКАР
в заäа÷ах эквиваëентирования критериев опти-
ìаëüности синтезируеìых систеì управëения.

Многокритериальная оптимизация

Дëя некоторых объектов выбороì функöии
ψ(x1, ..., xn) и заìеной ψ на thψ в функöионаëüных
уравнениях ìожно сразу образоватü оптиìизируþ-
щие функöионаëы, явëяþщиеся анаëоãаìи крите-
риев быстроäействия и расхоäа энерãии в режиìах
боëüøих откëонений и кваäрати÷ныìи критерия-
ìи äëя режиìов ìаëых откëонений.

x·1ψ x·2ψ
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Рис. 6. Проекция фазового портрета замкнутой системы (58), (62)
при b = 1, a = 2, b1 = b2 = 4, T5 = 1

Рис. 5. Проекция фазового портрета замкнутой системы (45), (56)
при e = 0,2, T3 = 1
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Рассìотриì синтез систеìы управëения объек-
тоì, состоящиì из (n – 1) инерöионных и оäноãо
интеãрируþщеãо звенüев, т.е. описываеìых урав-
ненияìи

(64)

Выбереì аãреãированнуþ переìеннуþ

ψ = βi xi, βn = 1, (65)

тоãäа произвоäная (t) посëе поäстановки (t) из
(64) приниìает виä

(t) = (βiki/Ti – βi + 1/Ti + 1)xi + 1 + βnknu/Tn.

Поëожив, в ÷астности,

βiki/Ti = βi + 1/Ti + 1, (66)

поëу÷иì

(t) = βnknu/Tn. (67)

Из соотноøения (66) сëеäует выражение

βi = Ti/(ki...kn – 1Tn),
i = 1, 2, ..., n – 1, βn = 1, (68)

устанавëиваþщее связü ìежäу коэффиöиентаìи βi
ìакропереìенной ψ и параìетраìи исхоäноãо объ-
екта (64).
Дëя синтеза управëения буäеì рассìатриватü

функöионаëüное уравнение

T (t) + thψ = 0. (69)

Тоãäа поäставив ψ (65) и (t) (67) в СОФ

JΣ = [th2ψ + T 2 (t)]dt,

поëу÷аеì критерий ка÷ества

J1 = th2 βi xi + u2 dt, (70)

который в режиìе боëüøих откëонений приниìает
форìу, схоäнуþ с критериеì быстроäействия и за-
трат энерãии на управëение

J1sup ∼ 1 + u2 dt. (71)

Поäставив ψ (65) в функöионаëüное уравнение
в сиëу уравнений объекта (64), поëу÷аеì оптиìаëü-
ный по критериþ (70) закон управëения

u = – th βi xi, (72)

который в режиìе боëüøих откëонений иìеет оã-
рани÷ение

umax = Tn/(knβnT ),

а в режиìе ìаëых откëонений с у÷етоì (68) при-
ниìает виä

uinf = – x1 + k1k2...ki – 1Tixi . (73)

Закон управëения uinf (73) то÷но совпаäает с за-
коноì, поëу÷енныì в работе А. А. Красовскоãо [15]
при синтезе сëеäящей систеìы (64), (73), опти-
ìаëüной по критериþ обобщенной работы

Jinf = M dt (74)

при äопоëнитеëüноì усëовии

M u2dt  + k αi xi dt  = const, (75)

ãäе весовой коэффиöиент k связан с параìетроì T
сëеäуþщиì соотноøениеì:

k = T1 ... Tn/(k1k2...kn–2T ). (76)

В выражении (75) коэффиöиенты αi опреäеëя-
þтся ÷ерез βi ìакропереìенной ψ выражениеì

αi = kik2...kn – 2βi/(T1 ... Tn). (77)

Привеäенное соотноøение (76) устанавëивает
связü ìежäу параìетроì T в критерии (70) и весо-
выì коэффиöиентоì k в критерии обобщенной ра-
боты (74), (75), а выражение (77) — ìежäу коэффи-
öиентаìи обратных связей βi и αi, при оптиìизаöии
систеìы соответственно по критерияì (70) и (74).
Такиì образоì, синтезированный закон управ-

ëения u (72) обеспе÷ивает äëя объекта (64) перехоä-
ные проöессы, схоäные с оптиìаëüныì по быстро-
äействиþ и расхоäу энерãии (71) в режиìах боëüøих
откëонений, и оптиìаëüные по кваäрати÷ноìу
критериþ обобщенной работы (74), (75) в режиìах
ìаëых откëонений от жеëаеìоãо состояния.
Пример 3. Уравненияìи виäа (64) описывается

äостато÷но распространенный кëасс проìыøëенных
объектов — эëектропривоäов, транспортных устано-
вок, сëеäящих систеì и äр. На рис. 7, 8 привеäены
резуëüтаты ìоäеëирования объекта третüеãо поряäка

T1 (t) = k1x2;

Ti (t) + xi = kixi + 1, i = 2, ..., n – 1;

Tn (t) + xn = knu.
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виäа (64) при T1 = 1; T2 = 2; T3 = 1; k1 = k2 = 1;
β1 = 1; β2 = 2, описываеìоãо уравненияìи

(78)

Закон управëения (72) объектоì (78) прини-
ìает виä

u = – th(x1 + 2x2 + x3). (79)

На рис. 7 изображены перехоäные проöессы в
заìкнутой систеìе (78), (79) при T = 0,5, коãäа кри-
терий (71) приниìает виä

Jsup ∼ (1 + 0,25u2)dt, (80)

а на рис. 8 — при T = 1, коãäа критерий (71) иìеет виä

Jsup ∼ (1 + u2)dt. (81)

Из рис. 7 и 8 сëеäует, ÷то при управëении u (79)
перехоäные проöессы в заìкнутой систеìе (78),
(79) иìеþт апериоäи÷еский характер, при этоì äëя
рис. 7, коãäа параìетр коìпроìисса T = 0,5, вреìя
затухания ìенüøе по сравнениþ с рис. 8, коãäа
T = 1, ÷то соответствует виäу критериев (80) и (81)
в режиìе боëüøих откëонений от заäанноãо со-
стояния объекта.

Рассìотренный зäесü поäхоä к ìноãокритери-
аëüной оптиìизаöии систеìы управëения объек-
тоì (64) опирается на приìенение СОФ (70), ко-
торый иäенти÷ен ÷астныì критерияì ка÷ества (71)
иëи (74) в соответствуþщих обëастях пространства
состояний. Это озна÷ает, ÷то указанный функöио-
наë постепенно, асиìптоти÷ески схоäится к конк-
ретноìу критериþ ка÷ества, обеспе÷ивая субопти-
ìаëüные перехоäные проöессы в систеìе.

Заключение

В работе провеäено сравнение ìетоäов АКАР и
АКОР на конкретных приìерах синтеза систеì.
Показана как эквиваëентностü этих ìетоäов, так и
существенная разниöа в поäхоäах к анаëити÷еско-
ìу синтезу законов управëения: в отëи÷ие от ìе-
тоäов АКОР, в ìетоäе АКАР оптиìизируþщий
функöионаë явëяется конструируеìыì критериеì
ка÷ества, структура и параìетры котороãо опреäе-
ëяþтся проектировщикоì систеìы управëения ис-
хоäя из физи÷еских свойств объекта и преäъявëяе-
ìых к систеìе инженерных требований. Синтези-
руеìые ìетоäоì АКАР законы управëения также
ìоãут обеспе÷иватü субоптиìаëüные перехоäные
проöессы в систеìе: оптиìаëüные по быстроäей-
ствиþ и расхоäу энерãии в режиìе боëüøих откëо-
нений от жеëаеìоãо коне÷ноãо состояния и опти-
ìаëüные по кваäрати÷ноìу критериþ обобщенной
работы в режиìе ìаëых откëонений. На приìерах
синтеза проиëëþстрированы явные преиìущества
ìетоäа АКАР как в отноøении проöеäур анаëити-
÷ескоãо конструирования законов управëения äëя
неëинейных объектов, обоснованности и оäнозна÷-
ности выбора настрое÷ных параìетров реãуëяторов,
так и в отноøении обеспе÷ения свойств асиìпто-
ти÷еской устой÷ивости заìкнутых систеì.
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In the paper the authors compare the known method of Analytical Design of the Aggregated Regulators (ADAR) with the
method of Analytical Design of the Optimal Regulators (ADOR). The ADAR method has significant advantages: (i) easier pro-
cedure of analytical design of the nonlinear laws of the optimal control; (ii) physically clear presentation of the weight factors
of the optimality criterions; and (iii) stability of the closed-loop optimal system. As opposed to the method of the optimal control,
the ADAR method is free from the demand to solve Riccati’s equation and Bellman’s equation, and the procedure of the control
laws’ analytical design is easier. The control laws designed with ADAR method also may ensure sub-optimal transients in a
system: time optimal and energy optimal in the mode of big deviations from the desired final state, as well as optimal to the
quadratic criterion of the generalized work (criterion of A. A. Krasovskii) in the mode of small deviations. The provided nu-
merical examples display equivalency of these methods, as well as a significant difference in the approaches used for the ana-
lytical design of the control laws, i.e. in contrast to ADOR, in the ADAR method the optimizing functional is a constructed per-
formance criteria, the structure and the parameters of which are defined by the designer of the control system in accordance
with the object’s physical properties and the desired engineering requirements.
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