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Исследование задачи оптимальной переориентации орбиты 
космического аппарата посредством ограниченной или импульсной 

реактивной тяги, ортогональной плоскости орбиты. Часть 2*

Введение

В работе с испоëüзованиеì кватернионноãо
äифференöиаëüноãо уравнения ориентаöии орбиты
косìи÷ескоãо аппарата (КА) [1—8] и принöипа ìак-
сиìуìа Понтряãина изу÷ается заäа÷а оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА с поìощüþ реактивной
тяãи, ортоãонаëüной пëоскости оскуëируþщей ор-
биты. Частныì сëу÷аеì этой заäа÷и явëяется хороøо
известная и иìеþщая боëüøое практи÷еское зна-
÷ение заäа÷а коррекöии уãëовых эëеìентов орбиты
КА, коãäа изìенения уãëовых эëеìентов орбиты в
проöессе управëения иìеþт ìаëые зна÷ения. Ис-
поëüзование управëения, ортоãонаëüноãо пëоскости
оскуëируþщей орбиты КА, позвоëяет корректиро-
ватü эëеìенты орбиты КА, сохраняя ее форìу и
разìеры неизìенныìи. Это öенное свойство изу-
÷аеìоãо проöесса переориентаöии орбиты КА явëя-
ется поëезныì при реøении как заäа÷и коррекöии
уãëовых эëеìентов орбиты КА, так и äруãих заäа÷
ìеханики косìи÷ескоãо поëета, наприìер, при уп-
равëении конфиãураöией ãруппировки спутников.
Коìбинированный функöионаë, опреäеëяþщий

ка÷ество проöесса переориентаöии орбиты КА, преä-
ставëяет собой свертку с весовыìи ìножитеëяìи
äвух критериев: вреìени и суììарноãо иìпуëüса
реактивной тяãи, затра÷енных на проöесс управëе-
ния (÷астные сëу÷аи этоãо функöионаëа — сëу÷ай
быстроäействия и сëу÷ай ìиниìизаöии характе-

ристи÷еской скорости). Рассìотрены сëу÷аи опти-
ìаëüной переориентаöии орбиты КА с поìощüþ
оãрани÷енной иëи иìпуëüсной реактивной тяãи.
В первой ÷асти наøей работы [9] быë привеäен

обзор работ по äифференöиаëüныì уравненияì
ориентаöии орбиты КА и изу÷аеìой пробëеìе опти-
ìаëüной переориентаöии орбиты КА посреäствоì
реактивной тяãи, ортоãонаëüной пëоскости оскуëи-
руþщей орбиты. В ней также быëа изëожена извест-
ная кватернионная постановка заäа÷и оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА посреäствоì оãрани-
÷енной тяãи, ортоãонаëüной пëоскости орбиты КА,
принаäëежащая автораì работы, привеäены ос-
новные уравнения и соотноøения, поëу÷енные при
реøении этой заäа÷и с поìощüþ äифференöиаëü-
ных уравнений, соäержащих кватернионное äиф-
ференöиаëüное уравнение ориентаöии орбиты КА,
и принöипа ìаксиìуìа Понтряãина.
На практике [10] также рассìатривается управ-

ëение пëоскостüþ орбиты КА (äоëãотой восхоäящеãо
узëа Wu иëи (и) накëоноì орбиты I) иìпуëüсноãо
типа с поìощüþ вектора реактивной тяãи, ортоãо-
наëüноãо пëоскости оскуëируþщей орбиты КА.
При этоì вреìя работы реактивноãо äвиãатеëя
с÷итается ìаëыì, так ÷то изìенениеì раäиуса-век-
тора r öентра ìасс КА за вреìя ìаневра пренебре-
ãаþт. Схеìы ìаневров такоãо типа описаны в ра-
боте [10], ãäе привоäятся векторные äиаãраììы
ìаневров äëя ìаëых уãëов поворота пëоскости ор-
биты КА. Дëя нахожäения зависиìостей в работе [10]
испоëüзуþт теореìы сфери÷еской триãоноìетрии.
При этоì вопросы оптиìизаöии ìаневров (в стро-

С использованием кватернионного дифференциального уравнения ориентации орбиты космического аппарата (КА) и прин-
ципа максимума Понтрягина изучается задача оптимальной переориентации орбиты КА с помощью ограниченной или импульс-
ной реактивной тяги, ортогональной плоскости оскулирующей орбиты. Во второй части статьи излагается новая теория ре-
шения задачи оптимальной переориентации орбиты КА в импульсной постановке (с использованием импульсной (большой)
реактивной тяги). Приводятся алгоритмы решения краевых задач оптимальной двухимпульсной и многоимпульсной переори-
ентации орбиты КА (для нефиксированного числа импульсов реактивной тяги) и примеры численного решения краевых задач
оптимальной переориентации орбиты КА с использованием ограниченной (малой) или импульсной (большой) тяги, в которых
для описания ориентации орбиты КА используется кватернионный оскулирующий элемент ориентации орбиты.
Ключевые слова: космический аппарат, ориентация орбиты, ограниченная (малая) и импульсная (большая) реактивная тяга,

оптимальное управление, кватернион

УПРАВЛЕНИЕ В АВИАКОСМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

 * Частü 1 опубëикована в журнаëе "Мехатроника, автоìа-
тизаöия, управëение" № 8, 2016.



634 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 9, 2016

ãой ëинейной иëи неëинейной постановке) не за-
траãиваþтся.
Основная öеëü настоящей работы — реøение

заäа÷и оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА
с испоëüзованиеì äвиãатеëя боëüøой тяãи (в иì-
пуëüсной постановке) и с испоëüзованиеì кватер-
нионноãо äифференöиаëüноãо уравнения ориента-
öии орбиты КА. При реøении этой заäа÷и наìи в
соответствии с известной ìетоäоëоãией реøения
заäа÷ оптиìаëüных иìпуëüсных переëетов КА [11]
испоëüзуþтся соответствуþщие преäеëüные пере-
хоäы в кватернионных уравнениях и соотноøени-
ях, поëу÷енных с поìощüþ принöипа ìаксиìуìа
Понтряãина в заäа÷е оптиìаëüной переориентаöии
орбиты КА с испоëüзованиеì оãрани÷енной (ìа-
ëой) тяãи и привеäенных в первой ÷асти статüи [9].
Отìетиì, ÷то иссëеäованиþ заäа÷и оптиìаëüной

переориентаöии орбиты КА в разëи÷ных непре-
рывных постановках (с испоëüзованиеì äвиãатеëя
ìаëой тяãи) и с испоëüзованиеì кватернионноãо
äифференöиаëüноãо уравнения ориентаöии орбиты
КА быëи посвящены также работы [12—15].
В настоящей (второй) ÷асти статüи изëаãаþтся в

строãой неëинейной постановке новая теория и
новые аëãоритìы реøения заäа÷и оптиìаëüной пе-
реориентаöии орбиты КА посреäствоì иìпуëüсной
реактивной тяãи, ортоãонаëüной пëоскости оскуëи-
руþщей орбиты, с испоëüзованиеì кватернионноãо
äифференöиаëüноãо уравнения ориентаöии орбиты
КА äëя нефиксированноãо ÷исëа иìпуëüсов тяãи.
Построенная теория соäержит форìуëы, ëежа-

щие в основе оптиìаëüной иìпуëüсной переори-
ентаöии орбиты КА: форìуëу, связываþщуþ аë-
ãебраи÷ескуþ веëи÷ину иìпуëüса реактивной тяãи
с уãëоì поворота орбиты КА вокруã раäиуса-век-
тора öентра ìасс КА; форìуëы äëя приращений на
активноì у÷астке траектории кватерниона коне÷-
ноãо поворота орбиты КА, кватернионной сопря-
женной переìенной и скаëярной сопряженной (по
отноøениþ к истинной аноìаëии) переìенной,
а также форìуëы äëя приращений переìенных, опи-
сываþщих проöесс (ëиниþ) перекëþ÷ения управëе-
ния, и форìуëу, описываþщуþ äопоëнитеëüное ус-
ëовие äëя внутреннеãо иìпуëüса реактивной тяãи.
Преäëоженные аëãоритìы ÷исëенноãо реøения

заäа÷и оптиìаëüной äвухиìпуëüсной и ìноãоиì-
пуëüсной переориентаöии орбиты КА äëя нефикси-
рованноãо ÷исëа иìпуëüсов реактивной тяãи позво-
ëяþт опреäеëятü оптиìаëüные ìоìенты вкëþ÷ения
реактивноãо äвиãатеëя, оптиìаëüные аëãебраи÷е-
ские веëи÷ины иìпуëüсов реактивной тяãи и их
оптиìаëüное ÷исëо.

Импульсная задача оптимальной переориентации 
орбиты КА

Реøение заäа÷и об оптиìаëüной переориентаöии
орбиты КА с боëüøой (иìпуëüсной) тяãой, орто-
ãонаëüной пëоскости орбиты КА, ìожно поëу÷итü
в резуëüтате преäеëüноãо перехоäа в анаëоãи÷ной

заäа÷е с оãрани÷енной тяãой [9], коãäа ìаксиìаëü-
ное зна÷ение безразìерной тяãи um реактивноãо
äвиãатеëя неоãрани÷енно увеëи÷ивается, т.е. um → ∞,
а безразìерная äëитеëüностü активных этапов уп-
равëения Δτi уìенüøается, т.е. Δτi → 0.
В те ìоìенты вреìени, коãäа выпоëняется

равенство

 = α2, (1)

в резуëüтате работы äвиãатеëя боëüøой тяãи (сооб-
щения иìпуëüса тяãи) орбита КА буäет повора÷и-
ватüся на некоторый коне÷ный уãоë вокруã оси,
совпаäаþщей с раäиус-вектороì КА в этот ìоìент
вреìени. Во все остаëüные ìоìенты вреìени äви-
ãатеëü боëüøой тяãи выкëþ÷ен, КА соверøает пас-
сивное äвижение, орбита остается непоäвижной и
выпоëняется неравенство

 < α2. (2)

Зäесü ϕ — истинная аноìаëия (уãëовая пере-
ìенная, отс÷итываеìая в пëоскости орбиты от ее
периöентра и характеризуþщая поëожение КА на
орбите); e — эксöентриситет орбиты; N1, N2 — пе-
реìенные [9], описываþщие ëиниþ перекëþ÷ения
оптиìаëüноãо управëения; α2 > 0 — постоянный
безразìерный весовой ìножитеëü в функöионаëе
ìиниìизаöии [9], характеризуþщий äоëþ затрат
характеристи÷еской скорости на переориентаöиþ
орбиты КА.
Преäеë произвеäения безразìерной веëи÷ины

тяãи u с у÷етоì ее знака в ìоìент безразìерноãо
вреìени τi на äëитеëüностü активноãо этапа Δτi при
усëовии, ÷то um → ∞, Δτi → 0, буäеì называтü без-
разìерныì иìпуëüсоì тяãи и обозна÷атü Ui. Знак
иìпуëüса Ui соãëасно закону оптиìаëüноãо управ-
ëения (23) (сì. работу [9]) äоëжен совпаäатü со
знакоì суììы

N1,i–1cosϕi + N2,i–1sinϕi,

ãäе N1,i–1, N2,i–1 — зна÷ения переìенных N1, N2
на этапе пассивноãо äвижения переä сообщениеì
иìпуëüса в ìоìент τi.
Функöионаë, опреäеëяþщий ка÷ество проöесса

управëения и приниìаþщий ìиниìаëüное зна÷е-
ние äëя оптиìаëüноãо проöесса в иìпуëüсной за-
äа÷е, в безразìерных переìенных иìеет виä

J = α1τk + α2 |Ui|, (3)

ãäе α1 l 0 — постоянный безразìерный весовой
ìножитеëü, характеризуþщий äоëþ затрат вреìени
на переориентаöиþ орбиты КА; k — ÷исëо ìоìен-
тов вкëþ÷ения äвиãатеëя боëüøой тяãи.
Уãоë поворота орбиты Δψi поä äействиеì иì-

пуëüса Ui соãëасно второìу äифференöиаëüноìу
кватернионноìу уравнениþ систеìы (12) (сì. ра-

N1cosϕi N2sinϕi+

2 1 ecosϕi+( )
---------------------------------------

N1cosϕ N2sinϕ+

2 1 ecosϕ+( )
------------------------------------

i 1=

k

∑
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боту [9]), описываþщеìу ìãновеннуþ ориентаöиþ
орбиты КА, буäет опреäеëятüся по форìуëе

Δψi = . (4)

Есëи обозна÷итü Li – 1 зна÷ение кватерниона,
опреäеëяþщеãо ориентаöиþ орбиты на этапе пе-
реä сообщениеì иìпуëüса Ui в ìоìент τi, а Li —
зна÷ение кватерниона ориентаöии орбиты посëе
сообщения иìпуëüса, то они буäут связаны соот-
ноøениеì

Li = Li – 1 é Bi,

Bi = cos  + sin (i1cosϕi + i2sinϕi). (5)

Зäесü и äаëее i1, i2, i3 — векторные ìниìые еäи-
ниöы Гаìиëüтона, é — сиìвоë кватернионноãо уì-
ножения.
Анаëоãи÷ное соотноøение (соãëасно кватернион-

ноìу сопряженноìу уравнениþ (19) (сì. работу [9]))
буäет ìежäу кватернионаìи Mi – 1 и Mi в резуëü-
тате сообщения иìпуëüса Ui:

Mi = Mi – 1 é Bi. (6)

Зäесü M — кватернионная сопряженная пере-
ìенная, соответствуþщая кватернионной фазовой
переìенной L, характеризуþщей ориентаöиþ ос-
куëируþщей орбиты КА в инерöиаëüной систеìе
коорäинат.
Соãëасно (20) (сì. работу [9]), (5) и (6) зна÷ения

кватернионной переìенной N, коìпоненты N1, N2,
N3 векторной ÷асти которой описываþт собой ëи-
ниþ перекëþ÷ения оптиìаëüноãо управëения, äо
ìоìента сообщения иìпуëüса и посëе неãо буäут
связаны соотноøениеì

Ni =  é Ni – 1 é Bi. (7)

Изìенение Δχi скаëярной переìенной χ, сопря-
женной по отноøениþ к скаëярной фазовой пере-
ìенной ϕ (истинной аноìаëии), за проìежуток без-
разìерноãо вреìени Δτi поä äействиеì äвиãатеëя
боëüøой тяãи соãëасно уравнениþ (22) (сì. работу
[9]), котороìу уäовëетворяет сопряженная пере-
ìенная χ, опреäеëяется по форìуëе

Δχi = 2e χ(1 + ecosϕ)sinϕdτ +

+ (N1sinϕ – N2(e + cosϕ))dτ. (8)

При преäеëüноì перехоäе, в котороì um → ∞,
Δτi → 0, зна÷ение первоãо сëаãаеìоãо в правой ÷асти
форìуëы (8) буäет стреìитüся к нуëþ, так как по-
äынтеãраëüная функöия остается оãрани÷енной.
При вы÷исëении преäеëа второãо сëаãаеìоãо в
правой ÷асти (8) ìожно поëаãатü, ÷то ϕ ≈ ϕi, и со-
ãëасно кватернионноìу äифференöиаëüноìу урав-

нениþ ориентаöии орбиты КА (второìу уравне-
ниþ фазовой систеìы (12) (сì. работу [9])) орбита
равноìерно вращается вокруã непоäвижной оси,
так как проìежуток активноãо этапа ìаë, а управ-
ëяþщий параìетр u на этоì этапе соãëасно закону
оптиìаëüноãо управëения (23) (сì. работу [9]) со-
храняет постоянное зна÷ение.
Ввеäеì на проìежутке Δτi кватернион Bi(Δτ) по

форìуëе

Bi(Δτ) = cos  + sin (i1cosϕi + i2sinϕi), 

0 m Δτ m Δτi. (9)

Тоãäа внутри проìежутка Δτi во вреìя работы
äвиãатеëя боëüøой тяãи кватернионы L, M по ана-
ëоãии с (5) и (6) буäут опреäеëятüся по форìуëаì

L = Li – 1 é Bi(Δτ), M = Mi – 1 é Bi(Δτ). (10)

Соãëасно форìуëаì (7) и (9) кватернионная пе-
реìенная N внутри проìежутка Δτi буäет опреäе-
ëятüся ÷ерез свое зна÷ение Ni – 1 переä сообщени-
еì иìпуëüса по форìуëе

N = (Δτ) é Ni – 1 é Bi(Δτ). (11)

Коìпоненты N1, N2, N3 кватерниона N внутри
проìежутка Δτi соãëасно (9), (11) опреäеëяþтся по
форìуëаì

(12)

Есëи соотноøения (12) поäставитü в форìуëу (8)
и выпоëнитü преäеëüный перехоä, в котороì um → ∞,
Δτi →  0, то изìенение Δχi сопряженной переìен-
ной χ поä äействиеì иìпуëüса Ui буäет опреäеëятü-
ся по форìуëе

Δχi = N1,i–1sinϕi –

– N2,i–1(e + cosϕi) – (1 + ecosϕi) Ѕ

Ѕ (N1,i–1sinϕi – N2,i–1cosϕi)  +

+ N3,i–1 . (13)

Ui

1 ecosϕi–
-------------------

Dψi

2
-------

Dψi

2
-------

Bi
~

τi

τi Δτi+

∫

1
2
--

τi

τi Δτi+

∫
u

1 ecosϕ+( )2
------------------------

ΔψiΔτ
2Δτi

------------⎝ ⎠
⎛ ⎞ ΔψiΔτ

2Δτi
------------⎝ ⎠

⎛ ⎞

Bi
~
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Из соотноøения (7) сëеäует, ÷то выражение
N1cosϕ + N2sinϕ в ìоìент сообщения иìпуëüса ос-
тается непрерывныì, хотя при этоì переìенные
N1, N2 испытываþт разрыв, т.е.

N1, i –1cosϕi + N2, i – 1sinϕi =
= N1, icosϕi + N2, i sinϕi. (14)

В кажäый ìоìент вреìени, коãäа аппарату со-
общается иìпуëüс тяãи в резуëüтате работы äвиãа-
теëя боëüøой тяãи, выпоëняется соотноøение (1).
Кватернионные переìенные L, M в этот ìоìент
испытываþт разрыв, их зна÷ения по обе стороны
от разрыва связаны соотноøенияìи (5), (6).
Сопряженная переìенная χ на пассивных этапах

управëения опреäеëяется форìуëой (28) (сì. рабо-
ту [9]). Поэтоìу эта переìенная äоëжна оставатüся
непрерывной в те ìоìенты сообщения иìпуëüсов
тяãи, которые не совпаäаþт с на÷аëüныì иëи ко-
не÷ныì ìоìентаìи вреìени äвижения КА, т.е. в те
ìоìенты вреìени, которые явëяþтся внутренниìи
ìоìентаìи сообщения иìпуëüсов тяãи. В эти ìо-
ìенты вреìени соãëасно форìуëе (13) äоëжно вы-
поëнятüся соотноøение Δχi = 0 иëи соотноøение

N1,i–1sinϕi – N2,i–1(e + cosϕi) –

– (1 + ecosϕi) (N1,i–1sinϕi – N2,i–1cosϕi) Ѕ

Ѕ  + N3,i–1  = 0. (15)

Иìпуëüс тяãи Ui и уãоë поворота орбиты Δψi,
фиãурируþщий в форìуëе (15), связаны соотноøе-
ниеì (4). Поэтоìу есëи иìпуëüс тяãи Ui сообщает-
ся во внутренний ìоìент вреìени, то он äоëжен
уäовëетворятü усëовиþ (15).
Такиì образоì, с испоëüзованиеì äифферен-

öиаëüноãо кватернионноãо уравнения ориентаöии
оскуëируþщей орбиты КА поëу÷ены соотноøе-
ния, ëежащие в основе иìпуëüсной оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА: форìуëа (4), связы-
ваþщая иìпуëüс реактивной тяãи Ui на i-ì актив-
ноì у÷астке траектории с уãëоì Δψi поворота ор-
биты КА вокруã еãо раäиуса-вектора; форìуëа (5),
связываþщая зна÷ение кватерниона Li – 1, опреäе-
ëяþщеãо ориентаöиþ орбиты переä сообщениеì
иìпуëüса Ui в ìоìент τi, со зна÷ениеì кватерниона
ориентаöии орбиты Li посëе сообщения иìпуëüса;
анаëоãи÷ная форìуëа (6) äëя кватернионной сопря-
женной переìенной M, форìуëа (13) äëя прира-
щения Δχi скаëярной сопряженной переìенной χ,
а также форìуëа (14), связываþщая зна÷ения пере-
ìенных N1, N2, описываþщих функöиþ перекëþ-
÷ения управëения, в на÷аëüный и коне÷ный ìо-
ìенты вреìени i-ãо активноãо у÷астка. Поëу÷ено,
кроìе тоãо, äопоëнитеëüное усëовие (15) äëя внут-
реннеãо иìпуëüса реактивной тяãи.

Структура и алгоритмы оптимального импульсного 
управления ориентацией орбиты КА

I. Как быëо отìе÷ено в первой ÷асти статüи [9],
в заäа÷е с оãрани÷енной тяãой посëеäний этап оп-
тиìаëüноãо управëения äоëжен бытü активныì. По
этой при÷ине в заäа÷е с иìпуëüсныì äвиãатеëеì
ìоìент окон÷ания оптиìаëüноãо управëения äоë-
жен совпаäатü с ìоìентоì сообщения иìпуëüса.
Сëеäоватеëüно, в коне÷ный ìоìент вреìени τ = τk
в скаëярноì ис÷исëении äоëжны выпоëнятüся
øестü усëовий: усëовие (1), а также усëовия (15),
(24), (25), привеäенные в работе [9]:

 = α2,

vect( (τk) é Lk) = 0, (M, L)  = 0,

α1 + N1,k–1sinϕk – N2,k–1(e + cosϕk) –

– (1 + ecosϕk) (N1,k–1sinϕk – N2,k–1cosϕk) Ѕ

Ѕ  + N3,k–1  = 0. (16)

В соотноøениях (16) ÷ерез k обозна÷ен ноìер
ìоìента сообщения посëеäнеãо иìпуëüса, усëовие
(26) (сì. работу [9]) у÷тено выбороì форìуëы (28)
(сì. работу [9]) äëя опреäеëения сопряженной пе-
реìенной χ переä ìоìентоì сообщения посëеäне-
ãо иìпуëüса.
Есëи на÷аëüный ìоìент вреìени τ = 0 совпаäа-

ет с ìоìентоì сообщения иìпуëüса, то при ϕ = ϕ0
äоëжно выпоëнятüся усëовие (1):

 = α2. (17)

Пустü оптиìаëüное управëение соäержит äва иì-
пуëüса, которые сообщаþтся в на÷аëüный и коне÷-
ный ìоìенты вреìени. Тоãäа соотноøения (16), (17)
äаþт сеìü уравнений (в скаëярноì ис÷исëении)
äëя опреäеëения сеìи неизвестных, а иìенно: U1 —
на÷аëüноãо (первоãо) иìпуëüса, Uk — коне÷ноãо (по-
сëеäнеãо) иìпуëüса, ϕk — зна÷ения истинной ано-
ìаëии в коне÷ный ìоìент вреìени, M0 — зна÷ения
кватернионной сопряженной переìенной в на÷аëü-
ный ìоìент вреìени. Есëи оптиìаëüное управëе-
ние состоит тоëüко из оäноãо иìпуëüса, который
сообщается в коне÷ный ìоìент вреìени, то соот-
ноøения (16) äаþт øестü уравнений äëя опреäеëе-
ния øести (в скаëярноì ис÷исëении) неизвестных:
Uk, ϕk, M0.
Есëи оптиìаëüное управëение вкëþ÷ает иìпуëü-

сы, которые сообщаþтся во внутренние ìоìенты
вреìени (т.е. ÷исëо иìпуëüсов реактивной тяãи
боëüøе äвух), то кажäый такой ìоìент порожäает
äве новые неизвестные Ui, ϕi и äва новых уравне-
ния (1) и (15). Кватернионный интеãраë (29) (сì. ра-
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боту [9]) иìеет ìесто и äëя иìпуëüсной заäа÷и опти-
ìаëüноãо управëения и позвоëяет усëовие трансвер-
саëüности (25) (сì. работу [9]) (третüе из усëовий
(16)) выпоëнитü в на÷аëüный ìоìент вреìени.
Так же, как и äëя сëу÷ая реøения заäа÷и с оãра-

ни÷енныì управëениеì, при реøении заäа÷и опти-
ìаëüноãо управëения с иìпуëüсныì управëениеì
кватернионнуþ переìеннуþ M ìожно искëþ÷итü,
есëи испоëüзоватü кватернионнуþ переìеннуþ N
с нуëевой скаëярной составëяþщей.
Есëи оптиìаëüное управëение состоит тоëüко из

äвух иìпуëüсов, которые сообщаþтся в на÷аëüный
и коне÷ный ìоìенты вреìени, то испоëüзование
кватернионной переìенной N с нуëевой скаëярной
÷астüþ существенно упрощает реøение заäа÷и. Обо-
зна÷иì U1 — на÷аëüный (первый) иìпуëüс, U2 — вто-
рой (посëеäний) иìпуëüс, ϕk — истинная аноìаëия в
коне÷ный ìоìент вреìени. Тоãäа уãëы поворотов
Δψ1, Δψ2 орбиты вокруã раäиус-вектора КА в на-
÷аëüный и коне÷ный ìоìенты вреìени буäут опре-
äеëятüся соãëасно соотноøениþ (4) по форìуëаì

Δψ1 = , Δψ2 = . (18)

Соãëасно соотноøенияì (5) ввоäятся кватерни-
оны B1, B2: 

(19)

Кватернионы L1 и L2, опреäеëяþщие ориента-
öии орбиты посëе сообщения первоãо и второãо
иìпуëüсов, соãëасно соотноøенияì (5) опреäеëя-
þтся по форìуëаì

L1 = L0 é B1, L2 = L1 é B2 = L0 é B1 é B2. (20)

Векторное усëовие (15) (сì. работу [9]) (второе
из усëовий (16)), которое ìожно записатü в виäе 

vect(  é Lk) = vect(  é  é  é Lk) = 0, (21)

äает три скаëярных уравнения äëя опреäеëения не-
известных U1, U2, ϕk, из которых виäно, ÷то эти
искоìые веëи÷ины не зависят от весовых ìножите-
ëей α1, α2 функöионаëа ìиниìизаöии. Заìетиì, ÷то
äëя неëинейной систеìы трансöенäентных уравне-
ний (21) ìожно поëу÷итü анаëити÷еское реøение.
Есëи коìпоненты кватерниона N = N1 с нуëевой

скаëярной ÷астüþ на пассивноì этапе äвижения
КА посëе сообщения первоãо (на÷аëüноãо) иì-
пуëüса обозна÷итü N1,1, N2,1, N3,1, то äëя их опре-
äеëения соãëасно соотноøенияì (16), (17) ìожно
записатü систеìу трех ëинейных аëãебраи÷еских
уравнений:

N1,1cosϕ0 + N2,1sinϕ0 = 2α2(1 + cosϕ0)signU1; (22)

N1,1cosϕk + N2,1sinϕk = 2α2(1 + cosϕk)signU2; (23)

α1 + N1,1sinϕk – N2,1(e + cosϕk) –

– (1 + ecosϕk) (N1,1sinϕk – N2,1cosϕk) Ѕ

Ѕ  + N3,1  = 0. (24)

Уравнения (22) и (23) опреäеëяþт N1,1, N2,1,
а уравнение (24) опреäеëяет N3,1.
Зна÷ения кватернионов N = N0 и M = M0 в на-

÷аëüный ìоìент вреìени переä сообщениеì пер-
воãо иìпуëüса соãëасно соотноøенияì (7) и (20)
(сì. работу [9]) опреäеëяþтся по форìуëаì

N0 = B1 é N1 é , M0 = Λ0 é N0. (25)

Из соотноøений (22)—(24) виäно, ÷то зна÷ения
сопряженных переìенных N0, M0 в на÷аëüный ìо-
ìент вреìени зависят от весовых ìножитеëей α1, α2.
Дëитеëüностü пассивноãо этапа управëения

ìежäу äвуìя посëеäоватеëüныìи ìоìентаìи сооб-
щения иìпуëüса в безразìерных переìенных оп-
реäеëяется по форìуëе

τi – τi – 1 =  Ѕ

Ѕ . (26)

Посëе реøения иìпуëüсной заäа÷и оптиìаëü-
ноãо управëения необхоäиìо проверитü выпоëне-
ние усëовия (2) на проìежутках ìежäу ìоìентаìи
вкëþ÷ения иìпуëüсноãо äвиãатеëя äëя тоãо, ÷тобы
быëи выпоëнены все усëовия принöипа ìаксиìуìа
Понтряãина.
Отìетиì основные особенности реøения заäа÷и

оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА с ис-
поëüзованиеì кватернионноãо äифференöиаëüноãо
уравнения ориентаöии орбиты КА (с испоëüзова-
ниеì кватернионноãо оскуëируþщеãо эëеìента
орбиты КА):

1. На пассивноì этапе управëения кватернион L
ориентаöии орбиты КА сохраняет свое зна÷ение
постоянныì, а на активных этапах орбита КА по-
вора÷ивается как неизìеняеìая фиãура вокруã оси,
направëенной вäоëü раäиус-вектора КА.

2. Краевые усëовия заäа÷и оптиìаëüной пере-
ориентаöии орбиты КА и усëовия трансверсаëüности
на правоì поäвижноì конöе траектории при испоëü-
зовании кватерниона L записываþтся проще (естест-
веннее), ÷еì при испоëüзовании кватерниона l ори-
ентаöии орбитаëüной систеìы коорäинат [5].

3. Дифференöиаëüное кватернионное уравнение
äëя переìенной M, сопряженной к кватернионной
фазовой переìенной L, совпаäает по своей форìе
с äифференöиаëüныì кватернионныì уравнениеì
äëя переìенной L. Этот эффект явëяется сëеäст-
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виеì свойства саìосопряженности кватернионноãо
кинеìати÷ескоãо уравнения вращатеëüноãо äвиже-
ния тверäоãо теëа, установëенноãо В. Н. Бранöеì
и И. П. Шìыãëевскиì [16]. Указанный эффект по-
звоëяет поëу÷итü кватернионный первый интеãраë
(29) (сì. работу [9]) äифференöиаëüных фазовых и
сопряженных уравнений изу÷аеìой заäа÷и.

4. В иìпуëüсной заäа÷е оптиìаëüной переори-
ентаöии орбиты КА кватернион L ориентаöии ор-
биты КА и сопряженный еìу кватернион M во вреìя
работы иìпуëüсноãо äвиãатеëя (äвиãатеëя боëüøой
тяãи) изìеняþтся ска÷кообразно. Изìенениþ фазо-
воãо кватерниона L соответствует поворот орбиты
КА на коне÷ный уãоë вокруã раäиуса-вектора КА.

5. Реøение иìпуëüсной заäа÷и оптиìаëüной пе-
реориентаöии орбиты КА в сëу÷ае, коãäа оптиìаëü-
ное управëение состоит из äвух иìпуëüсов реактив-
ной тяãи, сообщаеìых КА в на÷аëüный и коне÷ный
ìоìенты вреìени äвижения, своäится к реøениþ
систеìы аëãебраи÷еских уравнений, которая рас-
щепëяется на äве систеìы аëãебраи÷еских уравне-
ний, реøаеìых посëеäоватеëüно. Первая систеìа
(21), состоящая из трех неëинейных уравнений,
сëужит äëя опреäеëения аëãебраи÷еских веëи÷ин
на÷аëüноãо U1 и коне÷ноãо U2 иìпуëüсов тяãи ре-
активноãо äвиãатеëя и истинной аноìаëии ϕk, харак-
теризуþщей поëожение КА на орбите в коне÷ный
ìоìент вреìени. Вторая ëинейная систеìа аëãеб-
раи÷еских уравнений (22)—(24) сëужит äëя опре-
äеëения зна÷ений коìпонент кватернионной пе-
реìенной N (иìеþщей нуëевуþ скаëярнуþ ÷астü)
посëе сообщения первоãо иìпуëüса тяãи. По этиì
зна÷енияì вы÷исëяþтся с поìощüþ форìуë (25)
зна÷ения кватернионной переìенной N и кватер-
нионной сопряженной переìенной M в на÷аëüный
ìоìент вреìени. По форìуëе (26) вы÷исëяется
äëитеëüностü пассивноãо этапа управëения ìежäу
äвуìя ìоìентаìи сообщения иìпуëüса, а сëеäова-
теëüно, и äëитеëüностü всеãо проöесса управëения.
Посëе этоãо необхоäиìо проверитü выпоëнение
усëовия (2) на проìежутках ìежäу ìоìентаìи
вкëþ÷ения иìпуëüсноãо äвиãатеëя. Такиì образоì,
иìееì простой аëãоритì реøения заäа÷и äвухиì-
пуëüсной переориентаöии орбиты КА в сëу÷ае,
коãäа оптиìаëüные иìпуëüсы реактивной тяãи со-
общаþтся КА в на÷аëüный и коне÷ный ìоìенты
вреìени.
Отìетиì, ÷то в сëу÷ае оптиìаëüной переориен-

таöии орбиты КА, реаëизованной с поìощüþ äвух
иìпуëüсов, сообщаеìых КА в на÷аëüный и коне÷-
ный ìоìенты вреìени äвижения, оптиìаëüное уп-
равëение не зависит от зна÷ений весовых ìножи-
теëей в функöионаëе ка÷ества, а зависит тоëüко от
истинной аноìаëии КА в на÷аëüный ìоìент вре-
ìени, на÷аëüной и коне÷ной ориентаöий орбиты КА.

Свойства, анаëоãи÷ные свойстваì 1 и 3—5, иìе-
þтся и при реøении иìпуëüсной заäа÷и оптиìаëü-
ной переориентаöии орбиты КА с испоëüзованиеì
в ка÷естве кватернионной фазовой переìенной
кватерниона l ориентаöии орбитаëüной систеìы
коорäинат [5].

II. Привеäеì аëãоритì реøения краевой заäа÷и
оптиìаëüноãо управëения äëя переориентаöии ор-
биты КА с иìпуëüсной тяãой, ортоãонаëüной к
пëоскости оскуëируþщей орбиты, в общеì сëу÷ае,
коãäа заранее не заäается ÷исëо иìпуëüсов.
Как быëо показано выøе, в сëу÷ае, коãäа иì-

пуëüсный äвиãатеëü вкëþ÷ается в ìоìент вреìени,
который явëяется внутренней то÷кой проìежутка
управëения, в этот ìоìент вреìени äоëжны вы-
поëнятüся сëеäуþщие соотноøения:

|N1,i–1cosϕi + N2,i–1sinϕi| = 2α2(1 + ecosϕi); (27)

N1,i–1sinϕi – N2,i–1(e + cosϕi) –

– (1 + ecosϕi) (N1,i–1sinϕi – N2,i–1cosϕi) Ѕ

Ѕ  + N3,i–1  = 0, (28)

ãäе Δψi = , ϕi — истинная аноìаëия КА в

ìоìент сообщения иìпуëüса; Ui — аëãебраи÷еская
веëи÷ина иìпуëüса; N1,i–1, N2,i–1, N3,i–1 — коор-
äинаты вектора N (т.е. кватерниона N с нуëевой
скаëярной ÷астüþ) на проìежутке пассивноãо äви-
жения переä ìоìентоì сообщения иìпуëüса.
Кроìе тоãо, в этот ìоìент происхоäит ска÷ко-

образное изìенение кватерниона ориентаöии ор-
биты L и вектора N по форìуëаì

Li = Li – 1 é Bi, Ni =  é Ni – 1 é Bi; (29)

Bi = cos  + sin (i1cosϕi + i2sinϕi). (30)

Есëи ìоìент сообщения иìпуëüса совпаäает с
на÷аëüныì ìоìентоì проöесса управëения, то в этот
ìоìент выпоëняется соотноøение

|N1,0cosϕ1 + N2,0sinϕ1| = 2α2(1 + ecosϕ1), (31)

ãäе ϕ1 = ϕ0 — истинная аноìаëия КА в на÷аëüный
ìоìент вреìени; N1,0, N2,0 — коорäинаты вектора
N в на÷аëüный ìоìент вреìени.
В коне÷ный ìоìент вреìени, который обяза-

теëüно совпаäает с ìоìентоì сообщения посëеä-
неãо иìпуëüса, äоëжны выпоëнятüся сëеäуþщие
соотноøения:

|N1,k–1cosϕk + N2,k–1sinϕk| = 2α2(1 + ecosϕk); (32)

vect( (τk) é Lk) = 0; (33)
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α1 + N1,k–1sinϕk – N2,k–1(e + cosϕk) –

– (1 + ecosϕk) (N1,k–1sinϕk – N2,k–1cosϕk) Ѕ

Ѕ  + N3,k–1  = 0, (34)

ãäе Δψk = , а N1,k–1, N2,k–1, N3,k–1 —

коìпоненты вектора N = Nk – 1 на пассивноì у÷а-
стке переä коне÷ныì ìоìентоì вреìени.
Посëе сообщения иìпуëüса (за искëþ÷ениеì по-

сëеäнеãо) необхоäиìо проверитü, ÷то за ìоìентоì
сообщения иìпуëüса сëеäует пассивный этап. Дëя
этоãо необхоäиìо потребоватü, ÷тобы знак äроби

, (35)

ãäе N1, k, N2, k — коìпоненты вектора N = Nk на эта-
пе посëе сообщения иìпуëüса, и знак ее произвоä-
ной по истинной аноìаëии ϕ в ìоìент сообщения
иìпуëüса быëи противопоëожные. Сëеäоватеëüно,
в этоì сëу÷ае äоëжно выпоëнятüся усëовие

(N1,icosϕ + N2,isinϕ) Ѕ
Ѕ (–N1,isinϕ + N2,i(e + cosϕ)) < 0. (36)

Возìожны äва варианта в структуре оптиìаëü-
ноãо управëения: первый вариант, коãäа на÷аëü-
ный ìоìент не совпаäает с ìоìентоì сообщения
иìпуëüса, и второй вариант, коãäа эти ìоìенты
совпаäаþт.
В первоì варианте заäаþтся (выбираþтся) зна÷е-

ния N1,0, N2,0, N3,0 трех коорäинат вектора N0 в на-
÷аëüный ìоìент вреìени и зна÷ение истинной ано-
ìаëии ϕk в конöе проöесса управëения. Зна÷ения
коорäинат вектора N0 äоëжны уäовëетворятü усëо-
виþ отсутствия иìпуëüса в этот ìоìент вреìени:

|N1,0cosϕ0 + N2,0sinϕ01| < 2α2(1 + ecosϕ0). (37)

Затеì зна÷ение истинной аноìаëии ϕ постепен-
но изìеняется в боëüøуþ сторону (в сторону äви-
жения КА) и проверяется усëовие отсутствия иì-
пуëüса

|N1,0cosϕ + N2,0sinϕ| < 2α2(1 + ecosϕ). (38)

Как тоëüко усëовие (38) наруøается, из соотно-
øения (27) опреäеëяется зна÷ение истинной ано-
ìаëии ϕ1 в ìоìент сообщения первоãо иìпуëüса.
Из соотноøения (28) опреäеëяется аëãебраи÷еское
зна÷ение первоãо иìпуëüса U1. По форìуëаì (29)
и (30) по известныì зна÷енияì L0 и N0 вы÷исëя-
þтся зна÷ения кватерниона ориентаöии орбиты L1
и вектора N1 на сëеäуþщеì пассивноì проìежутке.
Проверяется усëовие (36) äëя поäтвержäения, ÷то

посëе сообщения иìпуëüса сëеäует пассивный этап.
Есëи усëовие (36) не выпоëняется, то необхоäиìо
вернутüся к на÷аëüноìу состояниþ и выбратü но-
вые зна÷ения äëя коìпонентов вектора N0. Даëее
проöесс повторяется.
Как тоëüко истинная аноìаëия äостиãнет ко-

не÷ноãо зна÷ения, из соотноøения (34) опреäеëя-
ется зна÷ение посëеäнеãо иìпуëüса Uk. По форìу-
ëе (29) вы÷исëяется зна÷ение кватерниона ориента-
öии L(τk) посëе сообщения посëеäнеãо иìпуëüса.
Затеì вы÷исëяþтся поãреøности выпоëнения ÷е-
тырех усëовий (32) и (33) в скаëярноì ис÷исëении.
Есëи поãреøности превыøаþт заäаннуþ то÷ностü
реøения заäа÷и, то с поìощüþ коìбинаöии ìоäи-
фиöированноãо ìетоäа Нüþтона и ìетоäа ãраäи-
ентноãо спуска уто÷няþтся зна÷ения N1,0, N2,0, N3,0
трех коорäинат вектора N0 в на÷аëüный ìоìент
вреìени и зна÷ение ϕk истинной аноìаëии в ко-
не÷ный ìоìент вреìени.
Моìенты вреìени сообщения иìпуëüсов опре-

äеëяþтся по найäенныì зна÷енияì ϕi с поìощüþ
интеãрирования уравнения

 = (39)

и на÷аëüноãо усëовия τ(ϕ0) = 0.

Во второì варианте выбираþтся äве коìпоненты
N1,0, N3,0 иëи N2,0, N3,0 вектора N0, зна÷ение на÷аëü-
ноãо иìпуëüса U0 и зна÷ение ϕk истинной аноìа-
ëии в конöе проöесса управëения. Зна÷ение третü-
ей коìпоненты N2,0 иëи N1,0 вектора N0 опреäеëя-
ется по äвуì äруãиì коìпонентаì из уравнения

N1,0cosϕ0 + N2,0sinϕ0 – 2(1 + ecosϕ0)signU0 = 0.(40)

Даëее по форìуëаì (29), (30) по известныì зна-
÷енияì L0 и N0 вы÷исëяþтся кватернион ориента-
öии орбиты L1 и вектор N1 на сëеäуþщеì пассивноì
проìежутке. Проверяется усëовие (36) äëя поäтверж-
äения тоãо факта, ÷то посëе сообщения иìпуëüса
сëеäует пассивный этап. Есëи усëовие (36) не вы-
поëняется, то необхоäиìо вернутüся к на÷аëüноìу
состояниþ и выбратü новые зна÷ения äëя коìпо-
нент вектора N0 и на÷аëüноãо иìпуëüса U0. Есëи
усëовие (36) выпоëняется, то, как и в первоì вари-
анте, провоäится постепенное увеëи÷ение истин-
ной аноìаëии ϕ и проверяется усëовие отсутствия
иìпуëüса (38). Даëее повторяþтся все äействия из
первоãо варианта. В конöе проöесса вы÷исëяþтся
поãреøности выпоëнения ÷етырех усëовий (32) и
(33) в скаëярноì ис÷исëении. Есëи поãреøности
превыøаþт заäаннуþ то÷ностü реøения заäа÷и, то
с поìощüþ коìбинаöии ìоäифиöированноãо ìе-
тоäа Нüþтона и ìетоäа ãраäиентноãо спуска уто÷-
няþтся зна÷ения äвух коорäинат N1,0, N3,0 иëи
N2,0, N3,0 вектора N0 в на÷аëüный ìоìент вреìени,
зна÷ение на÷аëüноãо иìпуëüса U0 и зна÷ение ϕk
истинной аноìаëии в коне÷ный ìоìент вреìени.

Uk

2
-----
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Примеры решения задач оптимальной 
переориентации орбиты КА с использованием 

ограниченной или импульсной тяги

Дëя ÷исëенноãо реøения заäа÷ об оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА с оãрани÷енной иëи
иìпуëüсной тяãой на ЭВМ разработаны проãраììы,
реаëизуþщие описанные выøе аëãоритìы. В сëу-
÷ае оãрани÷енной тяãи краевая заäа÷а äëя систеìы
äифференöиаëüных уравнений (12), (22), (23), (31)
(сì. работу [9]) äевятоãо поряäка по опреäеëениþ
фазовых и сопряженных переìенных, сфорìуëиро-
ванная в первой ÷асти статüи, реøаëасü (äëя нефик-
сированноãо ÷исëа активных у÷астков) с испоëüзова-
ниеì ìетоäа Рунãе—Кутты 4-ãо поряäка то÷ности
и коìбинаöии ìоäифиöированноãо ìетоäа Нüþто-
на и ìетоäа ãраäиентноãо спуска. Так как оптиìаëü-
ное управëение соãëасно (23) (сì. работу [9]) со-
äержит разрывы, то äëя уëу÷øения схоäиìости
итераöионноãо проöесса провоäиëосü уто÷нение
ìоìента разрыва управëения. Дëя заäа÷и с äвух-
иìпуëüсныì управëениеì систеìа аëãебраи÷еских
уравнений (21) реøаëасü с испоëüзованиеì коìби-
наöии ìоäифиöированноãо ìетоäа Нüþтона и ìе-
тоäа ãраäиентноãо спуска. Резуëüтаты рас÷етов
преäставëены ниже в безразìерных переìенных.
Вариант 1. В этоì приìере привеäено реøение

äвухиìпуëüсной заäа÷и переориентаöии орбиты,
коãäа первый иìпуëüс реактивной тяãи сообщает-
ся КА в на÷аëüный ìоìент вреìени проöесса уп-
равëения. Реøение заäа÷и поëу÷ено в резуëüтате
реøения систеìы аëãебраи÷еских уравнений (21).
Эксöентриситет орбиты е = 0,1, ìиниìизируе-

ìый функöионаë и еãо весовые ìножитеëи опре-
äеëяþтся соотноøенияìи

J = α1τk + α2(|U1| + |U2|), α1 = 1,0, α2 = 0,5. (41)

На÷аëüная ориентаöия орбиты опреäеëяется
кватернионоì с коìпонентаìи 

Λ0 = 0,299626, Λ1 = –0,249688,
Λ2 = 0,599251, Λ3 = –0,699127.

В кëасси÷еских эëеìентах на÷аëüная ориентаöия
орбиты опреäеëяется уãëоì накëона орбиты I =
= 80,9609°, äоëãотой восхоäящеãо узëа Ωu = 45,8185°,
уãëовыì расстояниеì äо периöентра ωπ = 180,5787°.
Поëожение КА на орбите в на÷аëüный ìо-

ìент вреìени опреäеëяется истинной аноìаëией
ϕ0 = 0,5 раä иëи 28,6479°.
Заäанная ориентаöия орбиты КА в конöе управ-

ëения опреäеëяется кватернионоì с коìпонентаìи 

Λ0 = 0,369880, Λ1 = –0,342063,
Λ2 = 0,480209, Λ3 = –0,718040.

В кëасси÷еских эëеìентах коне÷ная ориентаöия
орбиты опреäеëяется уãëоì накëона орбиты I =
= 72,2548°, äоëãотой восхоäящеãо узëа Ωu = 62,7172°,
уãëовыì расстояниеì äо периöентра ωπ = 171,7910°.
В резуëüтате реøения äвухиìпуëüсной заäа÷и

переориентаöии орбиты КА поëу÷ено, ÷то на÷аëü-

ный иìпуëüс U1 = 0,549631, уãоë поворота орбиты
за с÷ет на÷аëüноãо иìпуëüса Δψ = 0,505287 раä иëи
28,9510°. Ориентаöия орбиты посëе сообщения на-
÷аëüноãо иìпуëüса опреäеëяется кватернионоì с
коìпонентаìи

Λ0 = 0,273073, Λ1 = –0,092251,
Λ2 = 0,462771, Λ3 = –0,838310.

В кëасси÷еских эëеìентах орбиты ее ориента-
öия посëе сообщения первоãо иìпуëüса и на пас-
сивноì этапе äвижения КА опреäеëяется уãëоì на-
кëона орбиты I = 56,3122°, äоëãотой восхоäящеãо
узëа Ωu = 29,3164°, уãëовыì расстояниеì äо пери-
öентра ωπ = 186,7689°.
Вреìя äвижения КА ìежäу на÷аëüныì и коне÷-

ныì иìпуëüсаìи равно 0,534173 безразìерных еäи-
ниö, зна÷ение истинной аноìаëии в коне÷ный ìо-
ìент вреìени ϕk = 1,109343 раä иëи 63,5605°.
Коне÷ный иìпуëüс U2 = –0,616812, уãоë по-

ворота орбиты за с÷ет коне÷ноãо иìпуëüса Δψ =
= –0,590521 раä иëи –33,8343°. Зна÷ение функöи-
онаëа (41), опреäеëяþщеãо ка÷ество проöесса уп-
равëения, равно 1,117397.
Отìетиì, ÷то все резуëüтаты рас÷етов кроìе

кëасси÷еских уãëовых эëеìентов орбит преäстав-
ëены в безразìерных переìенных. Дëя возвраще-
ния к разìерныì переìенныì необхоäиìо вос-
поëüзоватüся соотноøенияìи (11) (сì. работу [9]).
Вариант 2. При увеëи÷ении разности ìежäу со-

ответствуþщиìи уãëовыìи эëеìентаìи, опреäеëяþ-
щиìи ориентаöиþ на÷аëüной и коне÷ной орбит КА,
÷исëо ìоìентов перекëþ÷ения управëения ìожет
возрастатü. Привеäеì приìер такоãо реøения за-
äа÷и оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА с
испоëüзованиеì äвиãатеëя ìаëой тяãи. В этоì при-
ìере рассìотрен сëу÷ай, коãäа критериеì опти-
ìаëüности явëяется аëãебраи÷еская веëи÷ина ха-
рактеристи÷еской скорости, т.е. в функöионаëе
(16) (сì. работу [9]) весовые ìножитеëи a1 = 0,0,
a2 = 1,0. Максиìаëüное зна÷ение безразìерной тяãи,
ортоãонаëüной к пëоскости орбиты КА, um = 0,2,
эксöентриситет орбиты е = 0,1. На÷аëüная ориен-
таöия орбиты в ìоìент вреìени t = 0,0 опреäеëя-
ется кватернионоì с коìпонентаìи

Λ0 = 0,299626, Λ1 = –0,249688,
Λ2 = 0,599251, Λ3 = –0,699127.

В кëасси÷еских эëеìентах на÷аëüная ориентаöия
орбиты опреäеëяется уãëоì накëона орбиты I =
= 80,9609°, äоëãотой восхоäящеãо узëа Ωu = 45,8185°,
уãëовыì расстояниеì äо периöентра ωπ = 180,5787°.
На÷аëüноìу поëожениþ КА на орбите соответст-
вует зна÷ение истинной аноìаëии ϕ = 0,5 раä.
Ориентаöия орбиты, на которуþ требуется пе-

ревести КА, опреäеëяется кватернионоì с коìпо-
нентаìи

Λ0 = 0,376260, Λ1 = –0,390577,
Λ2 = 0,570273, Λ3 = –0,616982.
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В кëасси÷еских эëеìентах коне÷ная ориентаöия
орбиты опреäеëяется уãëоì накëона орбиты I =
= 87,4508°, äоëãотой восхоäящеãо узëа Ωu = 65,7835°,
уãëовыì расстояниеì äо периöентра ωπ = 176,9694°.
Оптиìаëüное управëение состоит из пяти этапов,

при этоì первый, третий и пятый этапы явëяþтся
активныìи, а второй и ÷етвертый — пассивныìи,
на которых управëение u = 0 и ориентаöия орбиты
не изìеняþтся. На первоì этапе 0,0 m t m 0,244511
управëение u = 0,2. Ориентаöия орбиты в конöе
первоãо этапа опреäеëяется кватернионоì с коì-
понентаìи

Λ0 = 0,295958, Λ1 = –0,234733,
Λ2 = 0,590542, Λ3 = –0,713141.

В кëасси÷еских эëеìентах эта орбита опреäеëя-
ется уãëоì накëона орбиты I = 78,9117°, äоëãотой
восхоäящеãо узëа Ωu = 44,2160°, уãëовыì расстоя-
ниеì äо периöентра ωπ = 180,8116°. Истинная ано-
ìаëия КА в этот ìоìент вреìени ϕ = 0,780333 раä.
На второì этапе 0,244511 m t m 0,759668 управ-

ëение u = 0,0, орбита не изìеняет своþ ориента-
öиþ, а истинная аноìаëия КА изìеняется в пре-
äеëах 0,780333 m ϕ m 1,345307.
На третüеì этапе 0,759668 m t m 2,131597 управëе-

ние u = –0,2. Ориентаöия орбиты в конöе третüеãо
этапа опреäеëяется кватернионоì с коìпонентаìи

Λ0 = 0,380611, Λ1 = –0,298721,
Λ2 = 0,509331, Λ3 = –0,711676.

В кëасси÷еских эëеìентах эта орбита опреäеëя-
ется уãëоì накëона орбиты I = 72,3804°, äоëãотой
восхоäящеãо узëа Ωu = 58,5297°, уãëовыì расстоя-
ниеì äо периöентра ωπ = 177,7468°. Истинная ано-
ìаëия КА в этот ìоìент вреìени ϕ = 2,615769 раä.
На ÷етвертоì этапе 2,131597 m t m 2,665847 уп-

равëение u = 0,0, орбита не изìеняет своþ ориен-
таöиþ, а истинная аноìаëия КА изìеняется в пре-
äеëах 2,615769 m ϕ m 3,050927.
На пятоì этапе 2,665847 m t m 4,081069 управ-

ëение u = 0,2, истинная аноìаëия КА изìеняется
в преäеëах 3,050927 m ϕ m 4,241363. Ориентаöия ор-
биты в конöе пятоãо этапа совпаäает с заäанной
ориентаöией коне÷ной орбиты.
Дëитеëüности активных этапов Δt1 = 0,244511,

Δt3 = 1,371929, Δt5 = 1,415222. Дëитеëüности пассив-
ных этапов Δt2 = 0,515157, Δt4 = 0,534250. Суììар-
ная äëитеëüностü активных этапов равна 3,031662,
а зна÷ение функöионаëа (16) (сì. работу [9]) равно
0,606332. Общая проäоëжитеëüностü проöесса рав-
на 4,081069 безразìерноãо вреìени.
Ниже привоäятся приìеры реøения иìпуëüс-

ной заäа÷и переориентаöии орбиты КА по аëãо-
ритìу, изëоженноìу в äанной ÷асти статüи, в ко-
тороì заранее не заäается ÷исëо иìпуëüсов. В ва-
риантах 3 и 4 на÷аëüная и коне÷ная ориентаöии
орбиты, эксöентриситет орбиты и на÷аëüное поëо-
жение КА на орбите совпаäаþт с соответствуþщи-
ìи веëи÷инаìи варианта 2.

Вариант 3. Весовые ìножитеëи в функöиона-
ëе (3) равны сëеäуþщиì зна÷енияì: α1 = 0,0, α2 = 1,0.
На проìежутке 0 m t < 1,438531 КА соверøает пас-
сивный поëет, при этоì истинная аноìаëия КА
изìеняется в преäеëах 0,5 m ϕ m 2,007904. В ìо-
ìент t = t1 = 1,438531 поä äействиеì иìпуëüса U1 =
= –0,213018 соверøается поворот орбиты вокруã
раäиуса-вектора КА на уãоë Δψ1 = –0,222435 раä иëи
–12,7446°. Посëе первоãо иìпуëüса ориентаöия ор-
биты опреäеëяется кватернионоì с коìпонентаìи

Λ0 = 0,369763, Λ1 = –0,304367,
Λ2 = 0,532573, Λ3 = –0,697856.

В кëасси÷еских эëеìентах ориентаöия проìе-
жуто÷ной орбиты опреäеëяется уãëоì накëона ор-
биты I = 75,6731°, äоëãотой восхоäящеãо узëа
Ωu = 57,6652°, уãëовыì расстояниеì äо периöент-
ра ωπ = 178,1690°.
По этой орбите на проìежутке 1,438531 < t <

< 3,562805 КА соверøает пассивный поëет, при этоì
истинная аноìаëия КА изìеняется в преäеëах
2,007904 < ϕ < 3,784046. В ìоìент t = tk = 3,562805
поä äействиеì иìпуëüса Uk = 0,228738 соверøается
поворот орбиты вокруã раäиуса-вектора КА на уãоë
Δψk = 0,248645 раä иëи 14,2463°. Посëе второãо иì-
пуëüса ориентаöия орбиты КА совпаëа с заäанной
коне÷ной орбитой.
Зна÷ение функöионаëа, опреäеëяþщеãо ка÷ест-

во проöесса переориентаöии орбиты, J = 0,441756.
Дëитеëüностü проöесса управëения равна 3,562805
безразìерноãо вреìени.
Из сравнения резуëüтатов вариантов 2 и 3, в ко-

торых оäни и те же исхоäные äанные по на÷аëüной
и коне÷ной ориентаöияì орбит, эксöентриситету
орбиты, на÷аëüной истинной аноìаëии и весовыì
ìножитеëяì в функöионаëе ìиниìизаöии, виäно,
÷то зна÷ение функöионаëа äëя иìпуëüсной заäа÷и
ìенüøе, ÷еì äëя заäа÷и с оãрани÷енной тяãой, ÷то
и äоëжно быëо иìетü ìесто.
Отìетиì, ÷то реøение äвухиìпуëüсной заäа÷и

äëя исхоäных äанных варианта 2 по ìетоäу, изëожен-
ноìу в п. 1, коãäа первый иìпуëüс сообщается КА
в на÷аëüный ìоìент, а второй иìпуëüс — в конöе
äвижения, äает боëüøее зна÷ение функöионаëа
J = 0,793668 и, сëеäоватеëüно, оказывается неоп-
тиìаëüныì.
Вариант 4. Весовые ìножитеëи в функöионаëе

(3) равны сëеäуþщиì зна÷енияì: α1 = 0,75, α2 = 1,0.
В этоì сëу÷ае оптиìаëüныì режиìоì иìпуëüсноãо
управëения явëяется режиì, коãäа первый иìпуëüс
сообщается в на÷аëüный ìоìент вреìени, а второй —
в конöе проöесса управëения. На÷аëüный иìпуëüс
U1 = 0,229210 повора÷ивает орбиту на уãоë
Δψ = 12,0732°. Даëее, в те÷ение проìежутка 0,0 < t <
< 0,439623 КА соверøает пассивный поëет по ор-
бите, ориентаöия которой опреäеëяется кватер-
нионоì с коìпонентаìи

Λ0 = 0,290795, Λ1 = –0,185402,
Λ2 = 0,546512, Λ3 = –0,763144.
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В кëасси÷еских эëеìентах орбиты ее ориентаöия
опреäеëяется уãëоì накëона орбиты I = 70,4943°,
äоëãотой восхоäящеãо узëа Ωu = 39,5986°, уãëовыì
расстояниеì äо периöентра ωπ = 182,1200°.
В ìоìент t = 0,439623 сообщается второй иì-

пуëüс U2 = –0,564458, который повора÷ивает ор-
биту на уãоë Δψ = –30,6962° вокруã раäиуса-вектора
КА с истинной аноìаëией ϕk = 1,005280 раä иëи
57,5983°. В резуëüтате сообщения второãо иìпуëüса
ориентаöия орбиты КА совпаäает с заäанной коне÷-
ной орбитой. Зна÷ение функöионаëа J = 1,123386.
В то же вреìя зна÷ение функöионаëа äëя режиìа
управëения, рассìотренноãо в варианте 3, коãäа
первый этап явëяется пассивныì и ìиниìизиру-
ется характеристи÷еская скоростü, J = 2,462584
(иìеет боëüøее зна÷ение).
Рассìотренные приìеры показываþт, ÷то с по-

ìощüþ принöипа ìаксиìуìа Понтряãина, опреäе-
ëяþщеãо необхоäиìые усëовия оптиìаëüности,
ìожно поëу÷итü нескоëüко режиìов управëения,
претенäуþщих на оптиìаëüностü. Из их сравнения
ìежäу собой ìожно выбратü оптиìаëüный режиì
управëения.
Отìетиì, ÷то ÷исëенное реøение заäа÷и опти-

ìаëüной переориентаöии орбиты КА с оãрани÷ен-
ной тяãой (äëя разëи÷ных ìаксиìаëüных зна÷ений
äопустиìоãо управëения), а также с иìпуëüсной
тяãой показаëо, ÷то при увеëи÷ении ìаксиìаëüной
веëи÷ины äопустиìоãо управëения реøение заäа-
÷и об оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА с
оãрани÷енной тяãой прибëижается к реøениþ за-
äа÷и с иìпуëüсной тяãой, ÷то свиäетеëüствует о
корректности испоëüзуеìой ìетоäоëоãии постро-
ения иìпуëüсноãо реøения заäа÷и оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА.

Заключение

В настоящей, второй, ÷асти статüи в строãой не-
ëинейной постановке построена новая теория ре-
øения заäа÷и оптиìаëüной иìпуëüсной переори-
ентаöии орбиты КА посреäствоì реактивной тяãи,
ортоãонаëüной пëоскости орбиты, с испоëüзованиеì
кватернионноãо äифференöиаëüноãо уравнения
ориентаöии орбиты КА äëя нефиксированноãо
÷исëа иìпуëüсов реактивной тяãи: форìуëа (4),
связываþщая иìпуëüс реактивной тяãи Ui на i-ì
активноì у÷астке траектории с уãëоì Δψi поворота
орбиты КА вокруã еãо раäиуса-вектора; форìуëа (5),
связываþщая зна÷ение кватерниона Li – 1, опреäе-
ëяþщеãо ориентаöиþ орбиты переä сообщениеì
иìпуëüса Ui в ìоìент τi, со зна÷ениеì кватерниона
ориентаöии орбиты Li посëе сообщения иìпуëüса;
анаëоãи÷ная форìуëа (6) äëя кватернионной со-
пряженной переìенной M; форìуëа (13) äëя прира-
щения Δχi скаëярной сопряженной переìенной χ;
форìуëа (14), связываþщая зна÷ения переìенных
N1, N2, описываþщих функöиþ перекëþ÷ения уп-
равëения, в на÷аëüный и коне÷ный ìоìенты вре-
ìени i-ãо активноãо у÷астка, а также äопоëнитеëü-

ное усëовие (15) äëя внутреннеãо иìпуëüса реак-
тивной тяãи.
На основе построенной теории преäëожены но-

вые аëãоритìы оптиìаëüной äвухиìпуëüсной и ìно-
ãоиìпуëüсной переориентаöии орбиты КА посреä-
ствоì реактивной тяãи, ортоãонаëüной пëоскости
оскуëируþщей орбиты. Привеäены приìеры ÷исëен-
ноãо реøения краевых заäа÷ оптиìаëüной пере-
ориентаöии орбиты КА с оãрани÷енной иëи иì-
пуëüсной реактивной тяãой, позвоëивøие установитü
свойства и законоìерности проöесса оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА посреäствоì реактив-
ной тяãи, ортоãонаëüной пëоскости орбиты.
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This paper considers the problem of optimal reorientation of the spacecraft's orbit by a limited or pulse jet thrust which
is orthogonal to the plane of the osculating orbit, with the help of quaternion differential equation of the spacecraft (SC) orbit
orientation and the Pontryagin maximum principle. This kind of jet thrust changes the orientation of the spacecraft orbits while
its shape and size during control process kept unchanged. Functional that defines quality of control process is a weighted con-
volution of two criteria: time and the total momentum of jet thrust spent on control process (special cases of this functional are
fast response problem and the problem of minimizing the characteristic velocity). In the second part of the article we present
a new theory of problem of optimal reorientation of the spacecraft orbit in pulse setting (using pulse (large) jet thrust). We pro-
vide algorithms for solving boundary value problems of optimal two-pulse and multi-pulse reorientation of the spacecraft orbit
(non-fixed number of jet thrust pulses) and examples of numerical solution of boundary value problems of optimal reorientation
of the spacecraft orbit with a limited (small) or pulse (large) thrust in which quaternion osculating element is used to describe
the orientation of the spacecraft orbit.
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