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Анализ системы фазовой автоподстройки
с квадратурными каналами при наличии аддитивных 

гармонических помех и широкополосного шума методом кумулянтов

Введение

Вопросы анаëиза статисти÷еских характеристик
систеì раäиоавтоìатики, в ÷астности фазовой ав-
топоäстройки (ФАП), относятся к кëасси÷ескиì
заäа÷аì статисти÷еской раäиотехники.
Оäной из øироко приìеняеìых прибëиженных

анаëити÷еских проöеäур иссëеäования статисти÷е-
ских характеристик ФАП наряäу с ìетоäоì усреä-
нения и статисти÷еской ëинеаризаöией явëяется
ìетоä куìуëянтов [1—4]. Наприìер, в работе [4]
быëа реøена заäа÷а анаëиза ìетоäоì куìуëянтов в
норìаëüноì прибëижении кëасси÷еской ФАП
произвоëüноãо поряäка.
ФАП с фазокваäратурныì коëüöоì сëежения

быëа преäëожена Джоноì Костасоì еще в 50-х ãоäах
проøëоãо века [5, 6], оäнако несìотря на это она
изу÷ена неäостато÷но поëно. В äаëüнейøеì äан-
нуþ систеìу буäеì называтü просто систеìой Кос-
таса. В настоящее вреìя äанная систеìа раäио-
автоìатики нахоäит øирокое практи÷еское приìе-
нение в теëекоììуникаöионных устройствах,
систеìах ãëобаëüноãо позиöионирования (GPS,
ГЛОНАСС), ìеäиöинских иìпëантах, систеìах
ìобиëüной связи. В отëи÷ие от кëасси÷еской ФАП
систеìа Костаса оäновреìенно реøает заäа÷и вос-
становëения поäавëенной несущей и äеìоäуëяöии
вхоäноãо сиãнаëа [7—11].
Сëеäует упоìянутü ряä неäавних работ, посвя-

щенных ìатеìати÷ескиì ìоäеëяì äетерìинирован-
ной схеìы Костаса [12], возäействиþ ãарìони÷еских
поìех на äетерìинированные систеìы синхрони-
заöии [13], вопросаì иìитаöионноãо ìоäеëирова-
ния систеìы Костаса при наëи÷ии øирокопоëос-
ных сëу÷айных поìех (беëоãо øуìа) [14, 15]. При
этоì как в указанных работах, так и в боëüøинстве
äруãих иссëеäуется сëу÷ай, коãäа фиëüтры нижних
÷астот контура реãуëирования иìеþт äостато÷но
øирокуþ поëосу пропускания, при этоì эффектоì

искажения форìы иìпуëüсов поëезноãо сиãнаëа
ìожно пренебре÷ü.
Построиì ìарковскуþ ìоäеëü указанной ФАП,

у÷итываþщуþ эффект искажения форì иìпуëüсов
поëезноãо сиãнаëа, äействуþщеãо на фоне аääитив-
ной сìести беëоãо øуìа и ãарìони÷еской поìехи.
Провеäеì анаëиз систеìы ìетоäоì куìуëянтов в
норìаëüноì прибëижении. Сравниì поëу÷енные
резуëüтаты с äанныìи иìитаöионноãо ìоäеëиро-
вания с испоëüзованиеì исхоäной ìоäеëи и äан-
ныìи анаëиза ëинеаризованной ìоäеëи, поëу÷ен-
ныìи, сëеäуя поäхоäаì, изëоженныì в работе [17].

Особенности системы

Кëасси÷еская функöионаëüная схеìа ФАП с
фазокваäратурныì коëüöоì сëежения привеäена
на рис. 1. Контур реãуëирования äанной схеìы со-
стоит из äвух канаëов — синфазноãо и кваäратур-
ноãо. Коëебание с ìестноãо управëяеìоãо ãенера-
тора (УГ) прикëаäывается к вхоäаì фазовых äетек-
торов (ФД), которые на схеìе преäставëены как
уìножитеëи. Переä поступëениеì на ФД в синфаз-
ноì канаëе фаза коëебания с выхоäа УГ повора÷и-
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Рис. 1. Функциональная схема петли Костас
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вается на 90°. На äруãие вхоäы ФД поступает сиãнаë
с äвухпозиöионной фазовой ìанипуëяöией (ФМ2),
с ÷астотой котороãо необхоäиìо синхронизиро-
ватü ÷астоту УГ. Важной особенностüþ äанной
ФАП явëяется возìожностü сëежения за öентраëü-
ной ÷астотой вхоäноãо сиãнаëа, которая быëа по-
äавëена всëеäствие приìенения ìоäуëяöии.
Коëебания с выхоäов ФД фиëüтруþтся с по-

ìощüþ низко÷астотных фиëüтров ФНЧ1 и ФНЧ2
и переìножаþтся в третüеì ФД. Сиãнаë с выхоäа
äанноãо äетектора пропускаþт ÷ерез третий низко-
÷астотный фиëüтр ФНЧ3 äëя поäавëения øуìов и
высоко÷астотных составëяþщих. Напряжение с
выхоäа ФНЧ3 приìеняется äëя реãуëирования
÷астоты УГ такиì образоì, ÷тобы она совпаäаëа с
÷астотой вхоäноãо сиãнаëа.
Проöесс управëения привоäит к тоìу, ÷то сиã-

наë в синфазноì канаëе ìаксиìаëüно усиëивается,
а в кваäратурноì — поäавëяется. Заìетиì также,
÷то коëебание на выхоäе ФНЧ1 в синфазноì ка-
наëе соответствует инфорìаöионноìу сообщениþ,
переäаваеìоìу с поìощüþ ФМ2 сиãнаëа. Такиì
образоì, äанная систеìа не тоëüко синхронизиру-
ет ÷астоту УГ с ÷астотой вхоäноãо сиãнаëа, но и
выступает в роëи äеìоäуëятора.

Математическая модель системы

Построиì ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü рассìатри-
ваеìой систеìы в усëовиях возäействия наряäу с
поëезныì сиãнаëоì äетерìинированной поìехи и
аääитивноãо øуìа.
Вхоäной сиãнаë систеìы Костаса преäставëяет

собой сìесü сиãнаëа с äвухпозиöионной фазовой
ìанипуëяöией (ФМ2) sc(t), äетерìинированной по-
ìехи sп(t) и беëоãо ãауссовскоãо øуìа υ(t):

sвх(t) = sc(t) + sп(t) + υ(t).

Буäеì с÷итатü, ÷то поëезный ФМ2 сиãнаë и по-
ìеха иìеþт виä

sc(t) = AcM(t)sin(ω0t + θc(t));

sп(t) = Aпi(t)sin[ω0t + θпi(t)],

ãäе Ac(t) и Aпi(t) — законы изìенения оãи-
баþщей сиãнаëа и поìехи, обы÷но ìеäëенно из-
ìеняþщейся по сравнениþ с коëебаниеì ÷астоты
ω0; θc(t) и θпi(t) — законы изìенения фазы сиãнаëа
и поìехи; M(t) — инфорìаöионная посëеäоватеëü-
ностü (теëеãрафный сиãнаë, приниìаþщий зна÷е-
ния ±1).
Аääитивный øуì υ(t) преäставиì в виäе

υ(t) = υc(t)cos(ω0t) – υs(t)sin(ω0t),

ãäе υc(t) и υs(t) — некоторые сëу÷айные проöессы,
которые буäеì с÷итатü независиìыìи и ãауссов-
скиìи.

Поскоëüку посëе переìножитеëей нахоäятся
ФНЧ, которые поäавëяþт ãарìоники ÷астоты 2ω0,
то коëебание на выхоäе переìножитеëя в кваäра-
турноì канаëе (верхнеãо на рис. 1) при rc(t) =
= Aãcos(ω0t + θã(t)) прибëиженно ìожно запи-
сатü в виäе

α(t) = Aã AcM(t)sin(θc – θã) +

+ Aпisin(θпi – θã) + υccosθã + υssinθã ,

а на выхоäе переìножитеëя в синфазноì канаëе

при rs(t) = Aãsin(ω0t + θã(t)) — в виäе

β(t) = Aã AcM(t)cos(θc – θã) +

+ Aпicos(θпi – θã) + υcsinθã – υscosθã .

Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения:

ϕ(t) = θc(t) – θã(t);

εi(t) = ; Δi(t) = θпi(t) = θпi(t) – θc(t);

h1(ϕ, t) = M(t)sinϕ + εi(t)sin(Δi + ϕ);

h2(ϕ, t) = M(t)cosϕ + εi(t)cos(Δi + ϕ);

υ1(t) = [υccos(θc – ϕ) + υssin(θc – ϕ);

υ2(t) = [υcsin(θc – ϕ) – υscos(θc – ϕ)].

Тоãäа поëу÷иì, ÷то

α(t) = AãAc (t); β(t) = AãAc (t),

ãäе (t) = [h1(ϕ, t) + υ1(t)]; (t) = [h2(ϕ, t) + υ2(t)].
Буäеì с÷итатü, ÷то переäато÷ные функöии

фиëüтров ФНЧ1 и ФНЧ2 совпаäаþт и равны H(s).
Переäато÷ная функöия фиëüтра ФНЧ3 равна F(s).
Пустü рассìатриваеìые переäато÷ные функöии
фиëüтров явëяþтся äробно-раöионаëüныìи:

H(s) = ;

F(s) = ,

ãäе n1 m n2; m1 m m2.
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Буäеì рассìатриватü сëу÷ай n1 = n2 = n и
m1 = m2 = m. Перейти к сëу÷аþ n1 < n2 ìожно
просто, приняв An = An – 1 = ... =  = 0 (ана-
ëоãи÷но и äëя сëу÷ая m1 < m2). Тоãäа коëебания на
выхоäе фиëüтров ФНЧ1 и ФНЧ2 ìожно записатü
в форìе

ξ(t) = H(p)α(t); η(t) = H(p)β(t),

а коëебание на выхоäе фиëüтра ФНЧ3 преäставитü
в виäе

γ(t) = F(p)[ξ(t)η(t)].

Буäеì с÷итатü, ÷то фаза θã(t) коëебания пере-
страиваеìоãо ãенератора связана с управëяþщиì
напряжениеì γ(t) зависиìостüþ

 = kãγ(t),

ãäе kã — некоторый постоянный коэффиöиент.

В этоì сëу÷ае поëу÷аеì

 =  –  =  – kãγ(t).

В итоãе поëу÷аеì систеìу äифференöиаëüных
уравнений, описываþщуþ работу систеìы:

(1)

ãäе  = ξ/(AãAc);  = η/(AãAc);  = γ/(AãAc)
2;

K = kã(AãAc)
2.

В äаëüнейøеì буäеì с÷итатü, ÷то An = 0. Рас-
сìотриì сëу÷ай, коãäа кваäратурные составëяþ-
щие υc(t) и υs(t) преäставëяþт собой ãауссовские
независиìые беëые øуìы с äвусторонней спект-
раëüной пëотностüþ ìощности N0/2. Тоãäа систе-
ìу уравнений (1) ìожно записатü в норìаëüной
форìе в виäе

dXi = mi(X, t)dt + σi1(X, t)dω1 + σi2(X, t)dω2, (2)

ãäе

N = 2n + m + 1; X = [X1, X2, ..., XN]т;

mi(X, t) = Xi + 1 + qih1(XN, t) при i = ;

mi(X, t) = Bl – 1Xl + qnh1(XN, t) при i = n;

mi(X, t) = Xi + 1 + qi – nh2(XN, t) при i = ;

mi(X, t) = Bl – n – 1Xl + qnh2(XN, t) при i = 2n;

mi(X, t) = Xi + 1 + gi – 2nX1Xn + 1

при i = ;

mi(X, t) = Dl – 2n – 1Xl + gmX1Xn + 1

при i = 2n + m;

mi(X, t) =  – K[X2n + 1 + g0X1Xn + 1] при i = N;

σi1(X, t) = qi  при i = ;

σi1(X, t) = 0 при i = ;

σi2(X, t) = 0 при i = ;

σi2(X, t) = qi – n  при i = ;

σi2(X, t) = 0 при i = ;

X1 =  – q0 ; Xn + 1 =  – q0 ;

X2n + 1 =  – g0[ ]; XN = ϕ;

q0 = An; g0 = Cm;

qk = An – k – Bn – k + hqh ;

gk = Cm – k – Dm – k + hqh .

Наприìер, рассìотриì сëу÷ай, коãäа в ка÷естве
фиëüтров нижних ÷астот испоëüзуþтся интеãри-
руþщие фиëüтры с постоянныìи вреìени T1 и T2,
и äетерìинированная поìеха явëяется ãарìони÷е-
скиì сиãнаëоì:

sп( ) = Aпsin[ω0  + θп( )];

H(s) = ; F(s) = .

Зäесü и в äаëüнейøеì буäеì с÷итатü, ÷то Ac = const,
Aп = const, и фаза сиãнаëа и äетерìинированной
поìехи иìеþт виä

θc( ) = Ωc  + ϕc; θп( ) = Ωп  + ϕп;

ΔΩ = Ωп – Ωc; ϕ1 = ϕп – ϕс,

ãäе Ωc и Ωп — на÷аëüные расстройки по ÷астоте
сиãнаëа и поìехи относитеëüно ÷астоты управëяе-
ìоãо ãенератора; ϕс и ϕп — на÷аëüные фазы сиã-
наëа и поìехи.
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В этоì сëу÷ае n = 1, m = 1 и N = 4. Расс÷итывая
коэффиöиенты систеìы (2), поëу÷аеì

q0 = 0; q1 = A0 = ; g0 = 0; g1 = C0 = .

Ввеäеì норìированное вреìя t = K , тоãäа в
итоãе поëу÷иì систеìу стохасти÷еских äифферен-
öиаëüных уравнений виäа

dx1 = – [x1 – Msinx4 –

– εsin(β1t + ϕ1 + x4)]dt + dω1;

dx2 = – [x2 – Mcosx4 –

– εcos(β1t + ϕ1 + x4)]dt + dω2;

dx3 = – [x3 – x1x2]dt;

dx4 = [β – x3]dt, (3)

ãäе

α1 = ; α2 = ; β = ; β1 = ; r = .

Линеаризованная модель

Буäеì сëеäоватü рассужäенияì работы [17]. С÷и-
тая, ÷то Ωпi = Ωc и сëу÷айная веëи÷ина M иìеет
фиксированное зна÷ение, ìожеì найти то÷ки ус-
той÷ивоãо поëожения Xy = [Xy1, Xy2, ..., XyN]т, при-
равняв ëевые ÷асти систеìы (2) и реøив поëу÷ив-
øуþся систеìу аëãебраи÷еских уравнений.
Даëее перейäеì к новыì переìенныì  = X – Xy,

характеризуþщиì откëонение систеìы от то÷ек
устой÷ивоãо поëожения. Буäеì с÷итатü, ÷то откëо-
нения от устой÷ивоãо поëожения ìаëы, поэтоìу,
отбрасывая ÷ëены второãо поряäка , аппрок-
сиìируя sin  =  и cos  ≈ 1, перейäеì к сис-
теìе ëинейных äифференöиаëüных уравнений

d  = Fi( , t)dt + σi1( , t)dω1 + σi2( , t)dω2; (4)

Fi( , t) =  + qi f1(XyN, t)  при i = ;

Fi( , t) = Bl – 1 +qn f1(XyN, t)  при i = n;

Fi( , t) =  + qi – n f2(XyN, t)

при i = ;

Fi( , t) = Bl – n – 1  + qnf2(XyN, t)  

при i = 2n;

Fi( , t) =  + gi – 2nXyn + 1  + gi – 2n Xy1 

при i = ;

Fi( , t) = Dl – 2n – 1  + gm Xyn + 1 +

+ gm Xy1 при i = 2n + m;

Fi( , t) = –K[  + g0 Xyn + 1 + g0 Xy1] 

при i = N,

ãäе

f1(XyN, t) = Mcos(XyN) + εicos(ϕ1i + XyN);

f2(XyN, t) = –Msin(XyN) – εisin(ϕ1i + XyN).

Систеìу (4) ìожно преäставитü в ìатри÷ноì
виäе:

d  = F(t) dt + Gdw. (5)

Вы÷исëив ìатеìати÷еское ожиäание от правой
и ëевой ÷астей (5), перейäеì к систеìе обыкновен-
ных äифференöиаëüных уравнений относитеëüно
ìатеìати÷еских ожиäаний:

 = F(t) . (6)

Теперü найäеì ìатриöу äисперсий сëу÷айноãо
проöесса  в стаöионарноì режиìе. Есëи сëу÷ай-
ный проöесс заäан систеìой ëинейных уравнений
(5), то ìатриöа äисперсий уäовëетворяет уравне-
ниþ Ляпунова

 = F  + Fт + GGт. (7)

Мы поëу÷иëи вектор ìатеìати÷еских ожиäаний
и ìатриöу äисперсий в стаöионарноì режиìе при
усëовии, ÷то сëу÷айная веëи÷ина M приняëа фик-
сированное зна÷ение. Усреäняя реøения уравне-
ний (6) и (7) по M, поëу÷иì вектор безусëовных
ìатеìати÷еских ожиäаний и ìатриöу безусëовных
äисперсий.
Найäеì то÷ки устой÷ивоãо равновесия систе-

ìы (3) при усëовии, ÷то β1 = 0. Дëя этоãо реøиì
сëеäуþщуþ систеìу уравнений:

xy1 – Msin(xy4) – εsin(ϕ1 + xy4) = 0;

xy2 – Mcos(xy4) – εcos(ϕ1 + xy4) = 0;

xy3 – xy1xy2 = 0; β – xy3 = 0.
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От систеìы (6) перехоäиì к ëинейной систеìе
äифференöиаëüных уравнений

d  = – [  – xy2 ]dt + dω1;

d  = – [  + xy1 ]dt + dω2;

d  = – [  – xy2  – xy1 ]dt;

d  = – dt. (8)

Преäставиì систеìу (8) в ìатри÷ноì виäе:

d  = F(t) dt + Gdw,

ãäе

F = ; G = .

Вектор ìатеìати÷еских ожиäаний  сëу÷ай-
ноãо проöесса  нахоäиì, реøая систеìу уравне-
ний (6). У÷итывая соотноøение X =  + Xy, поëу-
÷аеì, ÷то вектор ìатеìати÷еских ожиäаний сëу÷ай-
ноãо проöесса X равен M =  + Xy. Усреäняя вектор
M по M, поëу÷иì вектор безусëовных ìатеìати÷е-
ских ожиäаний. Так как Xy при фиксированноì M
явëяется постоянныì вектороì, то äисперсия D
сëу÷айноãо проöесса X равна äисперсии  сëу÷ай-
ноãо проöесса . Опятü же, усреäняя äисперсиþ D
по M, поëу÷иì безусëовнуþ ìатриöу äисперсий.

Метод кумулянтов

Заìетиì, ÷то систеìу уравнений (2) ìожно
преäставитü в виäе

dX = [W + AX + Bx1xn + 1 +
+ C1sinxN + C2cosxN]dt + GdWt, (9)

ãäе W, B, C1, C2 — вектор-стоëбöы разìерности N × 1;
A — ìатриöа разìерности N × N; G — ìатриöа раз-
ìерности N × 2; Wt = [ω1, ω2]

т — äвуìерный вине-
ровский сëу÷айный проöесс.
Наприìер, äëя систеìы уравнений (3) буäеì

иìетü

A = ; B = ; W = ;

G = ; C1 = ; 

C2 = .

Пустü сëу÷айный ìарковский проöесс Y =
= [y1, y2, ..., yN]т уäовëетворяет стохасти÷ескоìу
äифференöиаëüноìу уравнениþ в форìе Ито [5]:

dY = A(Y, t)dt + B(Y, t)dWt,

ãäе A(Y, t) — вектор-стоëбöы разìерности N × 1;
B(Y, t) — ìатриöа разìерности N × r; Wt = [ω1, ω2,

..., ωr]
т — вектор независиìых станäартных вине-

ровских проöессов разìерности r × 1.
Буäеì также с÷итатü, ÷то проöесс Y иìеет нор-

ìаëüнуþ совìестнуþ пëотностü распреäеëения

WY(Y, t) = exp (Y – M)тD–1(Y – M) ,

ãäе M — вектор ìатеìати÷еских ожиäаний разìер-
ности N × 1; D — ìатриöа äисперсий разìерности
N × N; |D| — опреäеëитеëü ìатриöы äисперсий.
В этоì сëу÷ае уравнения относитеëüно вектора

ìатеìати÷еских ожиäаний и ìатриöы äисперсий
буäут иìетü виä

 = A(Z, t)WY(Z, t)dZ; (10)

 = B(Z, t)Bт(Z, t)WY(Z, t)dZ +

+ A(Z, t)[Z – M(t)]тWY(Z, t)dZ +

+ [Z – M(t)]A(Z, t)тWY(Z, t)dZ. (11)

Поäставëяя соотноøение (9) в уравнения äëя
ìатеìати÷ескоãо ожиäания (10), поëу÷иì

 = [W + AZ + Bz1zn + 1 +

+ C1sinzN + C2coszN]WX(Z, t)dZ. (12)

Рассìотриì отäеëüно интеãраëы от сëаãаеìых,
вхоäящих в (12):

WWX(Z, t)dZ = W;
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AZWX(Z, t)dZ = AM;

Bz1zn + 1WX(Z, t)dZ = B(D1, n + 1 + m1mn + 1) =

= B (D + MMт)Q2,

ãäе Q1 — вектор-стоëбеö разìерности N × 1, в первой
строке котороãо стоит еäиниöа, а в остаëüных стро-
ках — нуëи; Q2 — вектор-стоëбеö разìерности
N × 1, в (n + 1)-й строке котороãо стоит еäиниöа,
а в остаëüных строках — нуëи.
Дëя ÷етвертоãо сëаãаеìоãо в кваäратных скоб-

ках (12) поëу÷иì

C1sinzNWX(Z, t)dZ =

= C1 [  – ]WX(Z, t)dZ. (13)

Заìетиì, ÷то

WX(Z, t)dZ = , (14)

ãäе ΨX(S, t) = iMт(t)S – SтD(t)S — куìуëянтная

функöия норìаëüноãо распреäеëения.
Тоãäа с у÷етоì (14) нахоäиì, ÷то

WX(Z, t)dZ =

= [cosMт(t)V + isinMт(t)V],

ãäе V — вектор-стоëбеö разìерности N × 1, в N-й
строке котороãо стоит еäиниöа, а в остаëüных стро-
ках — нуëи. Провоäя анаëоãи÷ные рассужäения,
поëу÷иì

WX(Z, t)dZ =

= [cosMт(t)V – isinMт(t)V].

В итоãе поëу÷аеì окон÷атеëüное выражение äëя
интеãраëа (13):

C1sinzNWX(Z, t)dZ = C1 sinMт(t)V.

Такиì же образоì нахоäиì выражения äëя по-
сëеäнеãо сëаãаеìоãо в кваäратных скобках (12)

C2coszNWX(Z, t)dZ = C2 cosMт(t)V.

Окон÷атеëüное уравнение относитеëüно ìате-
ìати÷ескоãо ожиäания буäет иìетü виä

 = W + AM + B (D + MMт)Q2 +

+ [C1sinMтV + C2cosMтV]. (15)

Теперü поëу÷иì äифференöиаëüное уравнение
относитеëüно ìатриöы äисперсий. Уравнение (11)
состоит из трех сëаãаеìых. Рассìотриì их в от-
äеëüности.
Дëя первоãо сëаãаеìоãо (11) нахоäиì

GGтWX(Z, t)dZ = GGт.

Рассìотриì второе сëаãаеìое уравнения (11).
С у÷етоì (9) оно буäет иìетü виä

[W + AZ + Bz1zn + 1 + C1sinzN + C2coszN] Ѕ

Ѕ [Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ. (16)

Посëеäоватеëüно найäеì все интеãраëы от сëа-
ãаеìых в кваäратных скобках уравнения (16):

W[Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ = 0;

AZ[Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ =

= AZZт – AMMт = AD;

Bz1zn + 1[Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ =

= BE{z1zn + 1Z
т} – BE{z1zn + 1}M

т. (17)

Заìетиì, ÷то z1zn + 1Z
т явëяется вектор-строкой

разìерности 1 × N, эëеìенты которой иìеþт виä
z1zn + 1zk, ãäе k = . Дëя совìестно распреäеëен-
ных ãауссовских сëу÷айных веëи÷ин иìееì

E{z1zn + 1zk} = m1Dn + 1, k + mn + 1D1, k +

+ mkD1, n + 1 + m1mn + 1mk.

Также E{z1zn + 1}M
т явëяется вектор-строкой

разìерности 1 × N, эëеìенты которой иìеþт виä
E{z1zn + 1}mk = D1, n + 1mk + m1mn + 1mk, ãäе k = .
Такиì образоì, поëу÷иëи, ÷то Hт = E{z1zn + 1Z

т} –
– E{z1zn + 1}M

т естü вектор-строка разìерности 1 × N,
эëеìенты которой иìеþт виä m1Dn + 1, k + mn + 1D1, k,
ãäе k = . Вектор H ìожно выразитü ÷ерез вектор
ìатеìати÷еских ожиäаний и ìатриöу äисперсий:

H = MDQ2 + MDQ1. (18)
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В итоãе поëу÷аеì окон÷атеëüное выражение
äëя (17):

Bz1zn + 1[Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ = BHт.

Теперü вы÷исëиì интеãраë от ÷етвертоãо сëа-
ãаеìоãо в кваäратных скобках (16). Рассìотриì
интеãраë

C1 sinzNZтWX(Z, t)dZ =

= C1 [  – ]ZтWX(Z, t)dZ. (19)

Заìетиì, ÷то

Zт = –i .

Тоãäа, провоäя вы÷исëения, нахоäиì

C1 ZтWX(Z, t)dZ =

= – C1 WX(Z, t)dZ|S = V =

= – C1 |S = V =

= – C1[iM
т(t) – VтD(t)] .

Анаëоãи÷ныì образоì поëу÷аеì, ÷то

C1 ZтWX(Z, t)dZ =

= – C1[iM
т(t) – VтD(t)] .

Теперü ìожеì записатü окон÷атеëüное выраже-
ние äëя (19):

C1 sinzNZтWX(Z, t)dZ =

= – C1[iM
т(t) – VтD(t)]  +

+ C1[iM
т(t) + VтD(t)] .

Даëее найäеì, ÷то

C1 sinzNMтWX(Z, t)dZ =

= – C1[  – ]iMт.

С у÷етоì провеäенных вы÷исëений поëу÷аеì

C1 sinzN[Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ =

= C1V
тD cosMтV.

Такиì же образоì нахоäиì выражение äëя по-
сëеäнеãо сëаãаеìоãо в кваäратных скобках (16):

C2 coszN[Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ =

= –C2V
тD sinMтV.

Теперü ìожеì записатü окон÷атеëüное выраже-
ние äëя интеãраëа (16):

[W + AZ + Bz1zn + 1 + C1sinzN + C2coszN] Ѕ

Ѕ [Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ = AD + BHт +

+ C1V
тD cosMтV – C2V

тD sinMтV.

Провоäя анаëоãи÷ные вы÷исëения äëя третüеãо
сëаãаеìоãо (11), поëу÷иì

[Z – M(t)][W + AZ + Bz1zn + 1 +

+ C1sinzN + C2coszN]тWX(Z, t)dZ =

= DAт + HBт + DV cosMтV –

– DV sinMтV.

Тоãäа äифференöиаëüное уравнение относи-
теëüно ìатриöы äисперсий буäет иìетü виä

 = AD + DAт + BHт + HBт +

+ [C1V
тD + DV ] cosMтV –

– [C2V
тD + DV ] sinMтV + GGт. (20)

Результаты расчетов

Рассìотриì уравнения (3), описываþщие работу
систеìы с äвуìя интеãрируþщиìи фиëüтраìи.
В первуþ о÷ереäü, буäеì рассìатриватü характе-
ристики переìенной состояния x4 и ее произвоä-
ной , так как они соответствуþт фазовой и ÷астот-
ной оøибкаì реãуëирования. Нахоäя ìатеìати÷е-
ское ожиäание от правой и ëевой ÷астей ÷етвертоãо
уравнения систеìы (3), поëу÷иì

E  = β – m3,
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ãäе m3 — ìатеìати÷еское ожиäание переìенной со-
стояния x3. Также нахоäиì из посëеäнеãо уравне-
ния систеìы (3), ÷то äисперсия оøибки по ÷астоте
равна äисперсии x3.

В äаëüнейøеì на рисунках спëоøной ëинией
буäеì обозна÷атü äанные, поëу÷енные с поìощüþ
иìитаöионноãо ìоäеëирования, основанноãо на
÷исëенноì реøении систеìы стохасти÷еских äиф-
ференöиаëüных уравнений (3). Пунктироì буäеì
обозна÷атü äанные рас÷ета ìетоäоì ëинеаризаöии
по форìуëаì (6) и (7), øтриховой ëинией — ре-
зуëüтаты, поëу÷енные с поìощüþ ìетоäа куìуëян-
тов по форìуëаì (15) и (20).
На рис. 2—5 привеäены ìатеìати÷еские ожиäа-

ния и äисперсии фазовой и ÷астотной оøибок при
 =  = 1, r = 40, β = 0,2, ε = 0,2, ϕ1 = π/2. Дëя

рис. 2, 3 β1 = 0, а äëя рис. 4, 5 β1 = 0,2.

Рас÷еты показываþт хороøее совпаäение при-
бëиженных форìуë с äанныìи иìитаöионноãо ìо-
äеëирования, при÷еì, как виäно из рис. 2, 3, ре-
зуëüтаты ìетоäа куìуëянтов ëу÷øе резуëüтатов,
поëу÷енных с поìощüþ ëинеаризаöии. При β1 ≠ 0
систеìа (3) не иìеет то÷ек устой÷ивоãо равнове-
сия, поэтоìу резуëüтаты äëя ìетоäа ëинеаризаöии
на рис. 4, 5 не преäставëены.
Даëее на рис. 6—9 привеäены зависиìости äис-

персии фазовой и ÷астотной оøибок от параìетра
r при разëи÷ных зна÷ениях  и , β = 0 и отсут-
ствии ãарìони÷еской поìехи (ε = 0). Дëя рис. 6, 7

 = 1, а äëя рис. 8, 9  = 1.
Также на рис. 10—13 преäставëены зависиìости

äисперсии фазовой и ÷астотной оøибок от параìетра
r при разëи÷ных зна÷ениях ϕ1,  =  = 1, β1 = 0 и
ε = 0,2. Дëя рис. 10, 11 β = 0, а äëя рис. 12, 13 β = 0,2.

Рис. 3. Зависимость математического ожидания и дисперсии

частотной ошибки от времени при  =  = 1, r = 40, b = 0,2,
e = 0,2, b1 = 0, j1 = p/2

a2
2 a1

2

Рис. 2. Зависимость математического ожидания и дисперсии

фазовой ошибки от времени при  =  = 1, r = 40, b = 0,2,
e = 0,2, b1 = 0, j1 = p/2
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2
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Рис. 4. Зависимость математического ожидания и дисперсии

фазовой ошибки от времени при  =  = 1, r = 40, b = 0,2,
e = 0,2, b1 = 0, j1 = p/2

a2
2 a1

2

Рис. 5. Зависимость математического ожидания и дисперсии

частотной ошибки от времени при  =  = 1, r = 40, b = 0,2,
e = 0,2, b1 = 0, j1 = p/2
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Рис. 8. Зависимость дисперсии фазовой ошибки от r при раз-

личных значениях  и  = 1, b = 0, e = 0a2
2 a1

2

Рис. 7. Зависимость дисперсии частотной ошибки от r при раз-

личных значениях  и  = 1, b = 0, e = 0a1
2 a2

2

Рис. 6. Зависимость дисперсии фазовой ошибки от r при раз-

личных значениях  и  = 1, b = 0, e = 0a1
2 a2

2

Рис. 10. Зависимость дисперсии фазовой ошибки от r при раз-

личных значениях j1 и  =  = 1, b = 0, e = 0,2, b1 = 0a1
2 a2

2

Рис. 9. Зависимость дисперсии частотной ошибки от r при раз-

личных значениях  и  = 1, b = 0, e = 0a2
2 a1

2

Рис. 11. Зависимость дисперсии частотной ошибки от r при

различных значениях j1 и  =  = 1, b = 0, e = 0,2, b1 = 0a1
2 a2

2
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Рис. 14. Плотность распределения вероятностей фазовой ошиб-

ки при различных значениях r и  =  = 1, b = 0, e = 0a1
2 a2

2

Рис. 13. Зависимость дисперсии частотной ошибки от r при

различных значениях j1 и  =  = 1, b = 0,2, e = 0,2, b1 = 0a1
2 a2

2

Рис. 12. Зависимость дисперсии фазовой ошибки от r при раз-

личных значениях j1 и  =  = 1, b = 0,2, e = 0,2, b1 = 0a1
2 a2

2

Рис. 16. Плотность распределения вероятностей фазовой ошиб-

ки при различных значениях r и  =  = 1, b = 0,2, e = 0,2,
b1 = 0, j1 = 0
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Рис. 15. Плотность распределения вероятностей частотной

ошибки при различных значениях r и  =  = 1, b = 0, e = 0a1
2 a2

2

Рис. 17. Плотность распределения вероятностей частотной

ошибки при различных значениях r и  =  = 1, b = 0,2,
e = 0,2, b1 = 0, j1 = 0
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Из привеäенных рисунков виäно, ÷то резуëüтаты,
поëу÷енные с поìощüþ ìетоäа куìуëянтов, в öе-
ëоì ëу÷øе совпаäаþт с äанныìи иìитаöионноãо
ìоäеëирования, ÷еì резуëüтаты, найäенные ìетоäоì
ëинеаризаöии. Интересно отìетитü, ÷то в ìетоäе
ëинеаризаöии äисперсия ÷астотной оøибки вооб-
ще не зависит от зна÷ений  и . Также на ри-
сунках ìожно увиäетü, ÷то при уìенüøении зна-
÷ения r совпаäение резуëüтатов нескоëüко ухуäøа-
ется, ÷то ìожно объяснитü появëениеì срывов
сëежения. Метоä ëинеаризаöии возìожностü воз-
никновения срывов сëежения не у÷итывает, так
как ëинейная ìоäеëü (8) иìеет всеãо оäно поëоже-
ние устой÷ивоãо равновесия.
В сëу÷ае рас÷ета ìетоäоì куìуëянтов приìеня-

ется норìаëüное прибëижение, оäнако появëение
срывов сëежения привоäит к тоìу, ÷то пëотностü
распреäеëения вероятностей при уìенüøении зна-
÷ения r на÷инает существенно отëи÷атüся от нор-
ìаëüной.
В этоì ìожно убеäитüся, взãëянув на рис. 14—17,

на которых привеäены пëотности распреäеëения
вероятностей фазовой и ÷астотной оøибок при
разëи÷ных зна÷ениях r,  =  = 1, β1 = 0. Дëя
рис. 14, 15 β = 0 и ε = 0, а äëя рис. 16, 17 β = 0,2,
ε = 0,2 и ϕ1 = 0. Спëоøныìи ëинияìи преäстав-
ëены пëотности, поëу÷енные с поìощüþ иìитаöи-
онноãо ìоäеëирования, а øтриховыìи — норìаëü-
ные пëотности распреäеëения вероятностей с теìи
же ìатеìати÷ескиìи ожиäанияìи и äисперсияìи.
Из привеäенных рисунков виäно, ÷то резуëüта-

ты, поëу÷енные с поìощüþ ìетоäа куìуëянтов,
аäекватны äанныì иìитаöионноãо ìоäеëирования
и, о÷евиäно, ëу÷øе совпаäаþт с ниìи, ÷еì резуëü-
таты приìенения ìетоäа ëинеаризаöии.

Заключение

Построена ìарковская ìоäеëü систеìы фазовой
автопоäстройки с кваäратурныìи канаëаìи при
возäействии ãарìони÷еской поìехи и беëоãо ãаус-
совскоãо øуìа, у÷итываþщая искажение форìы
иìпуëüсов инфорìаöионноãо сиãнаëа в контуре
реãуëирования. На основе ëинеаризаöии ìоäеëи и
ìетоäа куìуëянтов в норìаëüноì прибëижении
преäëожены прибëиженные форìуëы äëя ìатеìати-
÷ескоãо ожиäания и äисперсии фазовой и ÷астот-
ной оøибки. Данные резуëüтаты ìожно испоëüзо-
ватü в äаëüнейøеì при инженерноì анаëизе поìе-
хозащищенности äанной систеìы при наëи÷ии
ãарìони÷еских поìех на фоне øирокопоëосноãо
øуìа, ÷то характерно äëя работы систеì связи и
навиãаöии в сëожной поìеховой обстановке, вы-

званной ëибо инäустриаëüныìи øирокопоëосны-
ìи и узкопоëосныìи поìехаìи указанных виäов,
ëибо наëи÷иеì преäнаìеренных поìех систеì ра-
äиоэëектронной борüбы. Поëу÷енная ìоäеëü и из-
ëоженные поäхоäы к ее анаëизу ìоãут бытü также
испоëüзованы при спектраëüноì анаëизе фазовых
øуìов систеìы.

Список литературы

1. Казаков И. Е., Доступов Б. Г. Статисти÷еская äинаìика

неëинейных автоìати÷еских систеì. Анаëиз и фиëüтраöия. М.:

Физìатãиз. 1962.

2. Дашевский М. Л. Прибëиженный анаëиз то÷ности неста-

öионарных неëинейных систеì ìетоäоì сеìиинвариантов //

Автоìатика и теëеìеханика. 1967. № 11.

3. Шалфеев В. Д. Испоëüзование куìуëянтноãо анаëиза äëя

иссëеäования СФС // Систеìы фазовой синхронизаöии. М.:

Раäио и связü, 1982.

4. Шахтарин Б. И. Статисти÷еская äинаìика систеì синх-

ронизаöии. М.: Раäио и связü, 1998.

5. Costas J. P. Synchronous communications // Proc. IRE.

1956. V. 44. No. 12. P. 1713.

6. Taylor D. Introduction to "Synchronous Communications",

A Classic Paper by J. P. Costas // IEEE Proc. 2002. V. 90, N. 8. P. 1459.

7. Скляр Б. Цифровая связü. Теорети÷еские основы и прак-

ти÷еское приìенение. М.: Виëüяìс, 2003.

8. Tsui J. B. Y. Fundamentals of Global Positioning System

receivers software approach. N. Y.: Wiley, 2000.

9. Gardner F. M. Phase lock techniques. N. Y.: Wiley, 2005.

10. Simon M. K., Smith J. G. Offset Quadrature Communica-

tions with Decision-Feedback Carrier Synchronization // IEEE

Trans. on Comm. 1974. V. 22. N. 10. P. 1576—1584.

11. Линдсей В. Систеìы синхронизаöии в связи и управëе-

нии. М.: Сов. раäио, 1978.

12.Леонов Г. А., Кузнецов Н. В., Юлдашев М. В., Юлда-

шев Р. В. Дифференöиаëüные уравнения схеìы Костаса // До-

кëаäы акаäеìии наук. 2012. Т. 446. № 2. C. 149.

13.Шахтарин Б. И. Динаìи÷еские характеристики фазовой

автопоäстройки ÷астоты при наëи÷ии ãарìони÷еской поìехи //

Раäиотехника и эëектроника. 2012. Т. 57. № 6. C. 649.

14.Шахтарин Б. И., Фоменко А. Ю. Синтез и ìоäеëирова-

ние схеìы Костаса // Вестник МГТУ иì. Н. Э. Бауìана. Сер.

Приборостроение. 2012. № 2. C. 122.

15.Шахтарин Б. И., Сидоркина Ю. А., Кульков И. А. Моäе-

ëирование ãибриäной систеìы фазовой и тактовой синхрони-

заöии ФМ-сиãнаëов // Вестник МГТУ иì. Н. Э. Бауìана. Сер.

Приборостроение. 2014. № 4. C. 123.

16. Simon M. K., Lindsey W. C. Optimum Perfomence of Costas

Receivers Containing Soft Bandpass Limiters // IEEE Trans. on

Comm. 1977. V. 25. N. 8. P. 822.

17. Ziemer R. E. Perturbation analysis of the effect of CW inter-

ference in Costas Loop // Rec. Nat. Telecommun. Conf. Houston,

TX. Dec. 4—6, 1972. P. 20—G1.

18.Пугачев В. С., Синицын И. Н. Стохасти÷еские äифферен-

öиаëüные систеìы. М.: Наука, 1985.

α1
2 α2

2

α1
2 α2

2



632 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 9, 2016

Cumulant Analysis of the Costas Loop with Additive Effects
of the Harmonic Interference and Broadband Noise

K. A. Neusypin1, V. V. Sizykh2, vsizykh@yandex.ru,
B. I. Shakhtarin1, shakhtarin@mail.ru , V. A. Shevtsev2, vshevtsev@inbox.ru

1 Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russian Federation,
2 Moscow Technological University (MIREA), Moscow, 119454, Russian Federation

Corresponding author: Shakhtarin Boris I.,
Bauman Moscow State University, Moscow, 105005, Russian Federation

E-mail: shakhtarin@mail.ru

Received on May 25, 2016

Accepted on June 01, 2016

Questions of analysis of the statistical characteristics of the radioautomatic systems, in particular, the phase-locked loops
(PLL), refer to the classical problems of the statistical communication theory. The Costas loop was proposed by John Costas
in the middle of the previous century, but despite this it has been studied insufficiently. Currently, this radioautomatic system
finds wide application in the telecommunication devices, global positioning systems (GPS, GLONASS), medical implants, and
mobile communication systems. In contrast to the classic approaches PLL Costas loop simultaneously solves the problem of
recovery of the suppressed carrier and demodulation of the input signal. This article presents Markov mathematical model of
the Costas loop in the form of the stochastic differential equations with the additive effects of harmonic interference and white
Gaussian noise, which takes into account the impact of the loop arm low-pass filters on the data modulation. The statistical
properties of the loop phase error in the linear approximation are considered. The cumulant analysis of the Costas loop in the
Gaussian approximation is offered. These results can be used for the engineering analysis of the noise immunity of the system
in the presence of harmonic interference and Gaussian noise, which is typical for communication and navigation systems in
difficult noise conditions caused by the industrial broadband and narrowband interferences. The resulting model and the con-
sidered linear and Gaussian approximation can also be used for the spectral analysis of the phase noise of the system.

Keywords: phase locked loop, Costas loop, quadrature loop, carrier recovery, phase error, linearization, cumulant analysis
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