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Проблема моментов в задачах управления
упругими динамическими системами1

Введение

Метоäы ãаøения коëебаний эëеìентов сëожных
ìехани÷еских систеì, таких как струны и ìеìбра-
ны, на÷аëи интенсивно развиватüся в 70-х ãоäах
проøëоãо стоëетия. Наибоëее зна÷иìой быëа ра-
бота Д. Лаãнесса [1], в которой иссëеäоваëасü воз-
ìожностü ãаøения попере÷ных коëебаний струны

u(t, x), описываеìых сëеäуþщей на÷аëüно-краевой
заäа÷ей:

utt – uxx + q(x)u = g(t, x), 0 m x m l, 0 < t; (1.1)

u|t = 0 = h0(x), ut|t = 0 = h1(x), 0 m x m l; (1.2)

u|x = 0 = u |x = l = 0, 0 < t, (1.3)

ãäе на÷аëüные äанные h0(x), h1(x) рассìатриваþтся
как на÷аëüные возìущения, а функöия g(t, x) — как

Рассматривается классическая проблема моментов, возникающая в задачах управления упругими динамическими системами, мо-
делируемыми уравнениями в частных производных четвертого порядка, гиперболическими по Петровскому. Задача управления за-
ключается в нахождении минимального времени, за которое можно погасить колебания, возникающие в системах вследствие на-
чальных возмущений. Доказывается существование минимального значения времени и оптимального управления на примере гашения
колебаний балок и пластин, являющихся типичными элементами различных механических конструкций, таких как трубопроводы,
антенны и несущие элементы космических платформ. При этом время гашения колебаний и оптимальное управление найдено в явном
виде. Для получения приближенных решений введены так называемые точечные движущиеся демпферы и стационарные узкие демп-
феры, упрощающие разработку вычислительных алгоритмов на основе метода редукции и координатного спуска.
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 1 Работа выпоëнена при поääержке Российскоãо фонäа фун-
äаìентаëüных иссëеäований (проект № 16-01-00425).
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функöия управëения. При этоì преäпоëаãается, ÷то
потенöиаë q(x) — непрерывная функöия на [0, l]
(заìетиì, ÷то усëовия закрепëения струны на кон-
öах (1.3) ìожно заìенитü на боëее общие усëовия
α0u + β0ux|x = 0 = α1u + β1ux|x = l = 0 при некоторых
оãрани÷ениях на коэффиöиенты αi, βi, i = 0,1). Ре-
øение заäа÷и (1.1)—(1.3) рассìатривается обобщен-
ное (т. е. выпоëняется äëя интеãраëüноãо тожäества),
и äëя неãо опреäеëен интеãраë энерãии

E(t) = [ (t, x) + a2 (t, x)]dx,

который при g(t, x) ≡ 0 тожäественно равен

E(0) = ||h0(x)||  + ||h1(x)|| ,

ãäе L2(0, l) — пространство изìериìых на (0, l)
функöий, кваäраты которых интеãрируеìы по Ле-

беãу на проìежутке (0, l), а  — собоëевское

пространство функöий v(x) из L2(0, l), иìеþщих
обобщенные произвоäные v'(x) ∈ L2(0, l), и таких,
÷то v(0) = v(l) = 0.

Постановка задачи

Заäа÷а управëения закëþ÷ается в возìожности
перевести систеìу (1.1)—(1.3) из на÷аëüноãо со-
стояния (1.2) в произвоëüное состояние

u|t = T = (x), ut|t = T = (x).

Сëеäуя Ж. Лионсу [2], äанное свойство систеìы
буäеì называтü строгой управляемостью.
Заäа÷а ãаøения коëебаний закëþ÷ается в нахож-

äении ìиниìаëüноãо вреìени T > 0 такоãо, ÷то äëя

ëþбых на÷аëüных возìущений h0(x) ∈ ,

h1(x) ∈ L2(0, l) найäется оптиìаëüная управëяþщая
функöия g(t, x) ∈ L2((0, T ) × (0, l)), такая ÷то

E(T ) = 0, (1.4)

иëи, ÷то то же саìое, в ìоìент вреìени t = T ре-
øение заäа÷и (1.1)—(1.3) приниìает сëеäуþщие
зна÷ения:

u|t = T = 0, ut|t = T = 0, 0 m x m l. (1.5)

Отìетиì, ÷то äëя заäа÷и Штурìа—Лиувиëëя

–vxx + q(x)v = λv, 0 m x m l, (1.6)

v(0) = v(l) = 0, (1.7)

хороøо известны собственные зна÷ения, образуþщие
ìонотоннуþ посëеäоватеëüностü 0 < λ1 < λ2 < λ3 < ...
... < λn < ..., а отве÷аþщие иì собственные функöии
v1(x), v2(x), v3(x), ..., vn(x), ... образуþт ортонорìиро-
ванный базис в L2(0, l). При этоì

ωn = a  = n + cn + O  при n → ∞, (1.8)

÷то позвоëяет разëожитü функöии u(t, x), g(t, x),
h0(x), h1(x) в ряäы Фурüе по систеìе {vn(x)}.

Тригонометрическая проблема моментов

Выпоëнение усëовий (1.5) привоäит нас к систе-
ìе интеãраëüных уравнений Фреäãоëüìа 1-ãо роäа

 n = 1, 2, ..., (1.9)

которуþ принято называтü триãоноìетри÷еской про-
бëеìой ìоìентов. Зäесü an, bn, gn(t) — коэффиöи-
енты Фурüе разëожения функöий h0(x), h1(x), g(t, x)
в ряäы по ортонорìированноìу базису {vn(x)}.
Отìетиì, ÷то фунäаìентаëüные резуëüтаты по

иссëеäованиþ разреøиìости пробëеìы ìоìентов
äëя боëее сëожных систеì, ÷еì триãоноìетри÷е-
ские, но коне÷ноìерных в Lp(0, T ), 1 m p < ∞, быëи
поëу÷ены М. Крейноì, Н. Ахиезероì, И. Гëазìа-
ноì, М. Красносеëüскиì [3—6] и äр.
Что касается сëу÷аев, рассìатриваеìых в äан-

ной работе, они отëи÷аþтся теì, ÷то триãоноìетри-
÷еская систеìа бесконе÷ноìерная в L2(0, T ), и при
этоì вреìя Т явëяется неизвестной веëи÷иной. Ос-
нову иссëеäований составëяет установëение асиìп-
тотики соответствуþщих зна÷ений ωn, позвоëяþ-
щей испоëüзоватü известные теореìы Н. Левинсо-
на [7] и Р. Беëëìана [8].
Проäоëжиì иссëеäование заäа÷и Д. Лаãнесса. Из

асиìптотики (1.8) вытекает существование поëожи-

теëüноãо преäеëа  = . Поëаãая  = ,

в сиëу теореìы Н. Левинсона [7] закëþ÷аеì, ÷то при

T = (1.10)

триãоноìетри÷еская систеìа {sinωnt, cosωnt} обра-
зует базис Рисса в L2(0, T ), сëеäоватеëüно, äëя нее
существует биортоãонаëüная в L2(0, T ) систеìа
функöий {ϕn(t), ψn(t)}. Поэтоìу существует реøе-
ние пробëеìы ìоìентов (1.9) — оптиìаëüное уп-
равëение w(t) ∈ L2(0, T ), такое ÷то

w(t) = gn(t) = (anωnϕn(t) – bnψn(t)), (1.11)

при÷еì äëя неãо справеäëива оöенка

||w(t)|| mconst(||h0(x)|| +||h1(x)|| . (1.12)

Управление в подобласти

Д. Лаãнессоì также быëа реøена заäа÷а ãаøения
коëебаний струны, есëи управëение g(t, x) сосреäо-
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то÷ено в произвоëüной обëасти [α, β], т. е. g(t, x) ∈
∈ L2(0, T ) × [α, β]). Эта заäа÷а эквиваëентна про-
бëеìе ìоìентов

 n = 1, 2, ... . (1.13)

В этоì сëу÷ае искоìая функöия

g(t, x) = (ωnanϕn(t) – bnψn(t))vn(x)χ[α, β](x),(1.14)

ãäе χ[α, β](x) — характеристи÷еская функöия отрезка

[α, β], а = , при÷еì (x)dx > 0,

так как (x)dx = β – α (÷то ëеãко проверитü

интеãрированиеì уìноженноãо на vn уравнения
(1.6) äëя λ = λn и v = vn). Сëеäоватеëüно, справеä-
ëива анаëоãи÷ная (1.12) оöенка

(g(t, x))2dxdt m

m (||h0(x)||  + ||h1(x)|| ). (1.15)

Заìетиì, ÷то из соотноøения (1.15) не вытекает
возìожностü испоëüзоватü так называеìый то÷е÷-
ный äеìпфер, так как при β – α → 0 эта оöенка → ∞.
Резуëüтаты Д. Лаãнесса иìеþт важное практи-

÷еское зна÷ение äëя опреäеëения вреìени Т ãаøе-
ния коëебаний, оäнако весüìа затруäнитеëüно по-
строитü прибëиженное оптиìаëüное управëение,
так как прихоäится реøатü бесконе÷нуþ систеìу
интеãраëüных уравнений äëя нахожäения сопря-
женных функöий и суììироватü бесконе÷ный ряä
(1.14). Сëеäоватеëüно, äëя нахожäения прибëи-
женных реøений необхоäиìо существенно сузитü
кëасс управëяþщих функöий.

О классах управлений

Д. Рассеë [9] преäëожиë испоëüзоватü тоëüко
оäну управëяþщуþ функöиþ, т. е. взятü

g(t, x) = w(t)f(x), 0 m x m l, 0 < t, (1.16)

ãäе f(x) — некоторая заäанная функöия. Оäнако,
äаже в сëу÷ае управëения коëебанияìи струн (q ≡ 0),

коãäа λn и vn(x) иìеþт явный виä λn = , ωn = ,

vn(x) = sin , äëя нахожäения оптиìаëüноãо

управëения w(t) ìы снова иìееì бесконе÷нуþ
пробëеìу ìоìентов:

w(t)dt = , n = 1, 2, ..., (1.17)

ãäе

fn = f(x)sin dx ≠ 0. (1.18)

Заìетиì, ÷то  = , поэтоìу из пре-

äеëüноãо соотноøения Н. Левинсона (1.10) поëу-

÷аеì сразу T = , систеìа  = 

образует ортоãонаëüный базис в коìпëексноì про-
странстве L2(0, T ), и оптиìаëüная функöия управ-
ëения w(t) преäставëяется в виäе ряäа

w(t) = . (1.19)

Есëи f(x) ∈ L2(0, l), то || f ||2 = , откуäа

| fn| → 0, n → ∞. Зна÷ит, ряä (1.19), вообще ãоворя,
не схоäится в L2(0, T ). Есëи поëожитü все fn = 1, то
поëу÷иì, ÷то

f(x) = sin  = δ(x), (1.20)

ãäе δ(x) — äеëüта-функöия Дирака.

Точечный демпфер

Иссëеäованиþ пробëеìы ìоìентов äëя управ-
ëения виäа

g(t, x) = w(t)δ(x – x0), x0 ∈ (0, l) (1.21)

(так называеìый то÷е÷ный äеìпфер) посвящен ряä
работ А. Бутковскоãо [10, 11]. Из них вытекает,

в ÷астности, ÷то äëя fn = sin  то÷ки x0 = l,

k, n = 1, 2, ..., k < n, образуþт ìножество то÷ек не-
управëения систеìы (1.1)—(1.3), в этоì сëу÷ае воз-
никаþт реøения, соответствуþщие оäнороäной
систеìе в виäе стоя÷их воëн (энерãия которых по-

стоянна), и это ìножество  всþäу пëотно на

проìежутке (0, l). Это затруäняет äëя остаëüных то÷ек
проìежутка (0, l), называеìых то÷каìи управëяе-
ìости, построение устой÷ивых аëãоритìов ÷исëен-
ноãо (прибëиженноãо) реøения заäа÷и ãаøения

g(t, x)cosωntdxdt = –βn,

g(t, x)sinωntdxdt = αnωn,
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коëебаний. При этоì принаäëежностü оптиìаëü-
ноãо управëения w(t) пространству L2(0, T ) требует
зна÷итеëüной ãëаäкости на÷аëüных возìущений.

Точечный движущийся демпфер

Заìетиì оäнако, ÷то ìножество то÷ек неуправ-
ëяеìости иìеет ëебеãову ìеру нуëü на проìежутке
(0, l). Поэтоìу естественно рассìатриватü (Л. Му-
равей, [12—13]) управëение в виäе

g(t, x) = w(t)δ(x – x0 – s(t)) (1.22)

(так называеìый то÷е÷ный äвижущийся äеìпфер)
в преäпоëожении оãрани÷енной вариаöии произ-
воäной функöии s(t) на отрезке [0, T]. Ввеäение
второй управëяþщей функöии позвоëяет по÷ти äëя
всех t ∈ [0, T] нахоäитüся в то÷ках управëяеìости
и, теì саìыì, избежатü появëения стоя÷их воëн.
Пробëеìа ìоìентов äëя простейøеãо äеìпфера типа

(1.22), x0 = 0 и s(t) = , быëа ис-

сëеäована в работах Б. Биëаëова и Л. Муравüя
[14—15], ãäе быëо äоказано, ÷то систеìа

(1.23)

при b > a образует базис Рисса в L2(0, T ) на отрезке

[0, T], ãäе T = . Чтобы пояснитü этот резуëüтат,

заìетиì, ÷то

sin  = , t∈ [0, T],

поэтоìу систеìу (1.23) ìожно заìенитü систеìой

{(ϖ(t))n}, t ∈ ,

ãäе

ϖ(t) = 

σ(t) = i (a + b)t, δ(t) = i (b – a)t, b > a. (1.24)

Сëеäоватеëüно, функöия ϖ(t) непрерывно воз-

растает на отрезке , и преäеëüное усëовие

Н. Левинсона приниìает виä

(a + b)  + (b – a)  = 2π, откуäа T = .(1.25)

Зна÷ит, вреìя ãаøения коëебаний то÷е÷ныì
äвижущиìся äеìпфероì, вообще ãоворя, ìенüøе
вреìени ãаøения коëебаний ìетоäоì Д. Лаãнесса.

О численном решении задач гашения колебаний

Отìетиì, ÷то испоëüзование то÷е÷ноãо äвижу-
щеãося äеìпфера (1.22) при оãрани÷ениях α m x0 +
+ s(t) m β, ãäе (α, β) ∈ [0, l], а также ìетоäа харак-
теристик реøения заäа÷и (1.1)—(1.3) позвоëиëо
разработатü эффективные ÷исëенные ìетоäы ãа-
øения коëебаний струны и пряìоуãоëüной ìеìб-
раны (А. Махìуäов, Л. Муравей [16]; С. Асëанов,
И. Михайëов, Л. Муравей [17]; А. Атаìуратов [18]).
Пример 1. Рассìотриì заäа÷у ãаøения коëебаний

струны при a = 2, закëþ÷аþщуþся в нахожäении
оптиìаëüных управëяþщих функöий w(t), s(t) и
вреìени ãаøения коëебаний T. На÷аëüные возìу-
щения h0(x), h1(x) преäставëены на рис. 1 и рис. 2.
На рис. 3 и рис. 4 изображены оптиìаëüные уп-

равëяþщие функöии w(t) и s(t) соответственно.
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Рис. 1. Начальное возмущение
h0(x)

Рис. 2. Начальное возмущение
h1(x)

Рис. 4. Оптимальная управляющая функция s(t)

Рис. 3. Оптимальная управляющая функция w(t) 
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На рис. 5 изображен виä функöии u(t, x) (осü t
направëена справа наëево). За вреìя T = 3 проис-
хоäит практи÷ески поëное ãаøение коëебаний.
Резуëüтаты работ [16—18] показаëи, ÷то есëи β – α

äостато÷но ìаëо, то управëение w(t)δ(x – x0 – s(t))
ìожно с боëüøой то÷ностüþ заìенитü управëениеì
w(t)χ[α, β](x) (так называеìый узкий äеìпфер). По-
этоìу анаëоãи÷ные äеìпферы буäут испоëüзоватü-
ся в äаëüнейøеì при иссëеäовании заäа÷и ãаøе-
ния коëебаний баëки и пряìоуãоëüной пëастины.
Целью данной работы является исследование уп-

равляемости упругих систем, описываемых гиперболи-
ческими по Петровскому уравнениями четвертого по-
рядка. Типичными объектами являются балки (тру-
бопроводы, космические антенны) и пластины,
являющиеся элементами многочисленных конструк-
ций (космические платформы).

Гашение колебаний балки

Коëебания баëки описываþтся ãипербоëи÷е-
скиì по Петровскоìу уравнениеì

utt = –a2uxxxx + g(t, x), (t, x) ∈
∈ Π ={0 m x m l, 0 m t m T }. (2.1)

На÷аëüные откëонение и скоростü переìеще-
ния баëки

u|t = 0 = h0(x), ut|t = 0 = h1(x), 0 m x m l (2.2)

ìы снова буäеì рассìатриватü как на÷аëüные воз-
ìущения. На конöах баëки наëожиì усëовия
нежесткоãо закрепëения

u|x = 0 = uxx|x = 0 = 0, u|x = l = uxx|x = l = 0,
0 m t m T. (2.3)

Буäеì искатü управëяþщуþ функöиþ g(t, x) ∈
∈ L2(Π), перевоäящуþ баëку из состояния (2.2) в
состояние

u|t = T = 0, ut|t = T = 0, 0 m x m l, (2.4)

за ìиниìаëüное вреìя T, преäпоëаãая ÷то h0(x) ∈

∈ (Π), h1(x) ∈ L2(Π).

Соответствуþщая систеìе (2.1)—(2.4) заäа÷а
Штурìа—Лиувиëя

(2.5)

иìеет посëеäоватеëüностü собственных ÷исеë

λn =  и отве÷аþщуþ ей ортонорìированнуþ

посëеäоватеëüностü собственных функöий vn(x) =

= sin , n = 1, 2, ... Анаëоãи÷но изëоженно-

ìу выøе поëу÷аеì сëеäуþщуþ пробëеìу ìоìентов:

gn(t) dt = bn – ia an, n = 1, 2, ..., (2.6)

ãäе an, bn, gn(t) — коэффиöиенты Фурüе функöий
h0(x), h1(x), g(t, x) по ортонорìированноìу в L2(0, l)

базису {vn(x)}, ãäе ωn =  = n2, n = 1, 2, ...

Систеìа экспонент

 = (2.7)

явëяется ортоãонаëüной на отрезке [0, T], есëи

 = , т. е. T = . (2.8)

Такиì образоì найäено, вообще ãоворя, не ìи-
ниìаëüное вреìя ãаøения коëебаний. Отве÷аþщее
еìу управëение

w(t) = gn(t) = (bn – i an) (2.9)

в сиëу усëовий на на÷аëüные возìущения прина-
äëежит L2(0, T ).

Даëее иссëеäуеì систеìу  на

отрезке [0, τ], τ < T. Ясно, ÷то эта систеìа не поëна,

Рис. 5. Вид функции u(t, x) 
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оäнако явëяется по÷ти биортоãонаëüной по Р. Беëë-
ìану [8], поскоëüку уäовëетворяет сëеäуþщиì
äвуì усëовияì:

1) |ϕn(t)|
2dt = 1; (2.10)

2) есëи поëожитü amn= (2.11)

то äоëжно выпоëнятüся неравенство

|amn|
2 < +∞. (2.12)

Первое усëовие (2.10) о÷евиäно. Провериì второе
усëовие (2.11). Иìееì

ϕm(t) (t) =

= cos (n2–m2)t – isin (n2 – m2)t , (2.13)

откуäа

ϕm(t) (t)dt =

= .

Зна÷ит, n ≠ m и

|amn| m  m

m (2.14)

и

|amn|
2 m  =

=  m . (2.15)

Заìетиì, ÷то усëовия 1), 2) выпоëняþтся и при
τ > T. При выпоëнении усëовий 1) и 2) из работы
Р. Беëëìана [8] вытекаþт сëеäуþщие неравенства:

1) есëи вещественнозна÷ная функöия w(t) ∈

∈ (0, τ), ãäе (0, τ) — заìыкание систеìы {ϕn(t)}

в норìе L2(0, τ), и есëи dn = w(t) (t)dt, m ≠ n, то

|dn|
2 m |w(t)|2dt ; (2.16)

2) сëеäоватеëüно, справеäëива оöенка

dn – w(t) (t)dt  m |dn|
2. (2.17)

В ÷астности, из оöенки (2.17) вытекает, ÷то

dn – w(t) (t)dt  = 0, (2.18)

т. е. пробëеìу ìоìентов (2.6) ìожно реøитü в

(0, τ) тоëüко асиìптоти÷ески.

Заìетиì, ÷то коэффиöиент  = 

в неравенстве (2.17) показывает, ÷то при уìенüøе-
нии τ нахожäение прибëиженноãо оптиìаëüноãо
управëения усëожняется. Наоборот, при τ . T
пробëеìу ìоìентов ìожно с требуеìой то÷ностüþ
реøитü äостато÷но просто.

Численное решение задачи гашения колебаний балки

Дëя поëу÷ения управëяþщей функöии буäеì
испоëüзоватü ÷исëенные ìетоäы. В ка÷естве управ-
ëяþщей функöии буäеì рассìатриватü äвижущий-
ся то÷е÷ный äеìпфер

g(t, x) = w(t)δ(x – x0 – s(t)), (2.19)

ãäе w(t) и s(t) — äве искоìые управëяþщие функ-
öии, δ — äеëüта-функöия Дирака. Мы буäеì преä-
поëаãатü, ÷то w(t) ∈ L2(0, T ), а s(t) — функöия с оã-
рани÷енной вариаöией.
Уравнение (2.1) ìожно свести к систеìе äвух

уравнений второãо поряäка [20]

(2.20)
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На÷аëüные и ãрани÷ные усëовия перепиøутся
сëеäуþщиì образоì:

u(0, x) = h0(x),

v(0, x) = h1(η)dη dξ – h1(η)dη dξ,(2.21)

u(t, 0) = 0, u(t, l) = 0, v(t, 0) = 0,

v(t, l)= f(t, l)dt+ h1(y)dydx – h1(η)dηdξ.(2.22)

Построиì коне÷но-разностнуþ схеìу äëя при-
бëиженноãо реøения систеìы (2.20). Разобüеì
рассìатриваеìуþ обëастü на пряìоуãоëüные я÷ейки
параëëеëüныìи пряìыìи xm = mhx, m = 0, ..., NX,
tn = nht, n = 0, ..., NT, ãäе hx = l/NX и ht = T/NT.
В резуëüтате этих операöий ìы ìожеì записатü
сëеäуþщие соотноøения:

(2.23)

Есëи сäеëатü заìену

 = , α = , β = , B = 

и V = , (2.24)

то систеìу (2.24) ìожно записатü в векторной форìе

 – [2E + αB]  +  =

= –(  – [2E + αB]  +  + βV), (2.25)

ãäе E — еäини÷ная ìатриöа. Поëожиì C = 2E + αB,

= 2E – αB и  =  –  +  + βV.

Тоãäа наøа систеìа запиøется сëеäуþщиì образоì:

 – C  +  = – . (2.26)

Заìетиì, ÷то схеìа (2.26) явëяется безусëовно
устой÷ивой.
Буäеì реøатü ее ìетоäоì реäукöии. Дëя реøе-

ния заäа÷и ãаøения коëебаний буäеì испоëüзоватü
ìетоä коорäинатноãо спуска. Аппроксиìируеì

функöии w(t) и s(t) кусо÷но-постоянныìи функ-
öияìи: ∀t ∈ [ti, ti + 1] поëожиì w(t) = wi, s(t) = si,

ãäе wi, si — const, i = . Тоãäа интеãраë энер-

ãии баëки буäет явëятüся функöией переìенных
w0, w1, ..., , s0, s1, ..., 

E(T ) = L(w0, w1, ..., , s0, s1, ..., ). (27)

Оптиìаëüные зна÷ения w0,w1,..., , s0, s1, ..., ,
ìиниìизируþщие (2.27) с заäанной то÷ностüþ ε, и
буäут искоìыì реøениеì заäа÷и.
Пример 2. На÷аëüные усëовия h0(x) = 0,25sin(πx),

h1(x) = 0, x0 = 0,5. Вхоäные параìетры l = 1, a = 1,
ht = hx/2, в ìетоäе реäукöии заäаäиì ÷исëо M = 5,
тоãäа hx = 0,0312, ht = 0,0156. Буäеì с÷итатü, ÷то за-
äа÷а ãаøения коëебаний реøена, есëи E(T ) m ε, ãäе
ε = 0,001. Миниìаëüное вреìя, требуеìое äëя ãаøе-
ния, равно T = 0,141. На рис. 6, 7 изображен про-
öесс ãаøения первона÷аëüноãо возìущения баëки:
ãрафик зна÷ений функöии u(t, x) (рис. 6), и виä уп-
равëяþщей функöии w(t) (рис. 7). При этоì ìожно
поëожитü s(t) ≡ 0.
Мноãо÷исëенные рас÷еты показаëи, ÷то ãаøе-

ние коëебаний происхоäит за наиìенüøее вреìя,
есëи непоäвижный то÷е÷ный äеìпфер нахоäится в
то÷ке ìаксиìуìа аìпëитуäы на÷аëüноãо возìуще-
ния (2.2), по сравнениþ со сëу÷аеì, коãäа äеìпфер
поìещается в äруãуþ то÷ку баëки.
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Рис. 7. Управляющая функция w(t)
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Пример 3. Рассìотриì усëовия приìера 2, но
поëожиì x0 = 0,687. Усëовиеì ãаøения коëебаний,
как и прежäе, буäеì поëаãатü E(T) m ε, ãäе ε = 0,001.
В этоì сëу÷ае ìиниìаëüное вреìя, требуеìое äëя
ãаøения, увеëи÷иëосü äо T = 0,219. На рис. 8, 9
изображен проöесс ãаøения первона÷аëüноãо воз-
ìущения баëки: ãрафик зна÷ений функöии u(t, x)
(рис. 8), и виä управëяþщей функöии w(t) (рис. 9).
При этоì ìожно поëожитü s(t) ≡ 0.
Выøе уже ãовориëосü, ÷то есëи то÷е÷ный ста-

öионарный äеìпфер (1.21) поìещен на струне в
то÷ку x0, которая явëяется узëоì стоя÷их воëн ре-
øений оäнороäноãо уравнения коëебаний струны,
то заäа÷а ëибо неразреøиìа, ëибо неустой÷ива.
Этот факт также ìожет иìетü ìесто и при ãаøении
коëебаний баëки.

Пример 4. Пустü h0(x) = 0,1sin(2πx), h1(x) = 0,
x0 = 0,5, s(t) ≡ 0. Деìпфер, установëенный в то÷ку
x0 = 0,5, не ìожет поãаситü коëебания баëки, по-
скоëüку в саìой то÷ке x0 = 0,5 коëебаний не про-
исхоäит, и функöия управëения приниìает виä
w(t) ≡ 0. Это наãëяäно виäно на рис. 10.
Испоëüзование же äвижущеãося то÷е÷ноãо äеìп-

фера позвоëяет реøитü заäа÷у.
Пример 5. Пустü h0(x) = 0,1sin(2πx), h1(x) = 0,

x0 = 0,5. Функöия s(t) заäаваëасü по закону, изо-
браженноìу на рис. 11. Вреìя ãаøения äëя äанных
усëовий равняëосü T = 0,781. Управëяþщая функ-
öия w(t) преäставëена на рис. 12, а проöесс ãаøе-
ния — на рис. 13.
Такиì образоì, заäа÷а ãаøения коëебаний баë-

ки реøается за коне÷ное вреìя.

Рис. 8. Процесс гашения колебания

Рис. 9. Управляющая функция w(t)

Рис. 10. Функция расположения точечного демпфера s(t) Рис. 13. Процесс гашения колебания

Рис. 12. Управляющая функция w(t)

Рис. 11. Функция перемещения точечного демпфера s(t)
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Гашение колебаний прямоугольной пластины

Маëые попере÷ные коëебания упруãой изо-
тропной пëастины постоянной тоëщины h описы-
ваþтся уравнениеì Софи-Жарìен

ρutt = –DΔΔu + (t, x, y), 0 m t, (x, y) ∈ Π =
= {0 m x m l1, 0 m y m l2},

ãäе D =  — изãибная жесткостü пëастин-

ки; ν — коэффиöиент Пуассона; E — ìоäуëü Юнãа;
ρ — уäеëüная пëотностü на еäиниöу пëощаäи пëас-

тинки; t — вреìя, Δ =  +  — äвуìерный опе-

ратор Лапëаса. С÷итая ρ и D постоянныìи, исхоäное
уравнение ìожно привести к виäу (ãипербоëи÷еско-
ìу уравнениþ по Петровскоìу ÷етвертоãо поряäка)

utt = –a2ΔΔu + g(t, x, y), t l 0, (x, y) ∈ Π. (3.1)

На÷аëüные откëонение и скоростü пëастины от
поëожения равновесия буäеì заäаватü как на÷аëü-
ные усëовия и с÷итатü их нежеëатеëüныìи возìу-
щенияìи

u(0, x, y) = h0(x, y), ut(0, x, y) = h1(x, y), (x, y) ∈ Π.(3.2)

На ãраниöе Γ пëастины наëожиì усëовие øар-
нирноãо закрепëения

u|Γ = 0, Δu|Γ = 0, t l 0. (3.3)

Правуþ ÷астü уравнения (3.1) g(t, x, y) буäеì на-
зыватü функöией управëения. Как и ранее, наì
уäобно рассìатриватü обобщенное реøение заäа÷и
(3.1)—(3.3) (в сìысëе интеãраëüноãо тожäества),
которое существует и еäинственно в собоëевскоì

пространстве ([0, T] × Π), есëи преäпоëожитü,

÷то h0(x, y) ∈ (Π), h1(x, y) ∈ L2(Π) и g(t, x, y) ∈

∈ L2([0, T] × Π).
Заìетиì, ÷то äëя обобщенноãо реøения интеãраë

энерãии E(t) иìеет виä

E(t) = (  + a2(  + 2  + ))dxdy, (3.4)

при÷еì äëя g(t, x, y) ≡ 0

E(t) = E(0) = ( (x, y) + a2( (x, y) +

+ 2 (x, y) + (x, y)))dxdy =

=  + a2 .

Заäа÷а ãаøения коëебаний пряìоуãоëüной пëас-
тины закëþ÷ается в нахожäении ìиниìаëüноãо
зна÷ения t = T такоãо, ÷то при ëþбых на÷аëüных
возìущениях h0(x, y), h1(x, y) (из привеäенных

кëассов) найäется управëяþщая функöия g(t, x, y)
(из описанноãо кëасса), ÷то

E(T ) = 0. (3.5)

Отìетиì, ÷то усëовие (3.5) эквиваëентно усëовияì

u(T, x, y) = 0, ut(T, x, y) = 0, (x, y) ∈ Π. (3.6)

Чтобы поëу÷итü пробëеìу ìоìентов, рассìот-
риì соответствуþщуþ заäа÷у Штурìа—Лиувиëëя

–Δ2v = λv, (x, y) ∈ Π, (3.7)

v|Γ = 0, Δv|Γ = 0. (3.8)

Нетруäно показатü, ÷то собственные зна÷ения
этой заäа÷и иìеþт виä

λk, p = , k, p = 1, 2, ..., (3.9)

а отве÷аþщая иì систеìа собственных функöий

vk, p(x, y) = sin sin ,

k, p = 1, 2, ..., (3.10)

образует ортонорìированный базис в L2(0, π). Сëе-
äоватеëüно, разëаãая функöии h0(x, y), h1(x, y),
g(t, x, y) в ряäы Фурüе по этоìу базису {vk, p(x, y)},
ìы поëу÷иì реøение заäа÷и (3.1)—(3.3) в виäе ряäа

u(t, x, y) =

= ak, pcos(a t) + sin(a t) +

+ gk, p(τ)sin[a (t – τ)]dτ vk, p(x, y),(3.11)

ãäе ak, p, bk, p, gk, p(t) — коэффиöиенты Фурüе функ-
öий h0(x, y), h1(x, y), g(t, x, y) соответственно.
Из соотноøения (3.11) станäартныìи преобра-

зованияìи с у÷етоì усëовий (3.6) поëу÷иì беско-
не÷нуþ систеìу интеãраëüных уравнений первоãо
роäа относитеëüно неизвестных функöий gk, p(t) —
пробëеìу ìоìентов

(3.12)

Заìетиì, ÷то ее ìожно переписатü в виäе

gk, p(t) dt = dk, p = bk, p – iaπ2ωk, pak, p,(3.13)

ãäе ωk, p =  + , k, p = 1, 2, ... .

g~

Eh3

12 1 ν2
–( )

-------------------

∂2

x2∂
------ ∂2

y2∂
------

W2
1 2,

W2
20

 
Π
∫ ut

2 uxx
2 uxy

2 uyy
2

 
Π
∫ h1

2 h0xx
2

h0xy
2 h0yy

2

h1 L2 Π( )
2 h0 W2

2 Π( )

2
0

πk
l1
-----

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2 πp

l2
----

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2

+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2

l1l2
π

---------- πk
l1
-----x⎝ ⎠

⎛ ⎞ πp
l2
----y⎝ ⎠

⎛ ⎞

k p, 1=
∑  

⎝
⎜
⎛

λk p,
bk p,

a λk p,

------------- λk p,

1

a λk p,

-------------  
0

t

∫ λk p, ⎠
⎟
⎞

gk, p(t)cos(a t)dt = bk, p,

gk, p(t)sin(a t)dt = –a ak, p,

k, p = 1, 2, ... .

 
0

T

∫ λk p,

 
0

T

∫ λk p, λk p,

 
0

T

∫ e
iaπ2ωk p, t

k2

l1
2

---- p2

l2
2

----



596 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 9, 2016

Иссëеäование разреøиìости пробëеìы ìоìен-
тов тесно связано с асиìптоти÷ескиìи свойстваìи
при äостато÷но боëüøих зна÷ениях k, p соответст-
вуþщей систеìы экспонент

(3.14)

в пространстве L2(0, T). Перенуìеруеì ωk, p в поряäке
их неубывания с у÷етоì возìожной кратности. Тоãäа
поëу÷иì неубываþщуþ посëеäоватеëüностü ÷исеë
ωn, n = 1, 2, ..., ãäе ноìер n оäнозна÷но опреäеëяется
некоторыì ноìероì (k(n), p(n)), т. е. ωn = ωk(n), p(n).
Найäеì асиìптотику ÷исеë ωn при боëüøих зна÷е-
ниях n. Дëя этоãо обозна÷иì ÷ерез N(ρ), ρ > 0 ÷исëо
таких ωk, p с у÷етоì кратности, äëя которых

 +  m ρ. (3.15)

Ясно, ÷то N(ρ) равно ÷исëу то÷ек (k, p), уäов-
ëетворяþщих неравенству (3.15), иëи пëощаäи фи-
ãуры , составëенной из пряìоуãоëüников

Πk, p = {(x, y): (k – 1)l1 m x m kl1, (p – 1)l2 m y m pl2},
иëи, ÷то то же саìое, уìноженной на 1/l1l2 пëоща-
äи фиãуры, составëенной из еäини÷ных кваäратов
Kk, p = {(x, y): k – 1 m x m k, p – 1 m y m p}, уäов-
ëетворяþщих неравенству

k2 + p2 m ρ. (3.16)

Откуäа, о÷евиäно, вытекает оöенка

N(ρ) m . (3.17)

Пустü qn — кратностü ÷исëа ωn, тоãäа

n + qn – 1 = N(ωn). (3.18)

При этоì кратностü qn ìожно оöенитü сëеäуþ-
щиì образоì:

qn m ωn –  m

m . (3.19)

Из выражений (3.13), (3.17)—(3.19) вытекает со-
отноøение

 = . (3.20)

Сëеäоватеëüно, äëя систеìы экспонент 

на отрезке [0, T] справеäëива теореìа Н. Левинсона,
есëи

 = , т. е. T = . (3.21)

Такиì образоì, на отрезке [0, T] эти систеìы
экспонент образуþт базис Рисса в L2(0, T ). Зна÷ит,
реøение пробëеìы ìоìентов (3.13) в новой форìе

gn(t) dt = bn – iaπ2ωnan, (3.22)

ãäе gn = gk(n), p(n)(t), ωn = ωk(n), p(n), an = ak(n), p(n),
bn = bk(n), p(n), преäставëяется в виäе

w(t) = gn(t) = Ψn(t)(bn – iaπ2ωnan), (3.23)

ãäе {Ψn(t)} — систеìа биортоãонаëüная систеìе

 в L2(0, T ).

Так же, как и в сëу÷ае ãаøения коëебаний стру-
ны, ìожет бытü реøена заäа÷а ãаøения коëебаний
пëастины, есëи управëение сосреäото÷ено в про-
извоëüноì пряìоуãоëüнике (α, β) × (γ, δ) ⊂ Π.

Численное решение задачи гашения колебаний 
прямоугольной пластины

Дëя поëу÷ения управëяþщей функöии буäеì
испоëüзоватü ÷исëенные ìетоäы. Уравнение (3.1)
ìожно привести к систеìе äвух уравнений

(3.24)

На÷аëüные и ãрани÷ные усëовия äëя функöии v
заäаþтся соотноøенияìи

v(0, x, y) = –a((h0)xx + (h0)yy, v|Г = 0. (3.25)

Дëя тоãо ÷тобы ÷исëенно реøитü систеìу (2.14),
построиì коне÷но-разностнуþ схеìу äëя прибëи-
женноãо реøения. Дëя этоãо разобüеì рассìатри-
ваеìуþ обëастü на пряìоуãоëüные я÷ейки параë-
ëеëüныìи пряìыìи xm = mhx, m = 0, ..., NX, yk = khy,
k = 0, ..., NY, tn = nht, n = 0, ..., NT, ãäе hx = l/NX,
hy = l/NY и ht = T/NT.
В резуëüтате этих операöий ìы ìожеì записатü

сëеäуþщуþ систеìу:

(3.26)
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Схеìа устой÷ива по Нейìану при усëовии

ht m /(2a(  + )). (3.27)

Дëя реøения заäа÷и ãаøения коëебаний буäеì
искатü управëяþщуþ функöиþ в виäе

g(t, x, y) =

=w(t) (3.28)

ãäе (x0, y0) — öентр распоëожения äеìпфера на

пëастине, w(t) ∈ L2(0, T ), (α, β) × (α, β) ⊂ Π, и буäеì

испоëüзоватü ìетоä коорäинатноãо спуска. Аппрок-
сиìируеì функöиþ w(t) кусо÷но-постоянной функ-
öией: ∀t ∈ [ti, ti + 1] поëожиì w(t) = wi, ãäе wi — const,

i = . Тоãäа интеãраë энерãии (2.4) буäет яв-

ëятüся функöией переìенных w0, w1, ..., :

E(t) = L(w0, w1, ..., ). (3.29)

Оптиìаëüные зна÷ения w0, w1, ..., , ìиниìи-

зируþщие интеãраë энерãии E(t) с заäанной то÷но-
стüþ ε, и буäут явëятüся искоìыì реøениеì заäа÷и.
Пример 6. Рассìотриì на÷аëüные усëовия

h0(x, y) = 0,01sin(πx/l1)sin(πy/l2), h1(x, y) = 0. Вхоäные
параìетры hx = 0,1, hy = 0,1, ht = 3,5355•10–7, a = 1,

l1 = l2 = 1, x0 = 0,5, y0 = 0,5, α = β = 0. Усëовиеì ãа-
øения буäеì поëаãатü выпоëнение неравенства
E(t) m ε, ãäе ε = 0,001. Заäа÷а реøается за вреìя
T =  0,0668. На рис. 14 изображен проöесс ãаøения
в се÷ении y = 0,5. При этоì управëяþщая функöия
w(t), с поìощüþ которой уäаëосü поãаситü коëеба-
ния, иìеет виä, изображенный на рис. 15.
Такиì образоì, заäа÷а ãаøения коëебаний пря-

ìоуãоëüной пëастины реøается за коне÷ное вреìя.
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Methods for damping for oscillations of elements of complex mechanical systems such as strings and membranes began to
develop rapidly in the 70s of the last century. The most significant results were obtained by J.-L. Lions, D. Lagnesse, D. Russel,
A. Butkovskiy, which dealt with cases of string oscillations (with various types of restraints at the borders) and circular mem-
brane. In this paper we consider the control problem of elastic dynamic systems modeled by partial differential equations of
the fourth order, hyperbolic by Petrovsky, which describe, in particular, oscillations in antennas and other elements of space
platforms, pipelines, bridge openings. The control problem is to find the minimum time to damp oscillations arisen due to initial
perturbation of the system. To solve this problem we derive trigonometric moment problem (infinite system of integral equations
of first order for the time component of the control function). We prove the existence of the minimum time and optimal control
in case of beams and plates. Wherein time for damping of oscillations and optimal control are given in explicit form. To obtain
these results we study the asymptotic behavior of eigenvalues of the corresponding spectral problem by using the classic theorem
of N. Levinson (on the basis of the Riesz exponential systems) and Bellman (of almost orthogonal trigonometric systems). Note
that the classical solutions of the moment problem presented in the form of infinite series of functions and to obtain the elements
of these series is a separate difficult problem. Therefore in order to find the approximate solution we consider the class of control
functions such as point moving and slim dampers and build effective numerical methods. Given examples confirm that proposed
numerical methods allow us to find solution of problem with sufficient accuracy.

Keywords: damping of oscillations, trigonometric moment problem, orthogonal systems and Riesz basis, asymptotic moment
problem, stationary and moving dampers, reduction method, coordinate descent method
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