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Алгоритм робастного управления 
линейными объектами с векторными входами-выходами

в условии насыщения сигнала управления*

Введение

Оäной из кëþ÷евых пробëеì в теории управëения
явëяется управëение объектаìи в усëовии неопре-
äеëенности, коãäа неäоступны изìерениþ произ-
воäные выхоäа объекта управëения. Об этоì свиäе-
теëüствует боëüøое ÷исëо пубëикаöий на эту теìу.
Оäниì из эффективных способов управëения объ-
ектаìи в усëовии неопреäеëенности явëяется ро-
бастное управëение, äëя котороãо на сеãоäняøний
äенü преäëожено äостато÷ное ÷исëо реøений [1—6].
В работах [2, 3] äëя управëения объектаìи в ус-

ëовиях параìетри÷еской неопреäеëенности и внеø-
них возìущений испоëüзуþтся разëи÷ные ìоäифи-
каöии набëþäатеëей с боëüøиì коэффиöиентоì
усиëения (high-gain observer) äëя оöенки произвоä-
ных выхоäа объекта. Наëи÷ие боëüøоãо коэффи-
öиента необхоäиìо äëя обеспе÷ения робастной ус-
той÷ивости заìкнутой систеìы по отноøениþ к
äанныì неопреäеëенностяì. Оäнако при рассоãëа-
совании на÷аëüных усëовий объекта и систеìы уп-
равëения увеëи÷ение коэффиöиента усиëения в
набëþäатеëе ìожет привести к увеëи÷ениþ ìно-
жества зна÷ений функöии управëения в на÷аëüный
ìоìент вреìени. В работе [4] на базе резуëüтатов
статüи [3] поëу÷ена простая схеìа управëения, преä-
ставëенная посëеäоватеëüныì соеäинениеì аперио-
äи÷еских и форсируþщих звенüев. В работе [5]

рассìотрено реøение заäа÷и коìпенсаöии возìу-
щений с испоëüзованиеì äинаìи÷ескоãо вспоìо-
ãатеëüноãо контура, поäкëþ÷енноãо параëëеëüно
объекту управëения, и набëþäатеëя, преäставëен-
ноãо посëеäоватеëüныì соеäинениеì реаëüных
äифференöируþщих звенüев. Резуëüтат статüи [5]
позвоëиë поëу÷итü в работе [6] простой реãуëятор,
преäставëенный переäато÷ной функöией, знаìе-
натеëü которой соäержит нуëевой коренü и ìаëый
параìетр.
Анаëиз работ [2—6] показаë, ÷то преäставëен-

ные схеìы управëения отëи÷аþтся ëиøü их ÷аст-
ной реаëизаöией. Поэтоìу возникает заäа÷а, свя-
занная с поëу÷ениеì новоãо способа управëения,
который бы позвоëиë синтезироватü новый кëасс
реãуëяторов с у÷етоì резуëüтатов работ [2—6].
Сëеäуþщая пробëеìа состоит в тоì, ÷то при син-

тезе боëüøинства аëãоритìов управëения в усëо-
вии неопреäеëенности, наприìер в работах [1—6],
требуется оãрани÷енностü функöии управëения,
но ãраниöы ìножества ее возìожных зна÷ений не
фиксированы. Данное ìножество зависит от неиз-
вестных на÷аëüных усëовий и параìетров объекта
управëения, а также параìетров систеìы управëе-
ния. Оäнако на практике произвоëüное ìножество
возìожных зна÷ений функöии управëения ìожет
привести к неработоспособности систеìы управ-
ëения из-за присутствия реаëüных оãрани÷ений.
В усëовиях опреäеëенности параìетров объекта

управëения и внеøних возìущений ìожно ис-
поëüзоватü в автоìати÷еских систеìах законы уп-
равëения с ввеäениеì ПИ иëи ПИД закона реãу-
ëирования. Оäнако из-за насыщения управëяþщеãо
сиãнаëа переìенные интеãрируþщеãо звена в ПИ
и ПИД реãуëяторах ìоãут бытü неоãрани÷енныìи
(windup), ÷то привоäит к невыпоëнениþ постав-

Предложен алгоритм робастного управления линейными динамическими объектами с векторными входами и выходами в ус-
ловии параметрической неопределенности и внешних ограниченных возмущений. Рассмотрена задача слежения выхода объекта
управления за эталонным сигналом. Предложенный алгоритм обобщен на случай заданных ограничений функции управления.
Приведены условия на параметры объекта, эталонной модели и регулятора, при выполнении которых система управления бу-
дет работоспособной.
Ключевые слова: объект управления с векторными входами и выходами, робастное управление, насыщение сигнала управ-

ления, компенсация возмущений

МЕТОДЫ ТЕОРИИ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ

 * Резуëüтаты разäеëов 3 и 5 поëу÷ены при поääержке ãранта
Презиäента Российской Феäераöии (äоãовор № 14.W01.16.6325-МД
(МД-6325.2016.8)). Резуëüтаты разäеëа 2 поëу÷ены в ИПМаø
РАН при поääержке Российскоãо нау÷ноãо фонäа (проект
№ 14-29-00142). Друãие иссëеäования ÷асти÷но поääержаны
ãрантоì Министерства образования и науки Российской Феäе-
раöии (проект № 14.Z50.31.0031) и ãрантоì Правитеëüства Рос-
сийской Феäераöии (проект № 074-U01).



580 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 9, 2016

ëенной öеëи иëи к потере устой÷ивости заìкнутой
систеìы [7]. В äанноì сëу÷ае работоспособностü
систеìы управëения с ПИ реãуëятороì ìожет äо-
стиãатüся ввеäениеì контура, преäотвращаþщеãо
рост параìетров в реãуëяторе (anti-windup, [8, 9]).
Впервые заäа÷а управëения в усëовии неопре-

äеëенности и насыщения сиãнаëа управëения быëа
рассìотрена в работе [10], оäнако резуëüтаты, касаþ-
щиеся насыщения, не иìеþт строãоãо äоказатеëü-
ства. Анаëоãи÷ный резуëüтат быë описан в работе [5],
ãäе на этапе ìоäеëирования систеìы с у÷етоì из-
вестноãо ìножества возìожных зна÷ений параìет-
ров объекта, преäëаãаëасü ìетоäика выбора параìет-
ров в реãуëяторе. В статüе [11] äëя реøения заäа÷и
функöия насыщения сиãнаëа управëения заìеня-
ëасü ãипербоëи÷ескиì танãенсоì от сиãнаëа управ-
ëения. В работе [12] преäëожено аäаптивное уп-
равëение объектаìи в усëовиях неопреäеëенности,
ãäе äëя ÷асти÷ной коìпенсаöии оãрани÷ений на
сиãнаë управëения параëëеëüно оøибке сëежения
ввоäиëся вспоìоãатеëüный контур с настраивае-
ìыì параìетроì. Заìетиì, ÷то резуëüтаты работ
[11, 12] справеäëивы, есëи äоступен изìерениþ
вектор состояния объекта управëения.
Такиì образоì, сëеäуþщей заäа÷ей, рассìатри-

ваеìой в статüе, явëяется обобщение аëãоритìа,
синтезированноãо без у÷ета насыщения сиãнаëа уп-
равëения, на сëу÷ай заäанных оãрани÷ений функ-
öии управëения, коãäа не äоступны изìерениþ
произвоäные реãуëируеìой переìенной.
В статüе реøена заäа÷а управëения ëинейныìи

äинаìи÷ескиìи объектаìи с векторныìи вхоäаìи
и выхоäаìи в усëовиях параìетри÷еской неопре-
äеëенности, внеøних возìущений, заäанных оãра-
ни÷ений на сиãнаë управëения и неäоступности из-
ìерениþ произвоäных вхоäных и выхоäных сиãна-
ëов. Вна÷аëе преäëожен аëãоритì управëения,
обеспе÷иваþщий робастностü заìкнутой систеìы
по отноøениþ к параìетри÷ескиì неопреäеëен-
ностяì и внеøниì возìущенияì без у÷ета оãрани-
÷ений на функöиþ управëения. Показано, ÷то
преäëоженный аëãоритì обобщает известные ре-
зуëüтаты [2—6] и позвоëяет синтезироватü новый
кëасс аëãоритìов. Даëее поëу÷енный резуëüтат
обобщается äëя управëения в усëовиях заäанных
оãрани÷ений функöии управëения. Привеäены ус-
ëовия на параìетры ìоäеëи объекта управëения,
этаëонной ìоäеëи и реãуëятора, при выпоëнении
которых систеìа управëения буäет работоспособ-
ной. Рассìотрены приìеры ìоäеëирования, иëëþ-
стрируþщие работоспособностü преäëаãаеìой схе-
ìы управëения.

1. Постановка задачи

Рассìотриì объект управëения, äинаìи÷еские
проöессы в котороì описываþтся уравнениеì

Q(p)y(t) = R(p)u(t) + f(t), (1)

ãäе y(t) ∈ Rl — вектор реãуëируеìых переìенных,
u(t) = [u1(t), u2(t), ..., ul(t)]

т ∈ Rl — вектор управ-

ëения, f(t) ∈ Rl — неконтроëируеìое оãрани÷енное
возìущение;

Q(p)= , R(p)= ,

Qij(p), Rij(p) — ëинейные äифференöиаëüные опе-
раторы, degQij(p) = nij, degRij(p) = mij, при÷еì nii > nij,

mii l mij при i ≠ j, i = , j = , p = d / dt — оператор
äифференöирования.
Цеëü управëения состоит в синтезе непрерыв-

ноãо закона реãуëирования, обеспе÷иваþщеãо вы-
поëнение усëовия

|y(t) – ym(t)| < δ при t > T, (2)

и нахожäении сиãнаëов ui(t) во ìножествах |ui(t)| m ,

i = , ãäе ym(t) — этаëонный сиãнаë такой, ÷то

| (t)| m , j = , v = nii, δ > 0 — то÷ностü

реãуëирования, T > 0 — вреìя, по исте÷ении котороãо
äоëжно бытü выпоëнено неравенство (2),  > 0 —

известная веëи÷ина. Также необхоäиìо, ÷тобы все
переìенные в заìкнутой систеìе быëи бы оãрани-
÷енныìи. Зäесü и äаëее поä |s(t)| буäеì пониìатü
евкëиäову норìу вектора s(t).
Сфорìуëированнуþ заäа÷у буäеì реøатü при

сëеäуþщих предположениях:
1. Неизвестные коэффиöиенты операторов Qij(p),

Rij(p), i = , j = , принаäëежат известноìу оãра-
ни÷енноìу ìножеству Ξ.

2. Тривиаëüное реøение уравнения R(p)u(t) = 0
явëяется асиìптоти÷ески устой÷ивыì.

3. Известны ÷исëа  и , ãäе | f(t)| m  и
= |[ , , ..., ]т|.

2. Синтез алгоритма
без учета насыщения сигнала управления

Раäи простоты рассìотриì сна÷аëа синтез аë-
ãоритìа управëения без у÷ета насыщения реãуëи-
руеìой переìенной. Преäставиì операторы Qij(p)
и Rij(p) в виäе сëеäуþщих суìì:

Qij(p) = (p) + ΔQij(p), Rij(p) = (p) + ΔRij(p),

i = , j = , (3)

ãäе (p), (p) — известные ëинейные äифферен-

öиаëüные операторы, deg (p) l nij, deg (p) m mij;

ìноãо÷ëены (λ), detQm(λ), (λ) и detRm(λ) —

ãурвиöевы; λ — коìпëексная переìенная;

Q11 p( ) … Q1l p( )

   
Ql1 p( ) … Qll p( )

...... ...
R11 p( ) … R1l p( )

   
Rl1 p( ) … Rll p( )

...... ...
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j 1 v, max
i 1 l,=

ui

1 l, 1 l,

f ym f
ym ym

1 ym
2 ym

v

Qij
m Rij

m

1 l, 1 l,

Qij
m Rij

m

Qij
m Rij

m

Qij
m Rij

m



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 9, 2016 581

Qm(p)= , Rm(p)= ,

ΔQij(p), ΔRij(p) — ëинейные äифференöиаëüные
операторы с неизвестныìи коэффиöиентаìи,

degΔQij(p) m deg (p), degΔRij(p) m mij.

Поäставиì соотноøения (3) в выражение (1)
и составиì уравнение äëя оøибки сëежения
e(t) = y(t) – ym(t) в виäе

Qm(p)e(t) = Rm(p)u(t) + ϕ(t), (4)

ãäе ϕ(t)=D(p)f(t)–ΔQ(p)y(t) + ΔR(p)u(t) – Qm(p)ym(t) —
функöия, соäержащая инфорìаöиþ о параìетри-
÷еской неопреäеëенности и внеøних возìущени-

ях объекта (1); ΔQ(p) = ,

ΔR(p) = .

Заäаäиì закон управëения в виäе

u(t) = –α–1(p) (p)Qm(p)e(t), (5)

ãäе ìатри÷ный поëиноì α(λ) поряäка l Ѕ l выби-
рается такиì, ÷то ìноãо÷ëен det α(λ) — ãурвиöев,
и кажäый эëеìент ìатри÷ной переäато÷ной функöии

α–1(λ) (λ)Qm(λ) иìеет неотриöатеëüнуþ отно-

ситеëüнуþ степенü.
Обозна÷иì P(λ) = detα(λ)detRm(λ)Q(λ) +

+ R(λ)α*(λ) (λ)Qm(λ), ãäе α*(λ) и (λ) — при-
соеäиненные ìатриöы к α(λ) и Rm(λ) соответствен-
но. Сфорìуëируеì утвержäение, при выпоëнении
усëовий котороãо аëãоритì (5) обеспе÷ит выпоë-
нение öеëевоãо усëовия (2).
Утверждение 1. Пустü выпоëнены усëовия преä-

поëожений 1—3. Тоãäа существуþт α(λ), Rm(λ) и
Qm(λ) такие, ÷то ìноãо÷ëен det P(λ) — ãурвиöев äëя
ëþбых параìетров (1) из кëасса Ξ, и реãуëятор (5)
обеспе÷ивает робастнуþ устой÷ивостü заìкнутой
систеìы, а также выпоëнение öеëевоãо усëовия (2).
Доказатеëüство Утвержäения 1 привеäено в

Приëожении.
Замечание 1. Из соотноøений (3) и (5) виäно, ÷то

аëãоритì (5) не требует то÷ноãо знания поряäков
эëеìентов ìатри÷ных операторов Q(p) и R(p). По-
этоìу аëãоритì (5) буäет работоспособен äëя кëасса
ëинейных структурно-неопреäеëенных объектов
(сì., наприìер, работы [13, 14]).
Замечание 2. Рассìотриì объект управëения (1)

при u(t) ∈ R и y(t) ∈ R. Есëи в законе (5) α(p) = const,

то поëу÷иì резуëüтат, поäобный резуëüтату работ
[2, 3]; есëи α(p) = (Tp + 1)γ, ãäе T > 0, то поëу÷иì
резуëüтат, найäенный в работе [4]. При α(p) =
= (μp + 1)γ – 1, ãäе μ > 0 — äостато÷но ìаëое ÷исëо,
поëу÷иì резуëüтат, преäставëенный в статüе [6].
Такиì образоì, в настоящей статüе поëу÷ен аë-

ãоритì (5), устанавëиваþщий связü ìежäу извест-
ныìи резуëüтатаìи [2—6] и позвоëяþщий синте-
зироватü новый кëасс аëãоритìов за с÷ет выбора
структуры и параìетров α(λ), Rm(λ) и Qm(λ).

3. Структура закона управления
в условиях насыщения входного сигнала

В усëовиях оãрани÷ения на функöиþ управëения
сфорìируеì кажäуþ коìпоненту вектора u(t) в виäе 

ui(t) = , i = , (6)

ãäе σi > 0, 0 <  < , uci(t) — новый сиãнаë уп-
равëения, необхоäиìый äëя коìпенсаöии неопре-
äеëенностей объекта (1).
Замечание 3. Из соотноøения (6) сëеäует, ÷то

при |uci(t)| m  ui(t) = uci(t), при |uci(t)| >  ui(t) =

= (uci(t) + σi sgn(uci(t))). Тоãäа при σi < ∞ ве-

ëи÷ина |ui(t)| ìожет приниìатü зна÷ения, боëüøие,

÷еì . Оäнако при σi → ∞ ui(t) → sat . Зна-

÷ит, при äостато÷но боëüøих σi веëи÷ину  ìожно

выбиратü äостато÷но бëизкой к . Так, при  = 

и σi → ∞ ui(t) → sat . В äаëüнейøеì буäет

поëу÷ено усëовие выбора веëи÷ины σi в соотноøе-

нии (6) äëя обеспе÷ения |ui(t)| m .

Замечание 4. Из выражения (6) виäно, ÷то коэффи-
öиент σi ìожно выбиратü из усëовия σi ∈ (–∞; –1) ∪
∪ (0; +∞). Оäнако раäи простоты синтеза систеìы
управëения поëожиì в (6) σi > 0.
Приниìая во вниìание соотноøение (5), за-

äаäиì закон коìпенсаöии возìущений uc(t) =
= [uc1(t), ..., ucl(t)]

т в виäе

uc(t) = –α–1(p) (p)Qm(p)e(t). (7)

Переä форìуëировкой утвержäения ввеäеì сëе-
äуþщие обозна÷ения:

W1 = || (λ)Rm(λ)α(λ)||, W2 = || (λ)||,

W3 = || (λ)ΔQ(λ)||, W4 = || (λ)Q(λ)||, 
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W5 = || (λ)R(λ)||, W6 = ||α–1(λ) (λ)Qm(λ)||, 

ε(t) = [eт(t), (t), ..., (e(v)(t))т]т,  = |[ , ..., ]т|.

Зäесü и äаëее поä ||W(λ)|| буäеì пониìатü H-∞
норìу переäато÷ной функöии W(λ), т.е. ||W(λ)|| =
= ||W(λ)||2.

Сфорìуëируеì утвержäение, при выпоëнении
усëовий котороãо аëãоритì (6), (7) обеспе÷ит вы-
поëнение öеëевоãо усëовия (2) и оãрани÷енностü
всех сиãнаëов в заìкнутой систеìе.
Утверждение 2. Пустü выпоëнены усëовия преä-

поëожений 1—3 и Утвержäения 1. Тоãäа при

|ε(0)| m W1 , (8)

W2  + W4  m (W1 – W3W1 – W5) ,

W1 – W3W1 – W5 > 0, (9)

σi l (10)

систеìа управëения (6), (7) обеспе÷ит оãрани÷ен-
ностü сиãнаëов в заìкнутой систеìе и выпоëнение
öеëевоãо усëовия (2) с то÷ностüþ

δ m W2  + W4  + (W3W11 + W5) . (11)

Доказатеëüство Утвержäения 2 привеäено в
Приëожении.
Стоит отìетитü, ÷то оöенки (8)—(11) äостато÷но

ãрубые из-за испоëüзования ãрубых оöенок в äока-
затеëüстве Утвержäения 2. Дëя иëëþстраöии поëу-
÷енных резуëüтатов рассìотриì приìеры.

4. Примеры управления объектом
со скалярными входом и выходом

Рассìотриì объект управëения со скаëярныì
вхоäоì-выхоäоì, äинаìи÷еские проöессы в кото-
роì описываþтся уравнениеì

(p3 – q3p
2 – q2p – q1)y(t) = ru(t) + f(t). (12)

Множество Ξ заäано сëеäуþщиìи неравенстваìи:
–1 m q1 m 2, –4 m q2 m –3, –0,5 m q3 m 1, 1 m r < 20

и  = 0,4. Цеëü управëения состоит в обеспе÷ении
усëовия (2) и нахожäении функöии управëения
u(t) во ìножестве [–1; 1].
Выбереì Qm(p) = (p + 1)3, Rm(p) = 1, α(p) =

= (0,01p + 1)3 – 1 и  = 0,97. Соãëасно выражени-
яì (6) и (7) сфорìируеì систеìу управëения, преä-
ставëеннуþ сëеäуþщиìи уравненияìи:

uc(t) = – e(t),

u(t) = . (13)

Приниìая во вниìание ìножество Ξ, воспоëüзу-

еìся усëовияìи (8)—(10): |ε(0)| < 1,15•10–2,  < 0,21,

σ > 2,3•108. Как отìе÷аëосü, эти усëовия äостато÷-
но ãрубые. Резуëüтаты ìоäеëирования показаëи,
÷то систеìа управëения буäет работоспособной,

наприìер, при  = 0,4, |ε(0)| m 0,1  и σ = 107.

Поëожиì σ = 107. Рассìотриì объект управëения
(12) со сëеäуþщиìи параìетраìи: q1 = –1, q2 = –4,

q3 = 1, r = 1, f(t) = 0,1 + 0,3sin t, y(0) = 0,1, (0) = 0,1,

(0) = 0,1. Этаëонный сиãнаë ym(t) изображен на
рис. 1, а. На рис. 1, б преäставëены резуëüтаты ìо-
äеëирования по e(t), на рис. 2 — по u(t).
Анаëиз резуëüтатов ìоäеëирования показаë, ÷то

заìкнутая систеìа робастна по отноøениþ к внеø-
ниì возìущенияì и параìетри÷еской неопреäеëен-
ности из заäанноãо кëасса Ξ. В систеìе управëения
с на÷аëа ее функöионирования äинаìи÷еская
оøибка не превыøает зна÷ения 0,15. Из рис. 2 виäно,
÷то сиãнаë управëения нахоäится в заäанноì отрезке
[–1; 1], тоãäа как без испоëüзования аëãоритìа (13)
(т. е. при u(t) = uc(t)) сиãнаë управëения u(t)
в на÷аëüный ìоìент вреìени äостиãает зна÷е-

sup
Ξ

Qm
1– Rm

1–

e·
т

u u1 ul

sup
Reλ l 0

u

f ym u

ui W6 W2 f W4ym W3W1 W5+( )u+ +( )+

ui ui–
-------------------------------------------------------------------------------~

f ym u

Рис. 1. Переходные процессы по ym(t) (а) и e(t) (б)
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ния –104, и тоëüко на 0,2 с u(t) вхоäит в отрезок
[–1,12; 1,12], ÷то неäопустиìо по усëовиþ заäа÷и.

5. Пример управления объектом
с векторным входом-выходом

Пустü ìоäеëü объекта управëения описывается
сëеäуþщиìи уравненияìи:

(p2 + q1p + q2)y1(t) + q3y2(t) =
= (r1p + r2)u1(t) + r3u2(t) + f1(t),

(p2 + q4p + q5)y2(t) + (q6p + q7)y1(t) =
= r4u2(t) + r5u1(t) + f2(t). (14)

Множество Ξ опреäеëено в виäе: q1 ∈ [–1; 1],
q2 ∈ [–1; 1], q3 ∈ [1; 3], q4 ∈ [–0,5; 2], q5 ∈ [–0,5; 2],
q6 ∈ [–1; 1], q7 ∈ [–1; 1], r1 ∈ [1; 3], r2 ∈ [1; 3],
r3 ∈ [0; 2], r4 ∈ [1; 2], r5 ∈ [0; 1] и  = 2. Цеëü управ-
ëения состоит в обеспе÷ении усëовия (2) и нахож-
äении функöий управëения u1(t) и u2(t) во ìноже-
стве [–3,6; 3,6] и [–30; 30] соответственно.

Выбереì Qm(p) = (p + 1)2I2, Rm(p) = . Тоãäа

(p) = . Поëожиì α(p) = [(0,01p + 1)2 – 1]I2,

 = 3,5,  = 29,5 и σ1 = σ2 = 105. Соãëасно вы-

раженияì (6) и (7) сфорìируеì систеìу управëе-
ния, преäставëеннуþ сëеäуþщиìи уравненияìи:

 = – ; (15)

u1(t) = ;

u2(t) = . (16)

Рассìотриì объект управëения (14) со сëеäуþ-
щиìи параìетраìи: q1 = q2 = q3 = 1, q4 = 2, q5 = 3,
q6 = q7 = 1, r1 = r2 = r3 = r4 = 1, r5 = 0,1, f1(t) = sin 1,2t,
f2(t) = 2sin t, y1(0) = 0,5, (0) = 0,5, y2(0) = 1,

(0) = 1. Пустü ym1(t) = 0,7 + 0,3sin 0,7t, ym2(t) =
= sin0,3t. На рис. 3 преäставëены резуëüтаты ìо-
äеëирования по оøибкаì ei(t) = yi(t) – ymi(t), на
рис. 4 — по ui(t), i = 1, 2.
Резуëüтаты ìоäеëирования показаëи, ÷то систе-

ìа управëения робастна по отноøениþ к внеøниì
возìущенияì и параìетри÷еской неопреäеëеннос-
ти из заäанноãо кëасса Ξ. В систеìе управëения ÷е-
рез 1 с äинаìи÷еские оøибки не превыøаþт зна-

Рис. 2. График сигнала управления u(t)

f

Рис. 4. Графики сигналов управления u1(t) и u2(t)
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÷ения 0,4. Из рис. 4 виäно, ÷то сиãнаëы управëения
нахоäятся в заäанных ìножествах, тоãäа как без
испоëüзования аëãоритìа (16) сиãнаëы u1(t) и u2(t)
в на÷аëüный ìоìент вреìени äостиãаþт зна÷ений
12 000 и 5000 соответственно, а посëе 1 с сиãнаë
u1(t) нахоäится в отрезке [–4,5; 4,5], ÷то неäопус-
тиìо по усëовиþ заäа÷и.

Заключение

В статüе привеäен синтез систеìы управëения
äëя ëинейных äинаìи÷еских объектов с векторныìи
вхоäаìи-выхоäаìи в усëовиях параìетри÷еской
неопреäеëенности, внеøних возìущений и заäан-
ных оãрани÷ений на функöиþ управëения. Преä-
ëожен робастный аëãоритì, обобщаþщий извест-
ные резуëüтаты [2—6]. Разработана схеìа форìи-
рования сиãнаëа управëения и поëу÷ены усëовия на
параìетры объекта управëения, этаëонной ìоäеëи
и реãуëятора, при выпоëнении которых систеìа
управëения буäет работоспособной в усëовиях оã-
рани÷ений на управëение. При этоì аëãоритì (6),
преäëоженный в усëовиях оãрани÷ений на управ-
ëение, явëяется независиìыì, т. е. иì ìожно äо-
поëнитü ëþбой из существуþщих аëãоритìов, раз-
работанных без у÷ета оãрани÷ений.

Приложение

Доказательство утверждения 1. Поäставиì выра-
жение (5) в уравнение (4) и, приниìая во вниìание
структуру функöии ϕ(t) и разëожение (3), перепи-
øеì (4) в виäе

Q(p)e(t) =

= R–1(p)α–1(p) (p)Qm(p)e(t) – Q(p)ym(t) + f(t).

Из посëеäнеãо сëеäует уравнение связи этаëонно-
ãо сиãнаëа и внеøнеãо возìущения с оøибкой сëе-
жения, которое опреäеëено сëеäуþщиì выражениеì:

e(t) =

= detα(p)detRm(p)P*(p)(f(t) – Q(p)ym(t)).

О÷евиäно, ÷то äëя устой÷ивости заìкнутой сис-
теìы необхоäиìо, ÷тобы поëиноì det P(λ) быë ãур-
виöевыì äëя ëþбых зна÷ений параìетров объекта
(1) из ìножества Ξ. Покажеì, ÷то существуþт α(λ),
Rm(λ) и Qm(λ) такие, ÷то буäет обеспе÷ена ãурви-
öевостü поëиноìа det P(λ). Дëя этоãо сфорìуëиру-
еì вспоìоãатеëüные ëеììы.
Лемма 1. Пустü заäаны ìноãо÷ëены Q(λ), T(λ) по-

ряäков n и m соответственно. Тоãäа существуþт ìно-
ãо÷ëены P(λ) и R(λ) с поряäкаìи k l 0 и g l n – 1
такие, ÷то ìожет бытü поëу÷ен произвоëüный ìно-
ãо÷ëен M(λ) поряäка μ = max {n + k, m + g}, кото-
рый опреäеëен сëеäуþщиì соотноøениеì:

M(λ) = Q(λ)P(λ) + R(λ)T(λ). (П.1)

Доказательство леммы 1. Рассìотриì ìноãо-
÷ëены A(λ) и B(λ) поряäков m + z + μ и n + z + μ

(z l 0) соответственно, которые обеспе÷иваþт вы-
поëнение усëовия

Q(λ)A(λ) + B(λ)T(λ) = M(λ). (П.2)

Преäставив ìноãо÷ëены A(λ) и B(λ) в виäе A(λ) =
= (λ)M(λ) и B(λ) = M(λ) (λ), ãäе deg (λ) = m + z,
deg (λ) = n + z, перепиøеì усëовие (П.2) в виäе

Q(λ) (λ)M(λ) + M(λ) (λ)T(λ) = M(λ). (П.3)

Преобразуеì M(λ) (λ) как

M(λ) (λ) = Q(λ)N(λ) + R(λ), (П.4)

ãäе degN(λ) = μ + z. Поäставив выражение (П.4) в
(П.3), поëу÷иì

Q(λ)[ (λ)M(λ) + N(λ)T(λ)] + R(λ)T(λ) = M(λ). (П.5)

Поскоëüку deg (λ)M(λ) = degN(λ)T(λ) l degP(λ),
то выбереì (λ), (λ) такиìи, ÷то (λ)M(λ) +
+ N(λ)T(λ) = P(λ). Сëеäоватеëüно, соотноøение
(П.1) выпоëнено. Леììа 1 äоказана.
Леììа 1 явëяется обобщениеì Утвержäения 1 в

работе [15] и Леììы 2 в работе [16]. В [15, 16] рас-
сìатриваþтся ìноãо÷ëены P(λ) и R(λ) такие, ÷то
deg P(λ) = deg R(λ) = n – 1, ÷то сужает кëасс раз-
рабатываеìых аëãоритìов управëения. Поскоëüку
в Леììе 1 deg P(λ) = k l 0 и deg R(λ) = g l n – 1,
то Леììу 1 ìожно приìенятü к построениþ аëãо-
ритìов управëения äëя структурно неопреäеëен-
ных объектов.
Опираясü на резуëüтаты Леììы 1, рассìотриì

Леììу 2 äëя ìатри÷ных ìноãо÷ëенов.
Лемма 2. Рассìотриì ìатри÷ные ìноãо÷ëены

Q(λ) и T(λ) разìерности s Ѕ s, degQij(λ) = nij,
degTij(λ) = mij, i = , j = . Тоãäа существуþт ìат-
ри÷ные ìноãо÷ëены P(λ) и R(λ) разìерности s Ѕ s и
поряäков degPij(λ) = kij l 0 и degRij(λ) = gij l nij – 1
такие, ÷то ìожет бытü выпоëнено сëеäуþщее со-
отноøение:

Q(λ)P(λ) + R(λ)T(λ) = M(λ), (П.6)

ãäе M(λ) — произвоëüный ìатри÷ный ìноãо÷ëен
разìерности s Ѕ s с поряäкоì ij-эëеìента, равныì
μij = {nir + krj, mrj + gir}.

Доказательство леммы 2. Перепиøеì соотно-
øение (П.6) в виäе

[Qir(λ)Prj(λ) + Rir(λ)Trj(λ)]= Mij(λ), i = , j = .

Рассìотриì операторы Arj(λ) и Bir(λ) поряäков
mrj + zij + μij и nir + zij + μij (zij l 0) соответственно,
такие, ÷то выпоëнены сëеäуþщие усëовия:

[Qir(λ)Arj(λ) + Bir(λ)Trj(λ)] = Mij(λ),

i = , j = . (П.7)

Преäставив Arj(λ) и Bir(λ) в виäе

Arj(λ) = (λ)Mij(λ) и Bir(λ) = Mij(λ) (λ),

Rm
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ãäе deg (λ) = mrj + zij, deg (λ) = nir + zij, пере-

пиøеì усëовие (П.7) в виäе

[Qir(λ) (λ)Mij(λ)+Mij(λ) (λ)Trj(λ)]=Mij(λ).(П.8)

Преобразуеì Mij(λ) (λ) к виäу

Mij(λ) (λ) = Qir(λ)Nij(λ) + Rir(λ), (П.9)

ãäе deg Nij(λ) = μij + zij. Поäставив соотноøение (П.9)
в выражение (П.8), поëу÷иì

[Qir(λ)( (λ)Mij(λ) + Nij(λ)Tri(λ)) +

+ Rir(λ)Trj(λ)] = Mij(λ).

Поскоëüку deg (λ)Mij(λ) = degNij(λ)Tri(λ) l

l degPrj(λ), то выбереì (λ), (λ) такиìи, ÷то

(λ)Mij(λ) + Nij(λ)Tri(λ) = Prj(λ). Сëеäоватеëüно, со-

отноøение (П.6) буäет выпоëнено. Леììа 2 äоказана.
Соãëасно Леììе 2 существуþт α(λ), Qm(λ), Rm(λ)

такие, ÷то ìожно поëу÷итü произвоëüный ìноãо-
÷ëен P(λ), а сëеäоватеëüно, обеспе÷итü ãурвиöе-
востü ìноãо÷ëена det P(λ). Отìетиì, ÷то соответ-
ствуþщиì выбороì α(λ), Qm(λ), Rm(λ) ìожно обес-
пе÷итü требуеìое зна÷ение δ в öеëевоì усëовии (2).
Доказательство утверждения 2. Рассìотриì äва

сëу÷ая.
1. Преäпоëожиì, ÷то в проöессе функöиониро-

вания систеìы |uci(t)| m . Тоãäа из выражения (6)
ui(t) = uci(t), а зна÷ит, буäут выпоëнены усëовия
Утвержäения 1. Выясниì, при каких параìетрах
объекта и систеìы управëения первый сëу÷ай буäет
справеäëив. Перепиøеì соотноøение (7) в виäе

e(t) = – (p)Rm(p)α(p)uc(t). (П.10)

Оöениì (П.10) как |e(t)| m W1|uc(t)| m W1 , ãäе
= |[ , ..., ]т|. Поскоëüку |e(t)| m |ε(t)|, потребу-

еì, ÷тобы оöенка на ε(0) нахоäиëасü во ìножестве

|ε(0)| m W1 . (П.11)

Преобразуеì уравнение (4) к виäу

e(t) = (p)[f(t) – ΔQ(p)e(t) –

– Q(p)ym(t) + R(p)u(t)]. (П.12)

Оöениì правуþ ÷астü (П.12) как

(p)[f(t) – ΔQ(p)e(t) – Q(p)ym(t) + R(p)u(t) m 

m W2  + W3W1  + W4  + W5 . (П.13)

Приниìая во вниìание усëовия |e(t)| m W1  и
(П.13), потребуеì выпоëнение усëовия

W2  + W3W11  + W4  + W5  m W1 . (П.14)

Тоãäа из (П.14) сëеäуþт верхние оöенки на  и
 в виäе

W2  + W4  m (W1 – W3W1 – W5) ,

W1 – W3W1 – W5 > 0. (П.15)

В резуëüтате, при |uci(t)| m  и выпоëнении ус-
ëовий Утвержäения 1, (П.11) и (П.15) öеëевое ус-
ëовие (2) буäет выпоëнено.

2. Рассìотриì сëу÷ай, коãäа

 < |uci(t)| m . (П.16)

Поскоëüку |e(t)| m |ε(t)| и |uci(t)| m , то с у÷етоì
(П.10) потребуеì, ÷тобы оöенка на на÷аëüные ус-
ëовия нахоäиëасü во ìножестве (8).
Оöениì правуþ ÷астü (П.12) как

(p)[f(t) – Q(p)ym(t) – ΔQ(p)e(t) + R(p)u(t)] m

m W2  + W4  + (W3W1 + W5) . (П.17)

Тоãäа из (П.17) сëеäует оöенка (11). Поäставив
(П.17) в усëовие |e(t)| m W1 , поëу÷иì

W2  + W4  + (W3W1 + W5)  m W1 . (П.18)

Тоãäа из соотноøения (П.18) сëеäуþт оöенки (9).
В резуëüтате, при |uci(t)| m  и выпоëнении ус-

ëовий Утвержäения 1, (8) и (9) буäет выпоëнено
öеëевое усëовие (2). Резуëüтируþщие оöенки (8), (9)
сëеäуþт из тоãо, ÷то правые ÷асти (8) и (9) ìенüøе,
÷еì правые ÷асти (П.11) и (П.15) соответственно.
Теперü опреäеëиì оöенку äëя коэффиöиента σi,

при котороì |uci(t)| m . Дëя этоãо оöениì выра-
жение (6) как

 m .

Разреøиì посëеäнее неравенство относитеëüно σi:

σi l .

Оöениì сверху правуþ ÷астü посëеäнеãо нера-
венства в виäе

m m . (П.19)

С у÷етоì соотноøений (П.19) и (11) поëу÷иì
резуëüтируþщуþ оöенку äëя σi в виäе (10).
О÷евиäно, ÷то оöенки (8)—(9) äостато÷но ãрубые,

но из них виäно, ÷то существуþт опреäеëенные
зна÷ения параìетров объекта, этаëонной ìоäеëи и
реãуëятора, при которых в усëовии оãрани÷ений на
сиãнаë управëения ìожно обеспе÷итü выпоëнение
öеëевоãо усëовия (2).
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The paper describes the robust control algorithm for the linear dynamic multi input multi output plants in the conditions
of parametric uncertainties, external bounded disturbances and saturation of the input signal. Firstly, the author proposed the
disturbance compensation algorithm, which ensured tracking of a plant output to the reference signal with a given accuracy
without constraints in the control signal. It is shown that the structure of the control law does not depend on the dynamical
order of the plant model. Therefore, the proposed algorithm can be used for the structural uncertainty plants. Besides, the pro-
posed result generalizes some control algorithms, such as the consecutive compensator designed by A. A. Bobtsov, the algorithm
based on a high gain observer proposed by H. Khalil and the auxiliary loop algorithm designed by A. M. Tsykunov. Secondly,
the proposed algorithm is generalized for the case, when a control signal belongs to the given bounded set. The approximation
algorithm of saturation of nonlinearity and the disturbance compensation algorithm for the design of the control law are used.
The conditions depending on the parameters of the plant, the reference model and the algorithm for implementation of the con-
trol system under perturbations and control constraints are presented. The author considers two examples for the single input
single output plant and the multi input multi output plant. The simulation results illustrate the efficiency of the proposed al-
gorithm and confirm the analytical results. The theorem of the sum of the stable polynomials proposed by A. Feuer, A. S. Morse,
K. S. Narendra and L. S. Valavani is generalized on the structural uncertainty polynomials and matrix polynomials for the
proof of the closed-loop stability.

Keywords: MIMO plant, robust control, saturation control signal, disturbance compensation
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Проблема моментов в задачах управления
упругими динамическими системами1

Введение

Метоäы ãаøения коëебаний эëеìентов сëожных
ìехани÷еских систеì, таких как струны и ìеìбра-
ны, на÷аëи интенсивно развиватüся в 70-х ãоäах
проøëоãо стоëетия. Наибоëее зна÷иìой быëа ра-
бота Д. Лаãнесса [1], в которой иссëеäоваëасü воз-
ìожностü ãаøения попере÷ных коëебаний струны

u(t, x), описываеìых сëеäуþщей на÷аëüно-краевой
заäа÷ей:

utt – uxx + q(x)u = g(t, x), 0 m x m l, 0 < t; (1.1)

u|t = 0 = h0(x), ut|t = 0 = h1(x), 0 m x m l; (1.2)

u|x = 0 = u |x = l = 0, 0 < t, (1.3)

ãäе на÷аëüные äанные h0(x), h1(x) рассìатриваþтся
как на÷аëüные возìущения, а функöия g(t, x) — как

Рассматривается классическая проблема моментов, возникающая в задачах управления упругими динамическими системами, мо-
делируемыми уравнениями в частных производных четвертого порядка, гиперболическими по Петровскому. Задача управления за-
ключается в нахождении минимального времени, за которое можно погасить колебания, возникающие в системах вследствие на-
чальных возмущений. Доказывается существование минимального значения времени и оптимального управления на примере гашения
колебаний балок и пластин, являющихся типичными элементами различных механических конструкций, таких как трубопроводы,
антенны и несущие элементы космических платформ. При этом время гашения колебаний и оптимальное управление найдено в явном
виде. Для получения приближенных решений введены так называемые точечные движущиеся демпферы и стационарные узкие демп-
феры, упрощающие разработку вычислительных алгоритмов на основе метода редукции и координатного спуска.
Ключевые слова: гашение колебаний, тригонометрическая проблема моментов, ортогональные системы и базис Рисса,

асимптотическая проблема моментов, стационарные и движущиеся демпферы, метод редукции, метод координатного спуска

 1 Работа выпоëнена при поääержке Российскоãо фонäа фун-
äаìентаëüных иссëеäований (проект № 16-01-00425).
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