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Исследование задачи оптимальной переориентации
орбиты космического аппарата посредством ограниченной 

или импульсной реактивной тяги, ортогональной плоскости орбиты. 
Часть 1

Введение

В работе с испоëüзованиеì кватернионноãо äиф-
ференöиаëüноãо уравнения ориентаöии орбиты кос-
ìи÷ескоãо аппарата (КА) и принöипа ìаксиìуìа
Понтряãина изу÷ается заäа÷а оптиìаëüной переори-
ентаöии орбиты КА с поìощüþ реактивной тяãи,
ортоãонаëüной пëоскости оскуëируþщей орбиты.
Частныì сëу÷аеì этой заäа÷и явëяется хороøо из-
вестная и иìеþщая боëüøое практи÷еское зна÷ение
заäа÷а коррекöии уãëовых эëеìентов орбиты КА,
коãäа изìенения уãëовых эëеìентов орбиты в про-
öессе управëения иìеþт ìаëые зна÷ения. Испоëüзо-
вание управëения, ортоãонаëüноãо пëоскости оску-
ëируþщей орбиты КА, позвоëяет корректироватü
эëеìенты орбиты КА, сохраняя форìу и разìеры
орбиты КА неизìенныìи. Это öенное свойство изу-
÷аеìоãо проöесса переориентаöии орбиты КА явëя-
ется поëезныì как при реøении заäа÷и коррекöии
уãëовых эëеìентов орбиты КА, так и äруãих заäа÷
ìеханики косìи÷ескоãо поëета, наприìер, при уп-
равëении конфиãураöией ãруппировки спутников.
Коìбинированный функöионаë, опреäеëяþщий

ка÷ество проöесса управëения, преäставëяет собой
свертку с весовыìи ìножитеëяìи äвух критериев:
вреìени и суììарноãо иìпуëüса реактивной тяãи,
затра÷енных на проöесс управëения (÷астные сëу÷аи
этоãо функöионаëа — сëу÷ай быстроäействия и
сëу÷ай ìиниìизаöии характеристи÷еской скорости).
Рассìотрены сëу÷аи оптиìаëüной переориентаöии
орбиты КА с поìощüþ оãрани÷енной иëи иì-
пуëüсной реактивной тяãи.
Изëаãается неëинейная теория реøения заäа÷и

оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА в непре-
рывной и иìпуëüсной постановках (с испоëüзова-
ниеì оãрани÷енной (ìаëой) иëи иìпуëüсной (боëü-

øой) тяãи). Привоäятся аëãоритìы ÷исëенноãо ре-
øения краевых заäа÷ оптиìаëüной иìпуëüсной
переориентаöии орбиты КА, испоëüзуþщие äëя
описания ориентаöии орбиты КА кватернионный
оскуëируþщий эëеìент ориентаöии орбиты, äëя не-
фиксированноãо ÷исëа иìпуëüсов реактивной тяãи.
Привоäятся и анаëизируþтся приìеры ÷исëен-

ноãо реøения краевых заäа÷ оптиìаëüной пере-
ориентаöии орбиты КА с оãрани÷енной иëи иì-
пуëüсной реактивной тяãой äëя разëи÷ных зна÷е-
ний весовых ìножитеëей в функöионаëе ка÷ества
проöесса управëения. В ÷астности, привоäятся
приìеры ÷исëенноãо реøения заäа÷ в сëу÷ае ìи-
ниìизаöии характеристи÷еской скорости КА.
Отìетиì, ÷то при реøении заäа÷и оптиìаëüной

переориентаöии орбиты КА в иìпуëüсной поста-
новке в соответствии с известной ìетоäоëоãией ре-
øения заäа÷ оптиìаëüных иìпуëüсных переëетов
КА наìи испоëüзуþтся кватернионные уравнения
и соотноøения, поëу÷енные в этой заäа÷е с поìо-
щüþ принöипа ìаксиìуìа Понтряãина в непрерыв-
ной постановке (äëя оãрани÷енной (ìаëой) тяãи),
и соответствуþщие преäеëüные перехоäы в этих
уравнениях. Поэтоìу в первой ÷асти наøей работы
преäваритеëüно изëаãается известная кватернион-
ная постановка заäа÷и оптиìаëüной переориента-
öии орбиты КА посреäствоì оãрани÷енной тяãи,
ортоãонаëüной пëоскости орбиты КА, принаäëежа-
щая автораì работы, привоäятся основные уравне-
ния и соотноøения, поëу÷енные при реøении этой
заäа÷и с поìощüþ äифференöиаëüных уравнений,
соäержащих кватернионное äифференöиаëüное
уравнение ориентаöии орбиты КА, и принöипа
ìаксиìуìа Понтряãина.
В первой ÷асти наøей работы привоäится также

обзор работ по äифференöиаëüныì уравненияì

С использованием кватернионного дифференциального уравнения ориентации орбиты космического аппарата (КА) и принципа
максимума Понтрягина изучается задача оптимальной переориентации орбиты КА с помощью ограниченной или импульсной ре-
активной тяги, ортогональной плоскости оскулирующей орбиты. В первой части статьи приводится обзор работ по дифферен-
циальным уравнениям ориентации орбиты космического аппарата и изучаемой проблеме оптимальной переориентации орбиты КА
в инерциальной системе координат посредством реактивной тяги, ортогональной плоскости оскулирующей орбиты КА. Излага-
ется теория решения задачи оптимальной переориентации орбиты КА с использованием кватернионного дифференциального урав-
нения ориентации орбиты КА в нелинейной непрерывной постановке (с использованием ограниченной (малой) тяги).
Ключевые слова: космический аппарат, ориентация орбиты, ограниченная (малая) и импульсная (большая) реактивные тяги, оп-

тимальное управление, кватернион



568 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 8, 2016

ориентаöии орбиты косìи÷ескоãо аппарата и изу-
÷аеìой пробëеìе оптиìаëüной переориентаöии
орбиты КА посреäствоì реактивной тяãи, ортоãо-
наëüной пëоскости оскуëируþщей орбиты.
Во второй ÷асти работы изëаãается новая теория

реøения заäа÷и оптиìаëüной переориентаöии ор-
биты КА с поìощüþ иìпуëüсной (боëüøой) реак-
тивной тяãи, ортоãонаëüной пëоскости орбиты.
Привоäятся структура и аëãоритìы реøения заäа-
÷и оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА в иì-
пуëüсной постановке, а также привоäятся и анаëи-
зируþтся приìеры ÷исëенноãо реøения краевых
заäа÷ оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА с
испоëüзованиеì оãрани÷енной (ìаëой) иëи иì-
пуëüсной (боëüøой) реактивной тяãи.

Дифференциальные уравнения
ориентации орбиты КА и задача 

оптимальной переориентации орбиты КА

Буäеì с÷итатü, ÷то вектор ускорения u* от тяãи
реактивноãо äвиãатеëя во все вреìя управëяеìоãо
äвижения КА направëен ортоãонаëüно пëоскости
оскуëируþщей орбиты, т.е. ортоãонаëüно раäиус-
вектору r и вектору v скорости öентра ìасс КА
(коëëинеарно вектору с = r Ѕ v ìоìента скорости
öентра ìасс КА). Тоãäа äифференöиаëüные урав-
нения äвижения öентра ìасс КА в нüþтоновскоì
ãравитаöионноì поëе, описываþщие изìенение раз-
ìеров и форìы ìãновенной орбиты КА, интеãри-
руþтся, äавая уравнение кони÷ескоãо се÷ения. По-
этоìу управëяеìое äвижение öентра ìасс КА в
этоì сëу÷ае описывается äифференöиаëüныìи
уравненияìи, описываþщиìи изìенение ìãно-
венной ориентаöии орбиты КА иëи испоëüзуеìой
(наприìер, орбитаëüной) вращаþщейся систеìы
коорäинат, в которой записываþтся исхоäные урав-
нения äвижения öентра ìасс КА, и äифференöиаëü-
ныì уравнениеì äëя истинной аноìаëии, характе-
ризуþщей поëожение öентра ìасс КА на орбите.
Орбита КА в проöессе такоãо управëения äви-

жениеì öентра ìасс КА не ìеняет своей форìы и
своих разìеров, а повора÷ивается в пространстве
поä äействиеì управëения u* как неизìеняеìая
(неäефорìируеìая) фиãура.
Движение öентра ìасс КА буäеì рассìатриватü

в инерöиаëüной систеìе коорäинат X — ãеоöент-
ри÷еской экваториаëüной систеìе коорäинат
OX1X2X3 (X) c на÷аëоì в öентре O притяжения Зеìëи.
Осü OX3 этой систеìы коорäинат направëена вäоëü
оси суто÷ноãо вращения Зеìëи, оси OX1 и OX2 ëежат
в пëоскости экватора Зеìëи, осü OX1 направëена
в то÷ку весеннеãо равноäенствия äëя Зеìëи, осü OX2
äопоëняет систеìу äо правой тройки векторов.
Ввеäеì также в рассìотрение систеìу коорäи-

нат ξ, связаннуþ с пëоскостüþ и периöентроì ор-
биты КА. На÷аëо этой систеìы коорäинат нахо-
äится в öентре O (иëи в периöентре орбиты), осü ξ1
направëена вäоëü раäиуса-вектора периöентра ор-
биты, осü ξ3 перпенäикуëярна пëоскости орбиты

и иìеет направëение постоянноãо по ìоäуëþ век-
тора c ìоìента скорости öентра ìасс КА относитеëü-
но öентра O, а осü ξ2 образует правуþ тройку с осяìи
ξ1 и ξ3. Ориентаöия систеìы коорäинат ξ в инер-
öиаëüной систеìе коорäинат X характеризует со-
бой ориентаöиþ орбиты КА в инерöиаëüноì про-
странстве и траäиöионно заäается треìя уãëовыìи
оскуëируþщиìи эëеìентаìи орбиты [1, 2]: äоëãотой
восхоäящеãо узëа Ωu, накëоноì орбиты I и уãëо-
выì расстояниеì периöентра от узëа ωπ.
Дифференöиаëüные уравнения, описываþщие

ìãновеннуþ ориентаöиþ орбиты КА в инерöиаëü-
ной систеìе коорäинат в уãëовых эëеìентах орбиты
в рассìатриваеìоì сëу÷ае ортоãонаëüности векто-
ра реактивной тяãи пëоскости оскуëируþщей ор-
биты КА, иìеþт виä [1, 2]

(1)

ãäе ϕ — истинная аноìаëия (уãëовая переìенная,
отс÷итываеìая в пëоскости орбиты от ее периöент-
ра и характеризуþщая поëожение КА на орбите);
r = |r| — ìоäуëü раäиус-вектора öентра ìасс КА;
p* и e — параìетр и эксöентриситет орбиты; с = |с| =
= |r Ѕ v| — постоянная пëощаäей (ìоäуëü вектора
ìоìента скорости v öентра ìасс КА); u* — проек-
öия вектора ускорения u* на направëение вектора
ìоìента скорости öентра ìасс КА (аëãебраи÷еская
веëи÷ина реактивноãо ускорения, перпенäикуëяр-
ноãо пëоскости оскуëируþщей орбиты КА).
Заäа÷а переориентаöии орбиты КА в уãëовых

переìенных форìуëируется сëеäуþщиì образоì:
требуется построитü управëение u*, перевоäящее
орбиту, изìенение ориентаöии которой описыва-
ется уравненияìи (1), из заäанноãо на÷аëüноãо по-
ëожения

Ωu = Ωu(t0) = , I = I(t0) = I0,

ωπ = ωπ(t0) = , I 0 ≠ 0, π

в требуеìое коне÷ное поëожение

Ωu = Ωu(t1) = , I = I(t1) = I*,

ωπ = ωπ(t1) = , I * ≠ 0, π.

При этоì äоëжен ìиниìизироватüся выбран-
ный функöионаë ка÷ества проöесса переориента-
öии орбиты КА.
Частный сëу÷ай этой заäа÷и рассìатриваëся

в работах Ю. М. Копнина [3], В. Н. Лебеäева [4],
М. З. Борщевскоãо, М. В. Иосëови÷а [5], Г. Л. Гроä-
зовскоãо, Ю. Н. Иванова, В. В. Токарева [6], Д. Е. Охо-
öиìскоãо, Ю. Г. Сихаруëиäзе [7].
В работе В. Н. Лебеäева [4] изу÷аëся поворот

пëоскости окоëозеìной круãовой орбиты с по-
ìощüþ тяãи, норìаëüной к ìãновенной пëоскости

dΩu/dt = (r/c)u*sin(ωπ + ϕ)cosecI,
dI/dt = (r/c)u*cos(ωπ + ϕ),
dωπ/dt = –(r/c)u*sin(ωπ + ϕ)ctgI,

dϕ/dt = c/r2, r = p*/(1 + ecosϕ), c = const,

Ωu
0

ωπ
0

Ωu*

ωπ*
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орбиты, с испоëüзованиеì усреäненных уравнений
в уãëовых эëеìентах орбиты.
В работе Г. Л. Гроäзовскоãо, Ю. Н. Иванова,

В. В. Токарева [6] иссëеäоваëся поворот пëоскости
круãовой орбиты спутника попере÷ной тяãой (тяãой,
направëенной перпенäикуëярно к ìãновенной
пëоскости орбиты, называеìой также в работе [6]
"бинорìаëüной тяãой"). Дëя описания äвижения
испоëüзованы уравнения (1), записанные в безраз-
ìерных переìенных и иìеþщие в наøих обозна-
÷ениях виä (за безразìерныìи переìенныìи со-
хранены прежние обозна÷ения разìерных пере-
ìенных)

dΩu/dt = u*sin(ωπ + ϕ)cosecI,

dI/dt = u*cos(ωπ + ϕ),

d(ωπ + ϕ)/dt = 1 – u*sin(ωπ + ϕ)ctgI.

Заäа÷а рассìатриваëасü в преäпоëожении, ÷то
на÷аëüная орбита спутника ëежит в пëоскости эк-
ватора и ÷то требуеìый накëон орбиты явëяется
ìаëыì (поэтоìу в äаëüнейøеì поëаãаëосü sin I ≈ I,
cos I ≈ 1).
В работе Д. Е. Охоöиìскоãо, Ю. Г. Сихаруëиäзе

[7] рассìатриваëасü заäа÷а поворота пëоскости ос-
куëируþщей орбиты КА с поìощüþ "бинорìаëü-
ной сиëы", созäаþщей "бинорìаëüное ускорение",
с испоëüзованиеì уравнений äëя уãëовых оскуëи-
руþщих эëеìентов (1). Рассìотрение оãрани÷ива-
ется сëу÷аеì круãовой орбиты, который, по сëоваì
авторов этой работы, быë иссëеäован в работах
Ю. М. Копнина [3] и М. З. Борщевскоãо, М. В. Иос-
ëови÷а [5]. Анаëизируется оптиìаëüный в сìысëе
ìиниìизаöии характеристи÷еской скорости поворот
пëоскости круãовой орбиты на уãоë накëонения
орбиты ΔI за неоãрани÷енное вреìя. Показывается,
÷то äëя ìаëых уãëов поворота ΔI оäноиìпуëüсный
поворот пëоскости орбиты, выпоëняеìый на ëи-
нии узëов, энерãети÷ески эквиваëентен повороту
пëоскости орбиты с поìощüþ "бинорìаëüноãо иì-
пуëüса скорости". Отìетиì, оäнако, ÷то поворот ор-
биты на уãоë ΔI рассìатривается в работе [7] в при-
бëиженной постановке с испоëüзованиеì ëиøü вто-
роãо уравнения систеìы (1) äëя накëонения орбиты.
В статüе С. А. Иøкова и В. А. Роìаненко [8]

рассìатривается вековое изìенение уãëовых эëе-
ìентов орбиты Ωu, I, ωπ поä äействиеì реактивноãо
ускорения, ортоãонаëüноãо пëоскости оскуëируþ-
щей орбиты КА. Эта заäа÷а называется в статüе за-
äа÷ей коррекöии эëеìентов орбиты Ωu, I, ωπ "би-
норìаëüныì реактивныì ускорениеì". Преäпоëа-
ãается, ÷то КА оснащен эëектрореактивныì
äвиãатеëеì с нереãуëируеìой тяãой, работаþщиì
без выкëþ÷ения.
Испоëüзуеìые в статüе [8] исхоäные уравнения

äвижения КА иìеþт виä уравнений в уãëовых эëе-
ìентах (1). Дëя реøения заäа÷и авторы статüи пе-
рехоäят в этих уравнениях к новой независиìой
переìенной (истинной аноìаëии ϕ) по форìуëе

dt = (r2/c)dϕ. Поëу÷енные уравнения, äопоëненные
уравнениеì äëя характеристи÷еской скорости vch,
приниìаþт виä [8]

dΩu/dϕ = u*(p*2/μ)(1 + ecosϕ)–3sin(ωπ + ϕ)cosecI,

dI/dϕ = u*(p*2/μ)(1 + ecosϕ)–3cos(ωπ + ϕ),

dωπ/dϕ = –u*(p*2/μ)(1 + ecosϕ)–3sin(ωπ + ϕ)ctgI,

dvch/dϕ = |u*|(p*2/μ)1/2(1 + ecosϕ)–2,
ãäе μ — постоянная Гаусса.
Грани÷ные усëовия ìаневра коррекöии записы-

ваþтся в виäе

t = t0 = t(ϕ0) = 0, Ωu = Ωu0,

I = I0, ωπ = ωπ0, vch = 0;

t = t1 = t(ϕ1), Ωu = Ωu1,

I = I1, ωπ = ωπ1, vch = vch1 → min.

Заäа÷а реøается с поìощüþ принöипа ìакси-
ìуìа и усреäнения уравнений. Из усреäненных
уравнений поëу÷ен ряä анаëити÷еских соотноøе-
ний äëя опреäеëения затрат характеристи÷еской
скорости в ÷астных сëу÷аях коррекöии оäноãо иëи
äвух эëеìентов орбиты (накëона орбиты, äоëãоты
восхоäящеãо узëа) при усëовии ìаëости изìенения
накëона орбиты и äоëãоты восхоäящеãо узëа. По
сëоваì авторов статüи [8] уравнения заäа÷и опти-
ìизаöии в поëноì объеìе не привеäены и не про-
анаëизированы из-за боëüøой ãроìозäкости урав-
нений äëя сопряженных переìенных.
Такиì образоì, реøение заäа÷и оптиìаëüной

переориентаöии орбиты косìи÷ескоãо аппарата по-
среäствоì реактивной тяãи, ортоãонаëüной пëос-
кости оскуëируþщей орбиты, с поìощüþ уравне-
ний (1) в уãëовых эëеìентах орбиты в строãой не-
ëинейной постановке äостато÷но сëожно в сиëу
неëинейности этих уравнений, наëи÷ия в них осо-
бых то÷ек I = 0, π, а также в сиëу ãроìозäкости
уравнений äëя сопряженных переìенных. Поэтоìу
äëя реøения этой заäа÷и оптиìаëüной переориен-
таöии орбиты КА вìесто уãëовых эëеìентов орби-
ты öеëесообразно испоëüзоватü [9—16] параìетры
Эйëера (Роäриãа—Гаìиëüтона).
Дифференöиаëüные уравнения ориентаöии ор-

биты КА в параìетрах Эйëера иìеþт виä [9—16]

2dΛ0/dt = –Ω1Λ1 – Ω2Λ2; 2dΛ1/dt = Ω1Λ0 – Ω2Λ3;

2dΛ2/dt = Ω2Λ0 + Ω1Λ3; 2dΛ3/dt = Ω2Λ1 – Ω1Λ2;(2)

dϕ/dt = c/r2, r = p*/(1 + ecosϕ), c = const; (3)

Ω1 = (r/c)u*cosϕ, Ω2 = (r/c)u*sinϕ,

ãäе Λj (j = 0, 1, 2, 3) — параìетры Эйëера, харак-
теризуþщие ориентаöиþ орбиты КА (систеìы ко-
орäинат ξ) в инерöиаëüной систеìе коорäинат X;
Ω1, Ω2, Ω3 = 0 — проекöии вектора W ìãновенной
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абсоëþтной уãëовой скорости орбиты на связан-
ные с ней коорäинатные оси Oξi.
Параìетры Эйëера Λj связаны с уãëовыìи эëе-

ìентаìи орбиты соотноøенияìи

(4)

Уравнения (2) в кватернионной записи прини-
ìаþт виä [9—16]

2dL/dt = L é Wξ,
Wξ = Ω1i1 + Ω2i2 = (r/c)u*(cosϕi1 + sinϕi2), (5)

ãäе L = Λ0 + Λ1i1 + Λ2i2 + Λ3i3 — кватернион ориен-
таöии орбиты КА (кватернионный оскуëируþщий
(ìеäëенно изìеняþщийся) эëеìент орбиты КА);
Wξ — отображение вектора W на базис ξ (вектор W
ìãновенной абсоëþтной уãëовой скорости орбиты
направëен вäоëü раäиус-вектора r öентра ìасс КА
и опреäеëяется форìуëой: W = (u*/c) r); i1, i2, i3 —
векторные ìниìые еäиниöы Гаìиëüтона; é — сиì-
воë кватернионноãо уìножения.
Отìетиì, ÷то уравнения (2), (3) иëи (5), (3) —

систеìа пяти неëинейных стаöионарных äифферен-
öиаëüных уравнений первоãо поряäка относитеëü-
но параìетров Эйëера Λj и истинной аноìаëии ϕ.
Эти уравнения, в отëи÷ие от ÷етырех неëинейных
äифференöиаëüных уравнений (1) ориентаöии ор-
биты в уãëовых эëеìентах орбиты Ωu, I, ωπ, не иìеþт
особых то÷ек I = 0, π, к тоìу же при перехоäе в них
от вреìени t к новой независиìой переìенной ϕ в
соответствии с äифференöиаëüныì соотноøениеì
dϕ = (c/r2)dt ìы поëу÷аеì (при u* = u*(ϕ)) систеìу
÷етырех ëинейных нестаöионарных äифференöи-
аëüных уравнений относитеëüно параìетров Эйëе-
ра Λj (в то вреìя как äифференöиаëüные уравне-
ния в уãëовых эëеìентах орбиты остаþтся сущест-
венно неëинейныìи).
Отìетиì также, ÷то систеìа уравнений (2), (3)

ìожет рассìатриватüся как нестаöионарная систеìа
äифференöиаëüных уравнений ÷етвертоãо поряäка
относитеëüно переìенных Λj, так как посëеäнее
уравнение (3) в этой систеìе äëя истинной аноìа-
ëии ϕ интеãрируется в кваäратурах независиìо от
äруãих уравнений, в сиëу ÷еãо переìенная ϕ ìожет
рассìатриватüся как известная функöия вреìени t.
При такоì рассìотрении систеìа уравнения (2)
иëи (5) явëяется (при u* = u*(ϕ)) ëинейной äиф-
ференöиаëüной систеìой.
Указанные обстоятеëüства äеëаþт испоëüзова-

ние уравнений (2), (3) иëи (5), (3) äëя реøения за-
äа÷ переориентаöии орбиты и коррекöии уãëовых
эëеìентов орбиты боëее уäобныì и эффективныì
в сравнении с испоëüзованиеì уравнений в уãëо-
вых оскуëируþщих эëеìентах (1). Такое реøение
заäа÷и переориентаöии орбиты КА в непрерывной
постановке (с испоëüзованиеì оãрани÷енной (ìа-

ëой) тяãи) рассìотрено в работах [17—20]. В них
в ка÷естве функöионаëа ка÷ества проöесса пере-
ориентаöии орбиты КА рассìотрены коìбиниро-
ванный функöионаë, равный взвеøенной суììе
вреìени переориентаöии и интеãраëа от кваäрата
ìоäуëя управëения, а также коìбинированный
функöионаë, равный взвеøенной суììе вреìени
переориентаöии и иìпуëüса управëения (характе-
ристи÷еской скорости) за вреìя переориентаöии
орбиты КА. Поëу÷ены законы оптиìаëüноãо уп-
равëения, уäовëетворяþщие необхоäиìыì усëовияì
принöипа ìаксиìуìа Понтряãина. Построены ус-
ëовия трансверсаëüности, не соäержащие неопре-
äеëенных ìножитеëей Лаãранжа. Сфорìуëирова-
ны соответствуþщие кватернионные äифференöи-
аëüные краевые заäа÷и переориентаöии орбиты КА
с поäвижныì правыì конöоì траектории, описы-
ваеìые систеìаìи неëинейных (äëя первоãо функ-
öионаëа) иëи ëинейных (äëя второãо функöионаëа)
нестаöионарных äифференöиаëüных уравнений
восüìоãо поряäка, в которых роëü независиìой пе-
реìенной иãрает истинная аноìаëия (при испоëü-
зовании вìесто вреìени t в ка÷естве независиìой
переìенной истинной аноìаëии ϕ из рассìотре-
ния искëþ÷ается äифференöиаëüное сопряженное
уравнение, соответствуþщее истинной аноìаëии).
Установëены первые интеãраëы äифференöиаëü-
ных уравнений краевых заäа÷ оптиìизаöии, в тоì
÷исëе их кватернионный первый интеãраë, сущест-
вуþщий äëя ëþбоãо (не тоëüко оптиìаëüноãо) уп-
равëения. Отìетиì, ÷то кватернионное сопряжен-
ное уравнение иìеет форìу кватернионноãо фазо-
воãо уравнения (5), ÷то äеëает äифференöиаëüные
уравнения краевых заäа÷ коìпактныìи и уäобны-
ìи äëя ÷исëенноãо реøения заäа÷и оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА. В этих работах также
привеäены приìеры ÷исëенноãо реøения заäа÷и
оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА в непре-
рывных постановках (с испоëüзованиеì оãрани÷ен-
ной (ìаëой) тяãи), выявëены особенности и законо-
ìерности оптиìаëüных траекторий и оптиìаëüных
управëений. Привеäенные в работе [20] приìеры
соäержат как варианты с ìиниìизаöией коìбини-
рованных функöионаëов ка÷ества, так и варианты
с ìиниìизаöией вреìени (сëу÷ай быстроäействия)
иëи характеристи÷еской скорости в отäеëüности.
Отìетиì, ÷то иссëеäованиþ заäа÷и оптиìаëü-

ной переориентаöии орбиты КА в непрерывной
постановке (с испоëüзованиеì äвиãатеëя ìаëой тяãи)
и с испоëüзованиеì кватернионноãо äифференöи-
аëüноãо уравнения ориентаöии орбитаëüной сис-
теìы коорäинат посвящены работы [13, 14, 21—23].
Испоëüзование кватернионноãо äифференöиаëü-
ноãо уравнения ориентаöии орбитаëüной систеìы
коорäинат боëее уäобно при анаëити÷ескоì иссëе-
äовании заäа÷и оптиìаëüной переориентаöии ор-
биты КА в непрерывной постановке, так как оно в
сëу÷ае круãовой орбиты и постоянноãо управëения
явëяется ëинейныì äифференöиаëüныì уравне-
ниеì с постоянныìи коэффиöиентаìи, в то вреìя

Λ0 = cos(I/2)cos((Ωu + ωπ)/2),
Λ1 = sin(I/2)cos((Ωu – ωπ)/2),
Λ2 = sin(I/2)sin((Ωu – ωπ)/2),
Λ3 = cos(I/2)sin((Ωu + ωπ)/2).
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как кватернионное äифференöиаëüное уравнение
ориентаöии орбиты КА в этоì сëу÷ае явëяется ëи-
нейныì äифференöиаëüныì уравнениеì с пере-
ìенныìи коэффиöиентаìи. Оäнако испоëüзова-
ние кватернионноãо äифференöиаëüноãо уравне-
ния ориентаöии орбиты КА иìеет преиìущество
при ÷исëенноì реøении заäа÷и оптиìаëüной пе-
реориентаöии орбиты КА, поскоëüку кватернион
ориентаöии орбиты КА явëяется оскуëируþщиì
(ìеäëенно изìеняþщиìся) эëеìентоì орбиты.
Кватернион ориентаöии орбитаëüной систеìы ко-
орäинат такиì свойствоì не обëаäает, так как яв-
ëяется быстро ìеняþщейся переìенной.

Кватернионная постановка непрерывной задачи 
оптимальной переориентации орбиты КА

Ориентаöия орбиты и äвижение КА поä äейст-
виеì тяãи, ортоãонаëüной к пëоскости орбиты, оп-
реäеëяется систеìой äифференöиаëüных уравне-
ний (3), (5):

 = ,  = u*L é (i1cosϕ + i2sinϕ), (6)

ãäе по-прежнеìу u* — отнесенная к еäиниöе ìассы
КА проекöия вектора реактивной тяãи на ортоãо-
наëüное к орбите направëение, которая явëяется
управëяþщиì параìетроì, уäовëетворяþщиì оã-
рани÷ениþ

|u*| m . (7)

В на÷аëüный ìоìент вреìени t = 0 ориентаöия
орбиты и поëожение КА на ней опреäеëяþтся со-
отноøенияìи

ϕ = ϕ0, L = Λ0. (8)

Ориентаöия орбиты в коне÷ный ìоìент вреìе-
ни, который заранее не заäается, опреäеëяется со-
отноøениеì

L = Λk. (9)

Ка÷ество проöесса управëения переориентаöи-
ей орбиты КА опреäеëяется функöионаëоì, преä-
ставëяþщиì собой свертку äвух критериев (вреìе-
ни и суììарноãо иìпуëüса тяãи) с весовыìи ìно-
житеëяìи α1, :

J * = (α1 + |u*|)dt, α1 l 0,  l 0. (10)

Требуется найти оптиìаëüное управëение тяãой
u* = u*(t), уäовëетворяþщее оãрани÷ениþ (7), ко-
торое перевоäит управëяеìуþ систеìу (6) из на-
÷аëüноãо состояния (8) на ìноãообразие (9) и со-
общает функöионаëу (10) ìиниìаëüное зна÷ение.
Отìетиì, ÷то при реøении заäа÷и оптиìаëüной

переориентаöии орбиты КА в иìпуëüсной поста-
новке в соответствии с известной ìетоäоëоãией ре-
øения заäа÷ оптиìаëüных иìпуëüсных переëетов

КА [24] наìи испоëüзуþтся кватернионные урав-
нения и соотноøения, поëу÷енные в этой заäа÷е с
поìощüþ принöипа ìаксиìуìа Понтряãина в не-
прерывной постановке (äëя оãрани÷енной (ìаëой)
тяãи), и соответствуþщие преäеëüные перехоäы в
этих уравнениях. Поэтоìу в наøей работе преäвари-
теëüно изëаãаþтся известная кватернионная поста-
новка заäа÷и оптиìаëüной переориентаöии орбиты
КА посреäствоì оãрани÷енной тяãи, ортоãонаëü-
ной пëоскости орбиты КА, и основные уравнения
и соотноøения, поëу÷енные при реøении этой за-
äа÷и с поìощüþ äифференöиаëüных уравнений (6),
соäержащих второе кватернионное äифференöи-
аëüное уравнение ориентаöии орбиты КА (сì. также
работы [17—20]).

Безразмерные переменные

Дëя перехоäа к безразìерныì переìенныì вво-
äятся ìасøтаб äëины R = p*, ìасøтаб сиëы тяãи,
отнесенной к ìассе КА, c2/R3; ìасøтаб вреìени и
функöионаëа R2/c. Безразìерные веëи÷ины ρ, τ, u,
α2, J связаны с соответствуþщиìи разìерныìи ве-

ëи÷инаìи r, t, u*, , J* соотноøенияìи

r = Rρ, t = τ, u* = u,  = α2, J* = J.(11)

В безразìерных переìенных äвижение управëяе-
ìой систеìы (6) описывается систеìой уравнений

 = (1 + ecosϕ)2,

 = L é (i1cosϕ + i2sinϕ). (12)

На управëяþщий параìетр u соãëасно (7) и (11)
наëаãается оãрани÷ение

|u| m um = . (13)

На÷аëüное состояние управëяеìой систеìы (12)
при τ = 0 опреäеëяется соотноøенияìи

ϕ = ϕ0, L = L0, (14)

а коне÷ное ìноãообразие в пространстве ϕ × L, на
котороì управëяеìая систеìа (12) äоëжна нахо-
äитüся в коне÷ный незаäанный ìоìент вреìени
τ = τk, описывается соотноøениеì

vect(  é Lk) = 0, (15)

в котороì верхняя воëна озна÷ает сопряженный
кватернион, а vect (...) — векторная ÷астü кватер-
ниона, закëþ÷енноãо в круãëые скобки.
Четыре коìпоненты Λj кватерниона L уäовëетво-

ряþт усëовиþ норìировки  +  +  +  = 1,

dϕ
dt
----- c
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поэтоìу краевое кватернионное усëовие (9), эквива-
ëентное ÷етыреì скаëярныì, заìенено на усëо-
вие (15), эквиваëентное треì скаëярныì. Такая
заìена повыøает эффективностü ÷исëенноãо ре-
øения заäа÷и.
Ка÷ество проöесса управëения, которое в раз-

ìерных переìенных опреäеëяëосü функöионаëоì
(10), приниìаþщиì ìиниìаëüное зна÷ение äëя
оптиìаëüноãо проöесса, в безразìерных переìен-
ных опреäеëяется зна÷ениеì функöионаëа

J = (α1 + α2|u|)dτ. (16)

В безразìерных переìенных поставëеннуþ выøе
заäа÷у оптиìаëüноãо управëения ìожно сфорìуëи-
роватü так: требуется найти оптиìаëüное управëение
u = u(τ), уäовëетворяþщее оãрани÷ениþ (13), ко-
торое за незаäанный проìежуток вреìени 0 m τ m τk
перевоäит управëяеìуþ систеìу (12) из на÷аëüноãо
состояния (14) на ìноãообразие (15) и сообщает
функöионаëу (16) ìиниìаëüное зна÷ение.

Решение непрерывной задачи 
оптимального управления с помощью 
принципа максимума Понтрягина

Функöия Гаìиëüтона—Понтряãина H äëя рас-
сìатриваеìой заäа÷и оптиìаëüноãо управëения
опреäеëяется по форìуëе

H = –(α1 + α2|u|) + χ(1 + ecosϕ)2 +

+ (M, L é (i1cosϕ + i2sinϕ)), (17)

ãäе сопряженная скаëярная переìенная χ, соответ-
ствуþщая скаëярной фазовой переìенной ϕ, и со-
пряженная кватернионная переìенная М, соответ-
ствуþщая кватернионной фазовой переìенной L,
уäовëетворяþт систеìе уравнений

 = 2eχ(1 + ecosϕ)sinϕ +

+ (M, L é (i1sinϕ – i2(e + cosϕ))),(18)

 = M é (i1cosϕ + i2sinϕ). (19)

Зäесü и äаëее (a, b) = scal((a0 – av) é b)) = a0b0 +
+ a1b1 + a2b2 + a3b3, ãäе aj и bj — коìпоненты ква-
тернионов a и b (a0 и av — скаëярная и векторная
÷асти кватерниона a).
Ввеäеì новуþ кватернионнуþ переìеннуþ

N =  é M, (20)

иìеþщуþ коìпоненты

N0 = Λ0M0 + Λ1M1 + Λ2M2 + Λ3M3;

N1 = Λ0M1 – Λ1M0 – Λ2M3 + Λ3M2;

N2 = Λ0M2 + Λ1M3 – Λ2M0 – Λ3M1;

N3 = Λ0M3 – Λ1M2 + Λ2M1 – Λ3M0.

Функöия H и уравнение (18), котороìу уäовëет-
воряет сопряженная переìенная χ, приìут сëе-
äуþщий виä:

H = –(α1 + α2|u|) + χ(1 + ecosϕ)2 +

+ (N1cosϕ + N2sinϕ), (21)

 = 2eχ(1 + ecosϕ)sinϕ +

+ (N1sinϕ – N2(e + cosϕ)). (22)

Из усëовия ìаксиìуìа äëя функöии H сëеäует,
÷то оптиìаëüное управëение опреäеëяется ÷ерез
фазовые и сопряженные переìенные по форìуëаì

u = umsign(N1cosϕ + N2sinϕ),

есëи  l α2,

u = 0, есëи  < α2. (23)

Особый режиì управëения в настоящей работе
не рассìатривается.
Так как правый конеö траектории в фазовоì

пространстве ϕ × L явëяется поäвижныì, то в кон-
öе äвижения, т.е. в ìоìент τ = τk, äоëжны выпоë-
нятüся усëовия трансверсаëüности [18—20]

χ = 0, (24)

(M, L) = scal(  é M) = N0 = 0. (25)

Кроìе тоãо, так как вреìя окон÷ания äвижения
не заäано, то функöия H в конöе äвижения äоëжна
уäовëетворятü усëовиþ

Hopt(τk) = 0. (26)

Такиì образоì, принöип ìаксиìуìа Понтряãи-
на своäит реøение заäа÷и о переориентаöии орби-
ты к реøениþ краевой заäа÷и äëя систеìы äиффе-
ренöиаëüных уравнений (12), (19), (22) äесятоãо
поряäка, в которых оптиìаëüное управëение опре-
äеëяется соотноøенияìи (23), с на÷аëüныìи усëо-
вияìи (14) при τ = 0 и усëовияìи (15), (24)—(26)
в конöе äвижения.
Из уравнений (12) и структуры оптиìаëüноãо

управëения (23) сëеäует, ÷то оптиìаëüное управëе-
ние состоит из активных этапов (u = ±um), на ко-

 
0

τk

∫

u
2 1 ecosϕ+( )
-------------------------

dχ
dτ
-----

u

2 1 ecosϕ+( )2
---------------------------

dM
dτ
------- u

2 1 ecosϕ+( )
-------------------------

L~

u
2 1 ecosϕ+( )
-------------------------

dχ
dτ
-----

u

2 1 ecosϕ+( )2
---------------------------

N1cosϕ N2sinϕ+

2 1 ecosϕ+( )
------------------------------------

N1cosϕ N2sinϕ+

2 1 ecosϕ+( )
------------------------------------

L~
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торых орбита КА вращается с уãëовой скоростüþ,
направëенной вäоëü раäиус-вектора КА и равной

sign(N1cosϕ + N2sinϕ), (27)

и пассивных этапов (u = 0), на которых орбита ос-
тается непоäвижной. Посëеäний этап оптиìаëüно-
ãо управëения соãëасно функöионаëу (16) ìожет
бытü тоëüко активныì.
Так как систеìа уравнений (12) автоноìная, то

соãëасно усëовиþ (26) äëя оптиìаëüноãо проöесса
функöия Гаìиëüтона—Понтряãина равна нуëþ во
все вреìя äвижения. Отсþäа сëеäует, ÷то на пассив-
ных этапах сопряженная переìенная χ соãëасно
(21) опреäеëяется по форìуëе

χ = . (28)

Соотноøение (28) äëя переìенной χ на пассив-
ных этапах уäовëетворяет уравнениþ (22). Систеìа
уравнений (12), (19) иìеет кватернионный первый
интеãраë [18—20]

M é  = C = const, (29)

позвоëяþщий перенести усëовие трансверсаëüнос-
ти (25) с правоãо конöа траектории на ëевый конеö.
Испоëüзуя соотноøение (20) и уравнения (12),

(19), ìожно показатü, ÷то коìпоненты N1, N2, N3
кватерниона N уäовëетворяþт систеìе äифферен-
öиаëüных уравнений

 = – N3,  = N3,

 = (N1sinϕ – N2cosϕ). (30)

Сопряженнуþ кватернионнуþ переìеннуþ M
ìожно искëþ÷итü, есëи вìесто нее и кватернион-
ноãо уравнения (19) в постановке краевой заäа÷и
оптиìаëüноãо управëения испоëüзоватü новые пе-
реìенные Nk (k = 1, 2, 3), явëяþщиеся коìпонен-
таìи векторной переìенной Nv = N1i1 + N2i2 + N3i3
(т.е. коìпонентаìи векторной ÷асти кватерниона
N = N0 + Nv), и систеìу уравнений (30) äëя этих
переìенных. Действитеëüно, скаëярная составëяþ-
щая N0 кватерниона N явëяется соãëасно (29) пер-
выì интеãраëоì. В сиëу усëовия трансверсаëüности
(25) эта составëяþщая равна нуëþ. В выражении äëя
функöии Гаìиëüтона—Понтряãина (21), в законе
управëения (23) и в уравнении (22) äëя сопряжен-
ной переìенной χ присутствуþт ëиøü переìенные
N1, N2, которые вìесте с переìенной N3 уäовëет-
воряþт систеìе äифференöиаëüных уравнений
(30). Поэтоìу вìесто кватернионной сопряженной
переìенной M в постановке краевой заäа÷и ìожно
испоëüзоватü векторнуþ переìеннуþ Nv, уäовëетво-

ряþщуþ соãëасно (30) векторноìу äифференöи-
аëüноìу уравнениþ:

 = [Nv, i1cosϕ + i2sinϕ], (31)

в котороì [a, b] — векторное произвеäение векто-
ров a и b.
В резуëüтате реøение поставëенной заäа÷и оп-

тиìаëüноãо управëения своäится к реøениþ крае-
вой заäа÷и äëя систеìы äифференöиаëüных урав-
нений (12), (22), (31) иëи (30) äевятоãо поряäка,
в которых оптиìаëüное управëение опреäеëяется со-
отноøенияìи (23), с на÷аëüныìи усëовияìи (14)
при τ = 0 и усëовияìи (15), (24), (26) в конöе äви-
жения. Краевая заäа÷а оптиìаëüноãо управëения
реøается наìи с поìощüþ коìбинаöии ìетоäа
Нüþтона и ìетоäа ãраäиентноãо спуска.
Резуëüтаты ÷исëенноãо реøения заäа÷и опти-

ìаëüной переориентаöии орбиты КА с испоëüзо-
ваниеì оãрани÷енной тяãи, ортоãонаëüной к пëос-
кости орбиты, и их сравнение с ÷исëенныì реøе-
ниеì заäа÷и оптиìаëüной переориентаöии орбиты
КА с испоëüзованиеì иìпуëüсной тяãи преäстав-
ëены во второй ÷асти статüи.

Заключение

В первой ÷асти статüи привеäен обзор работ по
äифференöиаëüныì уравненияì ориентаöии ор-
биты косìи÷ескоãо аппарата и изу÷аеìой пробëеìе
оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА в инерöи-
аëüной систеìе коорäинат посреäствоì реактив-
ной тяãи, ортоãонаëüной пëоскости оскуëируþщей
орбиты КА. Изëожена теория реøения заäа÷и
оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА с ис-
поëüзованиеì принöипа ìаксиìуìа Понтряãина и
кватернионноãо äифференöиаëüноãо уравнения
ориентаöии орбиты КА в неëинейной непрерыв-
ной постановке (с испоëüзованиеì оãрани÷енной
(ìаëой) тяãи).
Частныì сëу÷аеì изу÷аеìой заäа÷и явëяется

хороøо известная и иìеþщая боëüøое практи÷е-
ское зна÷ение заäа÷а коррекöии уãëовых эëеìен-
тов орбиты КА. Испоëüзование указанноãо управ-
ëения позвоëяет изìенятü эëеìенты орбиты КА,
сохраняя форìу и разìеры орбиты КА в проöессе
управëения äвижениеì неизìенныìи. Это öенное
свойство изу÷енноãо проöесса переориентаöии ор-
биты КА явëяется поëезныì как при реøении за-
äа÷и коррекöии уãëовых эëеìентов орбиты КА, так
и äруãих заäа÷ ìеханики косìи÷ескоãо поëета.
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The paper presents the problem of the optimal reorientation of the spacecraft's orbit by a limited or pulse jet thrust, which
is orthogonal to the plane of the osculating orbit, with the help of a quaternion differential equation of the spacecraft (SC) orbit
orientation and the Pontryagin maximum principle. This kind of a jet thrust changes orientation of the spacecraft orbits while its
shape and size are kept unchanged during the control process. The functional, which defines the quality of the control process,
is a weighted convolution of two criteria: time and the total momentum of the jet thrust spent on the control process (special
cases of this functional are the quick response problem and the problem of minimizing the characteristic velocity). In the first
part of the article the authors present a review of the papers on the differential equations of the spacecraft orbit orientation
and the problem of the optimal spacecraft orbit reorientation in the inertial coordinate system by a jet thrust, which is or-
thogonal to the plane of the osculating orbit of the spacecraft. The authors present the theory of solving the problem of the op-
timal reorientation of a spacecraft orbit using a quaternion differential equation of the spacecraft orbit orientation in the non-
linear continuous formulation (using a limited (small) thrust).
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