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Алгоритмы управления неоднородными группами 
подвижных объектов в двумерных средах с препятствиями1

Введение

Дëя эффективноãо реøения ìноãих практи÷е-
ских заäа÷ с успехоì ìоãут приìенятüся поäвиж-
ные безэкипажные (автоноìные) объекты. К ниì
относятся заäа÷и, эффективностü реøения которых
автоноìныìи объектаìи, по сравнениþ с ÷еëове-
коì, существенно выøе, а также заäа÷и, реøение
которых ÷еëовекоì невозìожно в связи с опасно-
стüþ äëя еãо жизни [1]. Приìероì заäа÷ первоãо
типа явëяþтся сборо÷ные произвоäства автоìоби-
ëей, эëектронных приборов и т.п. К заäа÷аì вто-
роãо типа относятся операöии разìинирования,

обезвреживания взрывоопасных преäìетов, иссëе-
äование зараженных объектов и т.ä. К заäа÷аì, ко-
торые наибоëее эффективно реøаþтся поäвижныìи
объектаìи, относятся заäа÷и ìониторинãа и охраны
крупных энерãети÷еских, хиìи÷еских, транспорт-
ных и оборонных объектов. При реøении заäа÷
второãо типа поäвижные объекты, как правиëо,
äоëжны функöионироватü в неäетерìинирован-
ной, непреäсказуеìой среäе, ÷асто в усëовиях про-
тивоäействия.
Во ìноãих сëу÷аях требуется испоëüзоватü ãруппы

поäвижных объектов, ÷то позвоëяет существенно
расøиритü обëастü их приìенения. Оäниì из ос-
новных факторов, обусëовëиваþщих ãрупповое при-
ìенение поäвижных объектов, явëяется öена их про-
извоäства. Несìотря на то, ÷то произвоäство еäи-

Рассматривается проблема распределенного управления группой неоднородных объектов в среде с препятствиями. Дается
краткий обзор задач и методов группового управления. Ставится задача синтеза локальных алгоритмов управления, обеспе-
чивающих движение неоднородной группы автономных объектов в двумерной среде с нестационарными препятствиями. В ос-
нову предлагаемых алгоритмов положен принцип, в соответствии с которым каждый объект группы воспринимает все со-
седние с ним объекты как репеллеры. При этом в отличие от известных методов формирования репеллеров, отталкивающие
силы формируются специальными динамическими звеньями, что позволяет проводить синтез в пространстве состояний, а не
в геометрическом пространстве. В работе выполнен анализ установившихся режимов движения и устойчивости планируемых
траекторий движения. Получены выражения, позволяющие найти установившийся режим движения. Также проанализиро-
ваны движения группы в среде с препятствиями, движущимися с постоянными скоростями. Определены смещения положения
объектов, вызванные движущимися препятствиями, и проведен анализ устойчивости. Приведенные результаты моделирования
подтверждают результаты анализа. Предлагаемый подход, в случае использования уравнений кинематики и уравнений дина-
мики, позволяет совместить уровень планирования и управления движением.
Ключевые слова: неоднородные группы, групповое управление, подвижный объект, децентрализованное управление, репеллер

 1 Работа поääержана ãрантоì Российскоãо нау÷ноãо фонäа
14-19-01533, выпоëняеìоãо Южныì феäераëüныì универ-
ситетоì.



516 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 8, 2016

ни÷ных опытных образöов ìини- и ìикрообъектов
явëяется весüìа затратныì, при ìассовоì произ-
воäстве их öена существенно снижается. Напри-
ìер, стоиìостü оäноãо поëноразìерноãо истреби-
теëя составëяет окоëо 10 ìëн äоëëаров США, в то
вреìя как стоиìостü ëетаþщеãо ìини-робота ëе-
жит в преäеëах 20...30 тыся÷ äоëëаров, а рас÷етная
стоиìостü ëетаþщеãо ìикроробота при их ìассо-
воì произвоäстве оöенивается в 10 äоëëаров за
еäиниöу [2]. Особенности и преиìущества приìе-
нения ãрупп автоноìных ëетатеëüных аппаратов
поäробно рассìатриваþтся в работе [3].
Группой объектов называется совокупностü не-

котороãо ÷исëа оäнотипных иëи разнотипных без-
экипажных объектов, объеäиненных общей öеëевой
заäа÷ей. Поä оäнотипныìи пониìаþтся объекты,
иìеþщие оäинаковые конструкöиþ, функöионаëü-
ное назна÷ение и возìожности, поä разнотипны-
ìи — объекты, иìеþщие разные конструкöиþ,
функöионаëüное назна÷ение и функöионаëüные
возìожности [4, 5]. В ãруппы обы÷но объеäиняþтся
объекты, äопоëняþщие функöионаëüные возìож-
ности äруã äруãа, так ÷то возìожности ãруппы øире
возìожностей оäино÷ноãо объекта ëþбоãо типа.
Дëя реøения поставëенной переä ãруппой заäа÷и

кажäый из поäвижных объектов ãруппы иëи ее ÷асти
äоëжен выпоëнитü ряä äействий, направëенных на
реøение общей заäа÷и. Эти äействия, о÷евиäно,
äоëжны бытü скоорäинированы, соãëасованы по вре-
ìени, а ÷асто, и в пространстве. Такиì образоì,
возникает заäа÷а управëения ãруппой поäвижных
объектов, которая закëþ÷ается ëибо в реаëизаöии
заранее найäенной посëеäоватеëüности äействий,
ëибо в оперативноì форìировании саìиìи объек-
таìи раöионаëüной посëеäоватеëüности äействий
по реøениþ заäа÷и и реаëизаöии этой посëеäова-
теëüности. Заäа÷а ãрупповоãо управëения поäвиж-
ныìи объектаìи вкëþ÷ает вопросы инфорìаöион-
ноãо обеспе÷ения, вопросы ìониторинãа и восста-
новëения состояния объектов ãруппы [1, 4, 5].
В раìках äанной форìуëировки заäа÷и ãруппо-

воãо управëения преäпоëаãается, ÷то ãруппа состоит
из интеëëектуаëüных поäвижных объектов. К ин-
теëëектуаëüныì принято относитü ëибо систеìы,
снабженные ìощныì вы÷исëитеëüныì коìпëек-
соì [6], ëибо систеìы, построенные на основе ин-
теëëектуаëüных ìетоäов, таких как аппарат не÷ет-
кой ëоãики Л. Заäе, искусственные нейронные сети и
экспертные систеìы [7, 8]. Интеëëектуаëüные ìе-
тоäы управëения требуþт выпоëнения как ìатеìа-
ти÷еских, так и ëоãи÷еских операöий. Поэтоìу ре-
аëизаöия интеëëектуаëüных ìетоäов управëения
обусëовëивает необхоäиìостü øироких возìожнос-
тей вы÷исëитеëüноãо коìпëекса. В сëу÷ае интеëëек-
туаëüных поäвижных объектов коìпëекс äоëжен
бытü способен, во-первых, осуществëятü ìонито-
ринã состояния объекта, реøение ëокаëüных заäа÷
управëения переìещениеì объекта и еãо äействияìи.
Во-вторых, коìпëекс äоëжен бытü способен пëа-
нироватü äействия поäвижноãо объекта и реøатü

вопросы взаиìоäействия объектов äруã с äруãоì
äëя совìестноãо реøения заäа÷и, поставëенной
переä ãруппой иëи ее ÷астüþ [5, 6, 9].
В ряäе сëу÷аев äëя реøения конкретной заäа÷и

не требуþтся все объекты ãруппы. В этих сëу÷аях в
ãруппе форìируется поäãруппа объектов — кëас-
тер, в состав котороãо вхоäят поäвижные объекты,
ориентированные на реøение äанной заäа÷и. Фор-
ìирование кëастеров происхоäит и в тех сëу÷аях,
коãäа переä ãруппой ставится нескоëüко заäа÷
[5, 9, 10]. В общеì сëу÷ае форìирование кëастеров
также явëяется составной ÷астüþ заäа÷и ãруппово-
ãо управëения поäвижныìи объектаìи [5, 9].
Управëение объектаìи ãруппы осуществëяется

систеìой ãрупповоãо управëения (СГУ) [5, 11].
В СГУ ìоãут реаëизовыватüся ìетоäы öентра-
ëизованной, äеöентраëизованной иëи ãибриäной
стратеãии управëения, особенности которых рас-
сìотрены в ìоноãрафиях [1, 5] и ìноãо÷исëенных
статüях. При реаëизаöии ìетоäов öентраëизован-
ноãо управëения ãруппа объектов иìеет "объект-ëи-
äер", вы÷исëитеëüный коìпëекс котороãо явëяется
техни÷еской базой систеìы управëения. На основе
инфорìаöии, поступаþщей от объектов ãруппы, и
инфорìаöии о заäа÷ах, поставëенных переä ãруппой
систеìой управëения боëее высокоãо уровня, СГУ
реøает заäа÷и форìирования кëастеров и распре-
äеëения заäа÷ ìежäу ниìи. Она же пëанирует äей-
ствия поäвижных объектов ãруппы иëи кажäоãо
кëастера по реøениþ поставëенных заäа÷ [9, 10].
Друãиìи сëоваìи, при öентраëизованной стра-

теãии систеìа управëения кажäоãо поäвижноãо
объекта поëу÷ает аëãоритì äействий по инфорìа-
öионныì канаëаì и реаëизует еãо. В этоì сëу÷ае
систеìы управëения объектов-испоëнитеëей, факти-
÷ески, реøаþт ëиøü ëокаëüные заäа÷и управëения
испоëнитеëüныìи ìеханизìаìи, поэтоìу основная
÷астü объектов ãруппы ìоãут иìетü несëожные вы-
÷исëитеëüные коìпëексы. Такоãо типа систеìы
управëения, в ÷астности, приìеняþтся в сëу÷ае
ìини- и ìикророботов, коãäа ãабаритные разìеры
робота не позвоëяþт разìеститü на неì ìощный
вы÷исëитеëüный коìпëекс. Оäнако такая систеìа
управëения иìеет äовоëüно низкуþ наäежностü и
требует äубëирования ëиäера ãруппы.
Боëее перспективной преäставëяется äеöентраëи-

зованная стратеãия управëения, которая привоäит
к распреäеëенныì систеìаì ãрупповоãо управëе-
ния. В этоì сëу÷ае СГУ реаëизуется путеì инфор-
ìаöионноãо объеäинения вы÷исëитеëüных коìп-
ëексов нескоëüких поäвижных объектов иëи всех
объектов ãруппы. Реøения по распреäеëениþ за-
äа÷, форìированиþ соответствуþщих кëастеров и
по управëениþ äействияìи объектов приниìаþтся
саìиìи объектаìи, то÷нее, ëокаëüныìи систеìа-
ìи управëения кажäоãо из них [4, 5, 8, 11].
При построении СГУ приìеняþтся разëи÷ные

поäхоäы к разработке ìетоäов ãрупповоãо управ-
ëения: техноëоãия потенöиаëüных поëей; ìетоäы
коëëективноãо поиска оптиìаëüноãо реøения; ìе-
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тоäы ìноãоаãентноãо иëи повеäен÷ескоãо управëе-
ния; ìетоäы рыно÷ной эконоìики иëи не÷еткой
ëоãики; принöипы саìоорãанизаöии иëи стайноãо
управëения [9, 12—14].
Иäея испоëüзования оттаëкиваþщих и притяãи-

ваþщих ìножеств в систеìах управëения поäвиж-
ныìи объектаìи впервые реаëизована в 1970 ã.
А. К. Пëатоновыì в работах [15, 16], ãäе быë преä-
ставëен ìетоä потенöиаëов (потенöиаëüных по-
ëей) äëя реøения заäа÷и выбора пути äëя ìобиëü-
ноãо робота. За рубежоì основные ссыëки äеëаþт-
ся на работы Брукса и Хатиба, выøеäøие в свет в
1985 и 1986 ãã. [17—19]. В настоящее вреìя ìетоä
потенöиаëüных поëей поëу÷иë øирокое распрост-
ранение. Обзор и анаëиз ìетоäов, испоëüзуþщих
этот поäхоä, ìожно найти в работе [20]. В работах
[21—23] изëожена иäея преобразования то÷е÷ных
препятствий в репеëëеры с испоëüзованиеì тео-
реìы Ляпунова о неустой÷ивости. Такой поäхоä
позвоëяет реаëизоватü äвижение в среäах с препят-
ствияìи без картоãрафирования. В статüе [24] этот
поäхоä распространен на трехìерное пространство,
а в работе [21] рассìатривается заäа÷а äвижения в
среäе с препятствияìи, которые ìоãут образовы-
ватü разëи÷ные конфиãураöии. В äанной статüе
рассìатривается заäа÷а управëения неоäнороäной
ãруппой поäвижных объектов в äвуìерной среäе с
препятствияìи с испоëüзованиеì иäеоëоãии ре-
пеëëеров.

Постановка задачи

Рассìотриì ãруппу поäвижных объектов (ПО),
уравнения кинеìатики кажäоãо из которых иìе-
þт виä

 = Vicosϕi,  = Vi sinϕi, (1)

ãäе y1i, y2i и Vi — коорäинаты и скоростü, а ϕi — уãоë
курса i-ãо ПО; i = ; n — ÷исëо ПО в ãруппе. Та-
киì образоì, поëожение i-ãо ПО в систеìе Oy1y2
характеризуется коорäинатаìи y1i, y2i (рис. 1), а из-
ìенения скорости Vi и курсовоãо уãëа ϕi явëяþтся

управëенияìи еãо äвижениеì. Преäпоëаãается, ÷то
ëокаëüная систеìа управëения (ЛСУi) кажäыì объ-
ектоì ПОi распоëаãает инфорìаöией о коорäинатах
и скоростях изìенения коорäинат сосеäних ПО,
а также о коорäинатах yL, yR обëасти L, в которой
функöионирует ãруппа. Инфорìаöия о ÷исëе n
поäвижных объектов в ãруппе ëокаëüныì систеìаì
не äоступна.
Ставится заäа÷а построения äеöентраëизован-

ноãо (распреäеëенноãо) аëãоритìа управëения ãруп-
пой при реøении еþ сëеäуþщей заäа÷и: совìест-
ное переìещение всей ãруппы в направëении оси
Oy2 с заäанной скоростüþ Vk и с равноìерныì рас-
преäеëениеì ПО вäоëü оси Oy1.

Алгоритм управления

Пустü при t = 0 y2i = 0, а y1i ≠ y1j, ∀ j ≠ i, j = .
Пронуìеруеì ПО такиì образоì, ÷тобы инäекс
i =  возрастаë с увеëи÷ениеì коорäинаты y1i.
Преäпоëожиì, ãруппа состоит из разнороäных
объектов, требуþщих поääержания разëи÷ных рас-
стояний äруã от äруãа. С этой öеëüþ ввеäеì в рас-
сìотрение ëинейные функöии fIi(y1i) и fIIi(y1i),
преäставëенные на рис. 2, на основе которых фор-
ìируþтся репеëëеры. На рис. 2 обозна÷ено: y1i —
поëожение i-ãо ПО; y1i – 1 — поëожение бëижай-
øеãо сëева ПО иëи препятствия; y1i + 1 — поëоже-
ние бëижайøеãо справа ПО иëи препятствия.
Уравнение пряìой Ii, преäставëенной на рис. 2 и

прохоäящей ÷ерез то÷ки (y1i + 1 – L, 0), (y1i + 1, k1i),
ìожно записатü сëеäуþщиì образоì:

 = .

Отсþäа сëеäует уравнение пряìой Ii:

fIi = (y1i – y1i + 1 + L). (2)

Рис. 1. Координаты ПО и система координат

y·1i y·2i

1 n,

1 n,

1 n,

Рис. 2. Формирование линейных сил отталкивания

y1i y1i 1+– L+

y1i 1+ y1i 1+– L+
----------------------------------

fIi 0–

k1i 0–
------------

k1i

L
-----
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Анаëоãи÷ныì образоì äëя пряìой IIi, прохо-
äящей ÷ерез то÷ки (y1i – 1, k2i), (y1i – 1 + L, 0), по-
ëу÷аеì

 = 

иëи

fIIi = (–y1i + y1i – 1 + L). (3)

Вы÷итая из правой ÷асти выражения (2) правуþ
÷астü (3), поëу÷аеì уравнения äинаìи÷еских
звенüев, форìируþщих репеëëеры в пространстве
состояний ãруппы поäвижных объектов:

 = (k1i – k2i) + 

+ [ciy1i – k1iy1i + 1 – k2iy1i – 1]/L = wi, (4)

ãäе y10 = yL, y1n + 1 = yR, ci = k1i + k2i, i = ; zi,
wi — вспоìоãатеëüные переìенные.
Отìетиì, ÷то коэффиöиенты k1i, k2i опреäеëяþт

интенсивностü функöий оттаëкивания i-ãо ПО от
сосеäних ПО иëи от препятствий и, как сëеäствие,
зна÷ения расстояний ìежäу ПО в установивøеìся
режиìе. Поэтоìу äëя обеспе÷ения разëи÷ных рас-
стояний ìежäу сосеäниìи ПО ÷исëенные зна÷ения
этих коэффиöиентов äоëжны бытü разëи÷ныìи.
Заäа÷а построения искоìоãо аëãоритìа закëþ-

÷ается в опреäеëении законов форìирования СУ
кажäоãо ПО таких управëений Vi и ϕi, при которых
обеспе÷ивается стабиëизаöия вспоìоãатеëüных пе-
реìенных zi и äвижение ãруппы ПО параëëеëüно
оси Oy2 с заäанной скоростüþ Vk. Дëя реøения
этой заäа÷и ввеäеì в рассìотрение кваäрати÷ные
функöии виäа

Wi = 0,5 . (5)

Произвоäные по вреìени от функöий (5) в сиëу
уравнений (4) равны

 = zi  = ziwi. (6)

Чтобы обеспе÷итü отриöатеëüнуþ опреäеëен-
ностü произвоäной (6) и поääержание строя в ãруппе,
т.е. äвижение всех объектов ãруппы на оäной ëинии,
параëëеëüной оси Oy1, потребуеì выпоëнения сëе-
äуþщих функöионаëüных соотноøений:

ψ1i = wi + αizi = 0; (7)

ψ2i = (8)

При выпоëнении усëовия (7) произвоäная (6)
приниìает виä

 = –αi , (9)

а произвоäная по вреìени функöии ψ1i (7) в сиëу
уравнений (1), (4) равна

 =  + αi  =

=  + αiwi, (10)

ãäе vi = k1i  + k2i .

Соответственно, произвоäная по вреìени функ-
öии ψ2i (8) (при i > 1) описывается выраженияìи

 =  –  = uiy – , i = . (11)

В выражения (10) и (11) äëя краткости ввеäены
обозна÷ения: uix = Vicosϕi, uiy = Vi sinϕi.
Потребуеì, ÷тобы ëокаëüные заìкнутые систе-

ìы управëения кажäоãо i-ãо ПО уäовëетворяëи
этаëонныì уравненияì [22—24] сëеäуþщеãо виäа:

 + T1iψ1i = 0, i = ;

ψ21 = 0,  + T2iψ2i = 0, i = . (12)

Поäставив в систеìу уравнений (12) выражения
(7), (8), (10), (11) и реøив поëу÷еннуþ систеìу от-
носитеëüно функöий uix и uiy, найäеì

 = . (13)

При этоì связü функöий uix, uiy со скоростüþ и
уãëоì направëения äвижения i-ãо ПО опреäеëяет-
ся, в соответствии с обозна÷енияìи uix = Vicosϕi,
uiy = Visinϕi и уравненияìи (1), выраженияìи

 = . (14)

Выражения (4) и (13), (14) преäставëяþт иско-
ìый распреäеëенный аëãоритì управëения äвиже-
нияìи объектов ãруппы. Этот аëãоритì реаëизуется
систеìой управëения кажäоãо i-ãо объекта, при÷еì
äëя еãо реаëизаöии, о÷евиäно, äостато÷но äанных
о собственноì поëожении y1i, y2i кажäоãо i-ãо ПО,
а также о коорäинатах y1i – 1, y1i + 1 и скоростях

, ,  еãо сосеäних ПО. При этоì

скорости , ,  и поëожения y1i – 1,

y1i + 1 сосеäних поäвижных объектов изìеряþтся
сенсорныìи систеìаìи кажäоãо i-ãо ПО [21—24].
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В соответствии с выраженияìи (4), (13), (14)
уравнения äвижения i-ãо ПО, i = , иìеþт виä

 =  – (wi + αizi), (15)

 = wi, i = , (16)

 = (17)

Провеäеì анаëиз устой÷ивости систеì (15)—(17).
Дëя i-й поäсистеìы переìенные y1i + 1, y1i – 1, фак-
ти÷ески, явëяþтся внеøниìи возäействияìи.
Кроìе тоãо, в сиëу ëинейности этой поäсистеìы
ìожно оãрани÷итüся анаëизоì устой÷ивости ее ну-
ëевоãо поëожения равновесия. Эта заäа÷а своäится
к иссëеäованиþ устой÷ивости систеìы уравнений

 = –(αi + T1i)y1i – αizi, (18)

 = y1i; (19)

 = (20)

Систеìа уравнений (18)—(20), как и систеìа
(15)—(17), преäставëяет собой äве независиìые
поäсистеìы, оäна из которых вкëþ÷ает уравнения
(18), (19), а вторая — уравнение (20).
Во второй поäсистеìе (20) первое уравнение,

соответствуþщее i = 1, устой÷иво по Ляпунову,
а усëовия асиìптоти÷еской устой÷ивости остаëü-
ных, о÷евиäно, иìеþт виä

T2i > 0, i = . (21)

Характеристи÷еские уравнения поäсистеì урав-
нений (18), (19) иìеþт виä

p2 + (αi + T1i)p + αiT1i = 0, i = . (22)

Такиì образоì, усëовия устой÷ивости äвиже-
ний рассìатриваеìой ãруппы ПО поä управëениеì
(4), (13), (14) иìеþт виä

αi > 0, T1i > 0, T2i > 0, i = . (23)

Рассìотриì теперü установивøееся äвижение
ãруппы ПО. Так как систеìа уравнений (15)—(17)
устой÷ива, то в ней существует установивøийся
режиì, характеризуеìый нуëевыìи скоростяìи

, ; тоãäа из соотноøений (15), (16) сëеäует

0 = –αiwi – T1i(wi + αizi), 0 = wi, i = .

Отсþäа с у÷етоì выражения äëя функöии wi (4)
нахоäиì

y1i = ,

zi = 0, i = . (24)

Выражение (24) при i = 1 ìожно записатü в виäе

f11y11 = k11y12 + k21y1L – f21L, (25)

ãäе f11 = k11 + k21, f21 = k11 – k21. Анаëоãи÷но за-
пиøеì выражение (24) при i = 2:

f12y12 = k12y13 + k22y11 – f22L, (26)

ãäе f12 = k12 + k22, f22 = k12 – k22. Поäставив урав-
нение (25) в соотноøение (26), найäеì

y12 = f11k12y13 + k22k11y1L – L. (27)

Зäесü  = f11 f12 – k22k21,   = k22 f21 + f11 f22.

Проäоëжая анаëоãи÷ные вы÷исëения при i = 3
и i = 4, поëу÷аеì

y13 = k13y14 + k23k22k21y1L – L, (28)

y14 = k14y15 + k24k23k22k21y1L – L, (29)

ãäе  = f13 – k23k12 f11,  = k23  + f23,

 = f14 – k24k13 ,  = k24  + f24,

f14 = k14 + k24, f24 = k14 – k24.
Провоäя анаëиз поëу÷енноãо ряäа (25), (27)—(29),

поëу÷аеì, ÷то при i = 1,2 справеäëивы выражения
(25), (27), а äëя i =  ìожно записатü

y1i = k1iy1i + 1 + k2jy1L – L, (30)

ãäе  = f1i – k2ik1i – 1,  = k2i  –

– f2i, f1i = k1i + k2i, f2i = k1i – k2i,  = f11,

= 1. Ввеäеì обозна÷ение  = k1i и запи-

øеì выражение (30) сëеäуþщиì образоì:

y1i = y1i + 1 + k2jy1L – L. (31)

Запиøеì выражение (31) при i = n с у÷етоì ра-
венства y1i + 1 = y1R:

y1n = y1R + k2jy1L – L. (32)

Анаëоãи÷но при i = n – 1 поëу÷аеì:

y1n – 1 = y1n + k2jy1L – L. (33)

1 n,

y·1i
L
ci
---

vi

L
--- αiwi–⎝ ⎠

⎛ ⎞ LT1i

ci
---------

z·i 1 n,

y·2i

Vk, i = 1,

 – T2i(y2i – y2i – 1), i = .y·2i 1– 2 n,

y·1i
LT1i

ci
---------

z·i
ci

L
---

y·2i

Vk, i = 1,

–T2iy2i, i = .2 n,

2 n,

1 n,

1 n,

y·1i z·i

1 n,

k1iy1i 1+ k2iy1i 1– k1i k2i–( )L–+

k1i k2i+
------------------------------------------------------------------

1 n,

f12′ f22′

f12′ f22′

f13′ f12′ f23′

f14′ f13′ f24′

f13′ f12′ f23′ f22′ f12′

f14′ f13′ f12′ f24′ f23′ f13′

3 n,

f1i′ f1i 1–′
j 1=

i

∏ f2i′

f1i′ f1i 1–′ f1i 2–′ f2i′ f2i 1–′

f1i 1–′ f11′

f10′ f1i″ f1i 1–′

f1i′ f1i″
j 1=

i

∏ f2i′

f1n′ f1n″
j 1=

n

∏ f2n′

f1n 1–′ f1n 1–″
j 1=

n 1–

∏ f2n 1–′



520 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 8, 2016

Поäстановка выражения (31) в форìуëу (32) äает

y1n – 1 = y1R + k2jy1L +

+ k2jy1L – L – L. (34)

Провоäя анаëоãи÷ные вы÷исëения äëя i = n – 2
и i = n – 3, поëу÷аеì

y1n – 2 = y1R +

+ k2jy1L + k2jy1L +

+ k2jy1L – L –

– L – L, (35)

и

y1n – 3 =

= y1R +

+ k2jy1L +

+ k2jy1L +

+ k2jy1L +

+ k2jy1L –

– L – L –

– L– L. (36)

На основе соотноøений (35), (36) ìожно запи-
сатü äëя i =  сëеäуþщее выражение:

y1i  = y1R  + y1L  × k2j +

+  × k2j +  ×  × k2j  –

– L  +  +

+  ×  × , (37)

ãäе k = , l = , m = , i = .
Поëу÷енные выражения (32)—(37) опреäеëяþт

установивøийся режиì äвижения неоäнороäной
ãруппы объектов с разëи÷ныìи коэффиöиентаìи
оттаëкивания.
На рис. 3 преäставëены резуëüтаты ìоäеëирова-

ния заìкнутой систеìы управëения (15)—(17) при

αi = 2, T1i = 3, T2i = 3, i = , Vk = 1,5 ì/с. Чисëо
объектов в ãруппе равно 5. Коãäа в зоне функöи-
онирования ãруппы объектов препятствия отсутст-
вуþт, коэффиöиенты kji поëаãаþтся оäинаковыìи:

kji = L, j = 1,2; i = . Поэтоìу в на÷аëе äвижения
роботы распреäеëяþтся равноìерно вäоëü оси Oy1.
При появëении препятствия бëижайøие к неìу
сëева и справа роботы изìеняþт свои коэффиöи-
енты оттаëкивания. В äанноì приìере препятст-
вие появëяется ìежäу вторыì и третüиì объектоì,
поэтоìу при еãо обхоäе систеìы управëения этих
объектов изìеняþт зна÷ения коэффиöиентов k13 и
k23, поëаãая k12 = 1,3L, k23 = 1,3L. Зна÷ения ос-
таëüных коэффиöиентов kji остаþтся прежниìи.

В сиëу тоãо, ÷то препятствие раз-
äеëяет ãруппу на äве поäãруппы,
при еãо обхоäе ìожно выбиратü ко-
эффиöиенты kji не по разìераì всей
обëасти функöионирования, а по
разìераì поäобëастей, на которые
обëастü разäеëяется препятствияìи.
На рис. 3 виäно, ÷то посëе старта

объекты приниìаþт заäанный строй
и äвижутся параëëеëüно äруã äруãу
и оси Oy2 с заäанной скоростüþ.
При появëении препятствия объекты
обхоäят еãо, посëе ÷еãо снова äви-
жутся заäанныì строеì. Такиì об-
разоì, преäëоженный распреäеëен-
ный аëãоритì управëения (4), (13),
(14) обеспе÷ивает äвижение ãруппы
поäвижных объектов (1) заäанныì
образоì, в тоì ÷исëе и в среäе с
препятствияìи.
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Рис. 3. Результаты моделирования системы (15)—(17):
а — траектории поäвижных объектов; б — переìенная z2
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Анализ алгоритма управления
в среде с подвижными препятствиями

В öеëях наãëяäности и простоты изëожения äа-
ëее рассìатривается сëу÷ай равных коэффиöиен-
тов kji = k, оäнако все рассужäения ìоãут бытü при-
ìенены и äëя сëу÷ая неоäнороäной ãруппы объек-
тов, т.е. объектов, которые äоëжны äвиãатüся на
разëи÷ных расстояниях äруã от äруãа. Это обеспе-
÷ивается рассìатриваеìыì аëãоритìоì, как пока-
зано выøе, при заäании разëи÷ных зна÷ений ко-
эффиöиентов оттаëкивания.
Преäпоëожиì, в некоторый ìоìент вреìени t1

препятствие попаäает в зону äействия i-ãо объекта,
а в ìоìент вреìени t2 > t1 препятствие выхоäит из
этой зоны. Поëаãая kji = L, αi = k/L, переìенные
y1i + 1, y1i – 1 внеøниìи äëя i-ãо объекта, а скорости
препятствий и объектов постоянныìи, из соотно-
øения (13) поëу÷аеì сëеäуþщуþ систеìу:

 =  + , (38)

ãäе 

A1 = (Vi – 1 + Vi + 1),

A2 = (Vi – 1 + Vi + 1) + (  + ),

A3 = – (Vi – 1 + Vi + 1), A4 = – (  + ),

 = Vi – 1, y1i – 1 = Vi – 1t + ,

 = Vi + 1, y1i + 1 = Vi + 1t + ,

а Vi – 1, , Vi + 1,  — изìеряеìые константы,

соответствуþщие ìоìенту t1.
Систеìа (38) явëяется ëинейной систеìой äиф-

ференöиаëüных уравнений с постоянныìи пара-
ìетраìи и внеøниì возäействиеì [25, 26]. Реøив
äаннуþ систеìу, поëу÷иì

(39)

ãäе C1, C2 — постоянные интеãрирования, опреäе-
ëяþщие интенсивностü свобоäных составëяþщих,
обусëовëенных зна÷енияìи переìенных при t = t1.

Свобоäные составëяþщие выражений (39) при
поëожитеëüных зна÷ениях k/L и T1i стреìятся с те-
÷ениеì вреìени к нуëþ. Вынужäенная составëяþ-
щая привоäит к изìенениþ поëожения i-ãо объекта
на веëи÷ину

Δy1i = (t2 – t1). (40)

Как буäет показано ниже, выражение (40) позво-
ëяет оöенитü сìещение вäоëü оси Oy1 кажäоãо объ-
екта ãруппы при появëении препятствия, äвиãаþ-
щеãося в те÷ение вреìени (t2 – t1) со скоростüþ Vp.
Привеäенные выøе соотноøения ìожно испоëü-

зоватü в систеìах управëения ãруппой объектов,
äвижущихся в обëасти с переìенныìи ãраниöаìи.
Рассìотриì, наприìер, ситуаöиþ, преäставëен-
нуþ на рис. 4. Преäпоëожиì, ÷то ãруппа объектов
(на рис. 4 показан оäин из них) äвижется с посто-
янной скоростüþ Vk, направëенной вäоëü оси Oy2.
Попере÷ные скорости объектов к ìоìенту поä-

хоäа к ëинии изëоìа ëевой ãраниöы равны нуëþ.
Тоãäа сìещение ãраниöы обëасти функöионирова-
ния в раìках преäëаãаеìоãо поäхоäа интерпрети-
руется ëокаëüной систеìой управëения i-ãо объек-
та как поäвижное препятствие, äвиãаþщееся с по-
стоянной скоростüþ.
Рассìотриì треуãоëüник ABC, преäставëенный

на рис. 4. Пустü роботы, äвиãаясü со скоростüþ Vk,
прохоäят отрезок BC за вреìя (t2 – t1). Тоãäа из
треуãоëüника ABC поëу÷аеì:

BC = Vk(t2 – t1), AC = BCctgγ = Vk(t2 – t1)ctgγ.(41)

Вìесте с теì, ìожно записатü

AC = VL(t2 – t1), (42)

ãäе VL — скоростü сìещения ëевой ãраниöы обëасти.
Приравнивая ëевуþ и правуþ ÷асти (41) и (42),

поëу÷аеì

VL = Vkctgγ. (43)

Рассìотриì теперü ситуаöиþ, коãäа ìежäу i*-ì
и (i* – 1)-ì объектаìи на интерваëе вреìени (t2 – t1)
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Рис. 4. Движение группы роботов в области с переменными
границами
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возникëо поäвижное препятствие, äвижущееся
вправо со скоростüþ Vp. В этоì сëу÷ае ãруппа ро-
ботов распаäается на äве поäãруппы, кажäая из ко-
торых сëева иëи справа иìеет препятствие. При этоì
препятствиþ присваивается i*-й ноìер, а i*-ìу
объекту — (i* + 1)-й ноìер и т.ä.
Рассìотриì оäну из поëу÷ивøихся поäãрупп,

наприìер, состоящуþ из объектов с 1-ãо по i* – 1-й.
Дëя j = 1 по форìуëе (40), у÷итывая, ÷то V10 = VL,
иìееì:

Δ  = Δt → V11 = , (44)

ãäе V11 — скоростü собственноãо сìещения первоãо
объекта вäоëü оси Oy1.
Дëя j = 2 анаëоãи÷но поëу÷аеì

Δ  = Δt → V12 =  =

=  → V12 = . (45)

Проäоëжая ряä, ìожно найти

Δ  = Δt; j = . (46)

Теперü, у÷итывая, ÷то V1i* = Vp и поäставëяя
в форìуëу (46) j = i* – 1, j = i* – 2, j = i* – 3, ...,
поëу÷аеì выражение

V1i* – j = , j = 0, 1, ..., i* – 1. (47)

Дëя оöенки корректности форìуëы (47), у÷иты-
вая, ÷то i*-й объект — это, на саìоì äеëе, поäвиж-

ное препятствие, äвижущееся со скоростüþ Vp, по-
ëожиì в (47) j = 0, тоãäа V1i* = Vp, ÷то соответствует
усëовияì синтеза и свиäетеëüствует о корректнос-
ти форìуëы (47).
На рис. 5 преäставëены резуëüтаты ìоäеëирова-

ния ãруппы, состоящей из пяти роботов. Усëовия
ìоäеëирования совпаäаþт с усëовияìи преäыäу-
щеãо приìера. Левая ãраниöа обëасти функöиони-
рования описывается выражениеì

yL = 

На основе резуëüтатов ìоäеëирования закëþ÷а-
еì, ÷то реакöия систеì управëения объектов на из-
ìенение форìы обëасти функöионирования про-
явëяется в сìещении ÷асти объектов вäоëü оси Oy1
в соответствии с выражениеì (47).
Отìетиì, ÷то ситуаöиþ на рис. 5 ìожно также

рассìатриватü как ìоäеëирование сëу÷ая появëе-
ния при t = t1 сëева от первоãо объекта ãруппы поä-
вижноãо препятствия, которое äвижется вäоëü ëе-
вой ãраниöы обëасти функöионирования роботов.

Заключение

В статüе преäëожен и иссëеäован аëãоритì рас-
преäеëенноãо управëения ãруппой неоäнороäных
ПО, функöионируþщих в среäе с препятствияìи.
Аëãоритì строится на основе принöипа управëе-
ния, интерпретируþщеãо все сосеäние объекты
как репеëëеры. Преäëожен ìетоä ввеäения репеë-
ëеров, отëи÷аþщийся теì, ÷то сиëы оттаëкивания
форìируþтся äинаìи÷ескиì звеноì на основе ин-
форìаöии о расстояниях äо сосеäних объектов иëи
препятствий.
Провеäенный анаëиз и резуëüтаты ìоäеëирова-

ния позвоëяþт ãоворитü об эффективности преäëо-
женноãо аëãоритìа управëения объектаìи, äвижу-
щиìися в среäах с препятствияìи. Преäëоженный
поäхоä ìожет приìенятüся и в сëу÷ае нестаöионар-
ных среä, так как äвижущиеся препятствия фор-
ìаëüно преäставëяþтся как поäвижные объекты.
Преäëаãаеìый аëãоритì ìожет испоëüзоватüся

в систеìах пëанирования äвижений. При этоì пëа-
нируеìые траектории обëаäаþт устой÷ивостüþ на
уровне кинеìатики объекта. Реаëизаöия спëани-
рованных траекторий требует отäеëüноãо реãуëято-
ра и у÷ета äинаìики поäвижных объектов и их ис-
поëнитеëüных ìеханизìов [25—27].
При испоëüзовании уравнений кинеìатики и äи-

наìики поäвижных объектов преäëаãаеìый ìетоä
позвоëяет объеäинитü уровенü пëанирования и уп-
равëения äвижениеì. При этоì возìожно форìи-
рование репеëëеров как функöий поëожений, ско-
ростей и ускорений поäвижных объектов.
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The article is devoted to the problem of the distributed control of a heterogeneous group of vehicles in the environment with
obstacles. A brief overview is presented of the objectives and methods of the group control. A task is set of synthesis of the local
control algorithms, ensuring movement of the heterogeneous groups in a two-dimensional environment with non-stationary ob-
stacles. The model of the movements’ planning is based on the equations of kinematics in a two-dimensional environment. The
results of the algorithm are the desired speed and direction of movement of each object in the group. The proposed algorithms
are based on the assumption that all the neighboring objects are repellers. At that, in contrast to the known methods for for-
mation of the repellers, the repulsive forces are generated at the output of the dynamic system, which allows synthesis in the



524 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 8, 2016

state space, and not in the geometrical space. The proposed method allows us to introduce for consideration the repellers, which
depend not only on the position of an object, but also on its speed and acceleration. The paper presents an analysis of the steady
state motion and stability of the planned trajectories. Expressions were received allowing to determine a steady state of motion.
Also an analysis was done of the movement of the robots’ groups in the environments with the obstacles moving with constant
velocities. Displacements of the robots’ positions were defined, caused by the moving obstacles, and an analysis of sustainability
was done. Similarly, it is possible to analyze the situation with the obstacles moving with constant accelerations. Simulation
confirmed the results of the analysis. The proposed approach, in case the kinematics and dynamics equations are used, allows
us to combine the level of planning and movement control.
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