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Об одной задаче оптимального управления 
терминальной ориентацией космического аппарата

Пробëеìе управëяеìых вращений тверäоãо теëа
посвящено äостато÷но ìноãо работ [1—10]. Наи-
боëее äетаëüно заäа÷а оптиìаëüноãо управëения
уãëовыì äвижениеì косìи÷ескоãо аппарата (КА)
реøена ëиøü äëя äвух ÷астных сëу÷аев — пëоских
вращений КА вокруã оäной из ãëавных öентраëü-
ных осей инерöии [2, 3] и пространственноãо вра-
щения сфери÷ески сиììетри÷ноãо теëа [1, 4]. Воп-
росы созäания эффективных режиìов и аëãоритìов
управëения ориентаöией КА остаþтся актуаëüныìи
и сеãоäня. Наприìер, КА äистанöионноãо зонäи-
рования Зеìëи, ìониторинãа, а также астрофизи-
÷еские и äруãие нау÷ные КА требуþт периоäи÷е-
ской сìены ориентаöии äëя навеäения нау÷ных
приборов и öеëевой аппаратуры на интересуþщие
у÷астки зеìной поверхности иëи обëастü небесной
сферы. Заäа÷а оптиìаëüноãо разворота форìуëиро-
ваëасü неоäнократно, при этоì боëüøинство су-
ществуþщих реøений соответствуþт вращениþ
вокруã непоäвижной оси [1, 5—7]. И хотя принöи-
пы оптиìизаöии и аëãоритìы управëения разëи÷-
ны (в тоì ÷исëе испоëüзуþщие проãнозируþщие
ìоäеëи [5, 6]), резуëüтируþщее управëение приво-
äит к развороту вокруã оси Эйëера. В то же вреìя
разворот в пëоскости наиìенüøеãо уãëа разворота
во ìноãих практи÷еских сëу÷аях не явëяется опти-
ìаëüныì, как бы то÷но он не испоëняëся.
Ниже иссëеäуется заäа÷а управëения ориента-

öией КА, коãäа управëяþщей функöией явëяется

вектор кинети÷ескоãо ìоìента КА (как тверäоãо
теëа). Такие заäа÷и преäставëяþт не тоëüко теоре-
ти÷еский, но и практи÷еский интерес в связи с øи-
рокиì распространениеì систеì управëения про-
странственной ориентаöией КА, испоëüзуþщих
управëяþщие сиëовые ãироскопы (иëи äвиãате-
ëи-ìаховики) [3]. Дëя построения такоãо типа сис-
теì необхоäиìо знание оптиìаëüных в тоì иëи
иноì сìысëе проãраììных законов изìенения ки-
нети÷ескоãо ìоìента КА, позвоëяþщих эффек-
тивно испоëнятü режиì переориентаöии.

Уравнения движения
и постановка задачи управления

Поä пространственной переориентаöией пони-
ìаþт перевоä связанных осей КА из оäноãо извест-
ноãо уãëовоãо поëожения в äруãое известное
(обы÷но заäанное) уãëовое поëожение за коне÷ное
вреìя Т. Дëя описания пространственноãо äвиже-
ния КА испоëüзуеì форìаëизì кватернионов (пара-
ìетров Роäриãа — Гаìиëüтона). Движение связан-
ноãо базиса Е (связанной систеìы коорäинат), обра-
зованноãо ãëавныìи öентраëüныìи осяìи инерöии
КА, относитеëüно опорноãо базиса I буäеì заäаватü
кватернионоì Λ [1]. Уãëовое поëожение на÷аëüной
и коне÷ной ориентаöии КА относитеëüно опорноãо
базиса I опреäеëяется кватернионаìи Λн и Λк соот-
ветственно. Дëя опреäеëенности базис I с÷итается
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инерöиаëüныì, и иìеþт ìесто сëеäуþщие кинеìа-
ти÷еские уравнения:

(1)

ãäе Li (i = ) — проекöии вектора L кинети÷е-
скоãо ìоìента КА на оси связанноãо базиса E;
Ji — ãëавные öентраëüные ìоìенты инерöии КА;

λj (j = ) — коìпоненты кватерниона Λ, при÷еì

||Λ|| =  +  +  +  = 1. Кватернион Λ, заäаþ-

щий текущуþ ориентаöиþ КА, принят норìирован-
ныì [1] äëя уäобства (||Λ|| = 1). Заäаäиì ãрани÷ные
усëовия ìаневра пространственноãо разворота:

Λ(0) = Λн; (2)

Λ(Т) = Λк, (3)

ãäе Т — вреìя окон÷ания проöесса переориен-
таöии.
Кватернионы Λн и Λк, заäаþщие ориентаöиþ КА

в на÷аëüный и коне÷ный ìоìенты вреìени, иìеþт
произвоëüные напереä заäанные зна÷ения, уäов-
ëетворяþщие усëовиþ ||Λн|| = ||Λк|| = 1 (преäпоëаãа-
ется, ÷то Λк ≠ ±Λн). Эффективностü управëения
буäеì оöениватü интеãраëüныì функöионаëоì ка-
÷ества

G = (a1 + a2|L|)dt, (4)

ãäе а1, а2 > 0 — постоянные коэффиöиенты.
Заäа÷у управëения сфорìуëируеì сëеäуþщиì

образоì: необхоäиìо перевести КА из поëожения
(2) в поëожение (3) в соответствии с уравненияìи
(1) с ìиниìаëüныì зна÷ениеì функöионаëа (4);
при этоì вреìя разворота Т не фиксировано (оно
также поäëежит оптиìизаöии и опреäеëяется оä-
новреìенно со зна÷ениеì G). При опреäеëении
оптиìаëüноãо по критериþ (4) закона äвижения
с÷итается, ÷то L(t) — кусо÷но-непрерывная функ-
öия вреìени.
Данная заäа÷а äостато÷но актуаëüна (в тоì ÷исëе

äëя КА, оборуäованных сиëовыìи ãироскопаìи —
ãироäинаìи иëи äвиãатеëяìи-ìаховикаìи). Заäа÷и
оптиìаëüноãо управëения ориентаöией КА с ис-
поëüзованиеì коìбинированных критериев опти-
ìаëüности иссëеäоваëисü и ранüøе [4, 8]. Но в от-
ëи÷ие от известных работ иссëеäуеìая в статüе за-
äа÷а оптиìаëüноãо управëения разворотоì реøена
приìенитеëüно к произвоëüноìу КА (т.е. коãäа äëя
форìы эëëипсоиäа инерöии КА оãрани÷ения от-
сутствуþт).

Решение задачи оптимального управления

Зна÷ение функöионаëа оптиìаëüности (4) в яв-
ноì виäе не зависит от ìоìента М управëяþщих
сиë (выражение (4) не соäержит составëяþщих Мi).
Поэтоìу управëяþщиìи переìенныìи приниìа-
еì коìпоненты кинети÷ескоãо ìоìента Li. Наëи-
÷ие фазовоãо оãрани÷ения ||Λ|| = 1 несущественно,
так как оно всеãäа выпоëняется (при ëþбых äви-
жениях КА вокруã öентра ìасс). Переìенные λj
(как коìпоненты кватерниона Λ) обëаäаþт харак-
терныì свойствоì — в сиëу уравнений (1) норìа
||Λ|| кватерниона Λ естü веëи÷ина постоянная:

+  +  +  = const. В на÷аëüный ìоìент

вреìени ||Λ(0)|| = ||Λн|| = 1, поэтоìу ||Λ(t)|| = 1 в ëþ-
бой ìоìент вреìени t ∈ [0, T].
Буäеì реøатü поставëеннуþ заäа÷у, испоëüзуя

принöип ìаксиìуìа Л. С. Понтряãина [11]. Ввеäеì
сопряженные переìенные ψj ( j = ), соответст-
вуþщие коìпонентаì кватерниона λj. Функöия
Гаìиëüтона Н иìеет виä:

H = –0,5ψ0(λ1L1/J1 + λ2L2/J2 + λ3L3/J3) +
+ 0,5ψ1(λ0L1/J1 + λ2L3/J3 – λ3L2/J2) +
+ 0,5ψ2(λ0L2/J2 + λ3L1/J1 – λ1L3/J3) +

+ 0,5ψ3(λ0L3/J3 + λ1L2/J2 – λ2L1/J1) – a1 – a2|L|.

Уравнения äëя сопряженных функöий ψj иìеþт
сëеäуþщий виä [11]:

 = –  (j = ).

Запиøеì сопряженнуþ систеìу äифференöи-
аëüных уравнений:

(5)

Функöия Гаìиëüтона Н составëена без у÷ета оã-
рани÷ения ||Λ|| = 1 äëя фазовых переìенных, так
как преäпоëаãается ||Λ(0)|| = 1. Сãруппировав в вы-
ражении äëя Н сëаãаеìые, соäержащие фазовые
переìенные λj, и выäеëив в них в явноì виäе ìно-
житеëи при управëяþщих переìенных Li, поëу÷иì

H = L1r1/J1 + L2r2/J2 + L3r3/J3 – a1 – a2|L|,

ãäе

r1 = 0,5(λ0ψ1 + λ3ψ2 – λ1ψ0 – λ2ψ3);
r2 = 0,5(λ0ψ2 + λ1ψ3 – λ2ψ0 – λ3ψ1);
r3 = 0,5(λ0ψ3 + λ2ψ1 – λ3ψ0 – λ1ψ2).

Поëаãаеì, ÷то r1, r2, r3 естü проекöии некотороãо
вектора r на оси связанноãо базиса E. Систеìа (5)
иäенти÷на систеìе (1). Поэтоìу совокупностü пе-
реìенных ψ0, ψ1, ψ2, ψ3 обëаäает свойстваìи ква-

2  = –λ1L1/J1 – λ2L2/J2 – λ3L3/J3;

2  = λ0L1/J1 + λ2L3/J3 – λ3L2/J2;
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тернионов. Приниìаеì, ÷то сопряженные пере-
ìенные ψ0, ψ1, ψ2, ψ3 явëяþтся коìпонентаìи ква-
терниона Ψ, у котороãо ψ0 — скаëярная ÷астü; ψ1,
ψ2, ψ3 — коìпоненты векторной ÷асти. Тоãäа вве-
äенный выøе вектор r = {r1, r2, r3} запиøеì в ква-
тернионной форìе:

r = 0,5vect(  é Ψ).

Так как уравнения (1) äëя кватерниона Λ и урав-
нения (5) äëя кватерниона Ψ явëяþтся кинеìати-
÷ескиìи уравненияìи äëя оäноãо и тоãо же кине-
ти÷ескоãо ìоìента L, то оптиìаëüные функöии
Ψ(t) и Λ(t) отëи÷аþтся на постоянный кватернион-
ный ìножитеëü (Ψ(t) и Λ(t) поä÷иняþтся правиëу
Ψ é  = const = СЕ). 
Дëя тоãо ÷тобы r(t) ≠ 0, необхоäиìо и äостато÷но,

÷тобы vectСE ≠ 0. В противноì сëу÷ае r ≡ 0, и ре-
øение заäа÷и теряет сìысë. Поэтоìу при нахож-
äении оптиìаëüноãо управëения с÷итается, ÷то
функöии ψj не пропорöионаëüны переìенныì λj, и
рассìатривается тоëüко вариант r ≠ 0. Дифферен-

öируя по вреìени выражения äëя ri (i = ) с у÷е-

тоì уравнений (1), (5) äëя функöий λj и ψj (j = ),
поëу÷иì äифференöиаëüные уравнения äëя коì-
понент ri вектора r (как функöий вреìени). Опти-
ìаëüное изìенение вектора r опреäеëяется реøе-
ниеì сëеäуþщей систеìы уравнений:

 = L3r2/J3 – L2r3/J2;  = L1r3/J1 – L3r1/J3;

 = L2r1/J2 – L1r2/J1. (6)

Иìея в виäу зависиìости Li = Jiωi, ãäе ωi
(i = ) — проекöии вектора w абсоëþтной уãëо-
вой скорости КА на оси связанноãо базиса E, пе-
репиøеì уравнения (6) в векторной форìе:

 = –w × r (7)

(сиìвоë Ѕ обозна÷ает операöиþ векторноãо про-
извеäения векторов).
Поëу÷енное äифференöиаëüное уравнение (7)

äëя вектора r отражает еãо вращение с уãëовой ско-
ростüþ –w относитеëüно связанноãо базиса Е.
В своþ о÷ереäü, саì связанный базис E соверøает
уãëовое äвижение относитеëüно опорноãо базиса I
с уãëовой скоростüþ w. В резуëüтате вектор r ока-
зывается непоäвижныì относитеëüно инерöиаëü-
ноãо базиса I (в соответствии с теореìой сëожения
скоростей). Как сëеäствие, |r| = const ≠ 0.
Заäа÷а опреäеëения оптиìаëüноãо управëения

своäится к реøениþ систеìы уравнений уãëовоãо
äвижения КА (1) и уравнений (6) при усëовии, ÷то
саìо управëение выбрано из требования ìаксиìи-
заöии ãаìиëüтониана. Систеìа уравнений (6) заìе-
няет сопряженнуþ систеìу уравнений (5). Реøение
r(t) систеìы (6) опреäеëяется на÷аëüныì Λн и ко-

не÷ныì Λк поëоженияìи КА. Оптиìаëüная функ-
öия r(t) вы÷исëяется ÷ерез кватернион Λ(t) [1]:

r =  é cE é Λ,

ãäе cE = Λнé r(0) é =const, при÷еì cE = 0,5vectСE =

= 0,5vect(Y é ), а составëяþщие вектора cE —
проекöии вектора r на оси инерöиаëüноãо базиса I.
Систеìа (6) совìестно с требованиеì ìаксиìаëü-
ности ãаìиëüтониана H явëяþтся необхоäиìыìи
усëовияìи оптиìаëüности. Усëовия ìаксиìуìа
функöии H опреäеëяþт искоìое реøение L(t); ãра-
ни÷ные усëовия по поëожениþ Λ(0) и Λ(Т) опре-
äеëяþт реøения Λ(t) и r(t).
Краевая заäа÷а принöипа ìаксиìуìа закëþ÷а-

ется в опреäеëении зна÷ения r (0) (иëи кватерни-
она Ψ(0)), при котороì реøение систеìы äиффе-
ренöиаëüных уравнений (1), (6) с оäновреìенной
ìаксиìизизаöией в кажäый ìоìент вреìени функ-
öии Гаìиëüтона Н уäовëетворяет усëовияì раз-
ворота (2), (3).
Оптиìаëüные сопряженные переìенные äоëжны

уäовëетворятü усëовияì трансверсаëüности. Так
как реøаеìая заäа÷а управëения äвижениеì КА —
это заäа÷а оптиìаëüноãо управëения с закрепëен-
ныìи ëевыì и правыì конöаìи траектории Λ(t), то
усëовия трансверсаëüности, которые присутствуþт
при реøении заäа÷ оптиìаëüноãо управëения с
фиксированныì вреìенеì Т, выпоëняþтся авто-
ìати÷ески. Поясниì это. Преäставиì ãрани÷ное
усëовие (2) в форìе равенств λj(0) – λj н = 0 äëя всех

j = ; усëовия трансверсаëüности äëя сопряжен-
ных переìенных ψj на ìоìент вреìени t = 0 иìеþт

виä [12]: ψj(0) = wj, j = , ãäе w0, w1, w2, w3 — не-
которые ÷исëа, оäновреìенно не равные нуëþ.
О÷евиäно, ÷то äëя оптиìаëüноãо реøения эти ус-
ëовия уäовëетворяþтся (в противноì сëу÷ае со-
пряженные функöии ψj(t) ≡ 0 в сиëу уравнений (5),
и реøение заäа÷и оптиìаëüноãо управëения теряет
сìысë). Записав ãрани÷ное усëовие (3) в форìе

λj (Т) – λjк = 0 ( j = ), поëу÷иì анаëоãи÷ные ус-
ëовия трансверсаëüности äëя сопряженных переìен-

ных ψj на ìоìент вреìени t = Т: ψj(Т) = zj, j = ,
ãäе хотя бы оäно из ÷исеë zj отëи÷но от нуëя. Сопря-
женные функöии ψj(t) явëяþтся реøениеì систеìы

(5), поэтоìу ||Ψ|| =  +  +  +  = const (это

ëеãко äоказатü). Поскоëüку ||Ψ(0)|| ≠ 0, то ||Ψ(Т)|| ≠ 0;
а зна÷ит, выøеуказанные усëовия трансверсаëü-
ности äëя оптиìаëüных функöий ψj(t) буäут вы-
поëнены. Так как в рассìатриваеìой заäа÷е опти-
ìаëüноãо управëения вреìя окон÷ания ìаневра Т не
фиксировано, то необхоäиìо выпоëнение еще оäно-
ãо усëовия трансверсаëüности [12]: H(T) = 0 (есëи
ãрани÷ное усëовие (3) äëя правоãо конöа преäста-
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витü в виäе Φj = 0, j = , ãäе Φj = λj(Т) – λj к, то
∂Φj/∂T ≡ 0 äëя всех j).

Дëя построения управëяþщей функöии L(t)
(оптиìаëüной проãраììы управëения) и оптиìаëü-
ноãо сопряженноãо вектора r ввеäеì вектор l такой,
÷то ⎜l⏐ = 1 и L = Kl, ãäе К > 0 — скаëярная функöия
вреìени. Дëя новых переìенных К и li (i = )
функöия Гаìиëüтона Н запиøется в сëеäуþщеì
виäе:

H = hK – a1,

ãäе h = l1r1/J1 + l2r2/J2 + l3r3/J3 – a2.

Необхоäиìое усëовие оптиìаëüности закëþ÷а-
ется в ìаксиìаëüности функöии Гаìиëüтона Н.
Произвеäение hK ìаксиìаëüно, есëи ìаксиìаëüны
кажäый из ìножитеëей h и K (естественно, при этоì
веëи÷ины h и K явëяþтся неотриöатеëüныìи). Не-
труäно виäетü, ÷то суììа h ìаксиìаëüна, есëи

li = , i = .

Поскоëüку оптиìаëüные управëяþщие функ-
öии Li не зависят от |r|, уäобнее перейти к норìи-
рованноìу вектору р = r/|r|. Обозна÷иì r0 = |r|.
В сиëу тоãо, ÷то |r| = const = |r(0)| ≠ 0, äëя проекöий
pi орта р на оси связанноãо базиса Е справеäëивы
уравнения

 = L3p2/J3 – L2p3/J2,  = L1p3/J1 – L3p1/J3,

 = L2p1/J2 – L1p2/J1. (8)

В äаëüнейøеì буäеì испоëüзоватü коìпоненты
pi вектора р; переìенные ri = r0pi, ãäе r0 — конс-
танта, которуþ необхоäиìо опреäеëитü в проöессе
оптиìизаöии. Необхоäиìое усëовие оптиìаëüнос-
ти запиøеì в виäе

Li = bpi/Ji, (9)

ãäе b > 0 — скаëярная веëи÷ина. Кинети÷еский ìо-
ìент L и веëи÷ина b связаны соотноøениеì

L2 = b2( /  + /  + / ).

Покажеì, ÷то при собëþäении равенств (9) äëя
всех t (0 m t m Т) иìеет ìесто равенство:

/  + /  + /  = const.

Дëя этоãо äостато÷но проäифференöироватü по
вреìени ëевуþ ÷астü указанноãо равенства с у÷е-
тоì свойств äвижения вектора р. Испоëüзуя соот-
ноøения (8) äëя произвоäных коìпонент pi векто-

ра р, а затеì форìуëы (9), äëя коìпонент Li кине-
ти÷ескоãо ìоìента L, поëу÷иì

p1 /  + p2 /  + p3 /  =

= p1(p2L3/J3 – p3L2/J2)/  +

+ p2(p3L1/J1 – p1L3/J3)/  +

+ p3(p1L2/J2 – p2L1/J1)/  =

= p3L1p2/ J1 – p1p3L2/ J2 + p1L2p3/ J2 –

– p2p1L3/ J3 + p2L3p1/ J3 – p3p2L1/ J1 ≡ 0

так как (L1p2/J2)p3/J1 J2=p1p3L2/ J2, (L2p3/J3)p1/J2J3=

= p1p2L3/ J3, (L3p1/J1)p2/J1J3 = p2p3L1/ J1 (равен-

ства L1p2/J2 = L2p1/J1, L2p3/J3 = L3p2/J2, L1p3/J3 =
= L3p1/J1 явëяþтся сëеäствиеì соотноøений (9)).
Зна÷ит h = const независиìо от изìенения веëи-
÷ины b.
Есëи а1 = 0, то из-за наëи÷ия усëовия трансвер-

саëüности H(T) = 0 оптиìаëüное управëение äоë-
жно обеспе÷итü ìаксиìуì h ≡ 0 при произвоëüноì
изìенении веëи÷ины К, тожäественно не равной
нуëþ, ÷тобы ìожно быëо выпоëнитü ãрани÷ное ус-
ëовие (3) (в сëу÷ае а1 = 0 ìаксиìуì функöии Н,
а сëеäоватеëüно, и зна÷ение ìиниìизируеìоãо
функöионаëа (4) не зависят от функöии К(t)).
Есëи а1 ≠ 0, то функöия Н естü ëинейная воз-

растаþщая функöия веëи÷ины К (соответствуþ-
щиì выбороì оптиìаëüноãо зна÷ения |r| всеãäа
ìожно äобитüся, ÷тобы h > 0). О÷евиäно, ÷то есëи
вектор L не оãрани÷итü, то ìаксиìуì функöии Н
буäет при К → ∞ (при этоì вреìя Т станет беско-
не÷но ìаëыì). Но ìãновенных разворотов не бы-
вает. Обы÷но кинети÷еский ìоìент L оãрани÷иваþт
сферой, т.е. требованиеì

 +  +  m , (10)

ãäе L0 > 0 — ìаксиìаëüно äопустиìый ìоäуëü ки-
нети÷ескоãо ìоìента (оãрани÷ение в форìе (10)
äостато÷но актуаëüно äëя КА, управëяеìых инер-
öионныìи испоëнитеëüныìи орãанаìи [9]).
В сëу÷ае а1 ≠ 0 и |L| m L0 ìаксиìуì функöии Н

буäет äостиãнут при |L| = L0 и в сëу÷ае, есëи h → max
(при наëи÷ии оãрани÷ения (10) оптиìаëüный
ìоäуëü кинети÷ескоãо ìоìента К не зависит от li).
Поэтоìу оптиìаëüные функöии Li опреäеëяþтся
зависиìостяìи

Li = , i = . (11)

Заäа÷а опреäеëения оптиìаëüноãо управëения
свеëасü к реøениþ систеìы уравнений уãëовоãо
äвижения КА (1) и уравнений (8) при усëовии, ÷то
управëение L выбрано в соответствии с (11). Сфор-
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ìуëированная заäа÷а управëения (1)—(4) реøается
äо конöа. Усëовия ìаксиìуìа функöии H опреäе-
ëиëи оптиìаëüное реøение L(t). На всеì интерваëе
äвижения 0 < t < Т КА вращается с постоянныì по
ìоäуëþ кинети÷ескиì ìоìентоì |L| = const, поэтоìу
во вреìя оптиìаëüноãо разворота веëи÷ина b = const.
Уравнения (1) и (8) совìестно с соотноøенияìи
(9) образуþт заìкнутуþ систеìу уравнений. Дëя
поëу÷ения функöионаëüной зависиìости управ-
ëяþщих функöий Li(t) от фазовых коорäинат не-
обхоäиìо реøитü уравнения (8), которые äëя зако-
на (9) приниìаþт виä

 = b p2p3;  = b p1p3;

 = b p1p2, (12)

ãäе b = L0/  = const. Траекто-

рия äвижения вектора р в связанной систеìе ко-
орäинат опреäеëяется систеìой äвух уравнений:

 +  +  = 1

и (p1/ J1)
2 + (p2/J2)

2 + (p3/J3)
2 = const = С2,

ãäе С = ; р10, р20,

р30 — коìпоненты вектора р0 = p(0).

Траектория, по которой переäвиãается конеö
вектора р при вращении КА в проöессе ìаневра
переориентаöии, преäставëяет собой ëиниþ пере-
се÷ения еäини÷ной сферы с эëëипсоиäоì, иìеþ-
щиì поëуоси разìера J1C, J2C, J3C по осяì OX,
OY, OZ соответственно. Разìер эëëипсоиäа опре-
äеëяется требованиеì прохожäения ëинии пересе-
÷ения ÷ерез векторы р(0) и р(Т), которые связаны
ìежäу собой посреäствоì ãрани÷ных усëовий
Λ(0) = Λн и Λ(Т) = Λк:

Λк é p(Т) é  = Λн é p(0) é (13)

иëи р(Т) =  é р(0) é Λp, ãäе Λp =  é Λк — ква-

тернион разворота. Зна÷ение параìетра С зависит
от вектора р(0), который, в своþ о÷ереäü, опреäе-
ëяется ãрани÷ныìи зна÷енияìи Λ(0), Λ(Т) и ìо-
ìентаìи инерöии КА J1, J2, J3. Опреäеëение век-
тора p(0) — саìостоятеëüная и äостато÷но
непростая заäа÷а.
Так как вреìя Т не фиксировано, то необхоäи-

ìыì усëовиеì оптиìаëüности явëяется требование
H(T) = 0, из котороãо сëеäует, ÷то h = а1/|L| > 0 (äаëее
всþäу с÷итается, ÷то а1 ≠ 0). Исхоäя из этоãо усëо-
вия выбирается оптиìаëüное зна÷ение r0. При оп-

тиìаëüноì äвижении (в сìысëе ìиниìуìа (4))
функöия Н постоянна и равна

H = L0(r0  – a2) – a1 = const.

Реøив уравнение

r0  – a2 = a1/L0,

поëу÷иì r0 = (а1/L0 + а2)/С — оптиìаëüное зна÷ение
характеристики r0 = ⏐r⏐.

Такиì образоì, заäа÷а построения оптиìаëüно-
ãо управëения L(t) закëþ÷ается, ãëавныì образоì,
в нахожäении такоãо зна÷ения вектора р(0), при
котороì в резуëüтате äвижения КА в соответствии
с уравненияìи (1), (8), (9) и Λ(0) = Λн выпоëняется
равенство Λ(Т) = Λк. Общее реøение привеäенной
систеìы уравнений опреäеëитü практи÷ески не-
возìожно. Труäностü закëþ÷ается в опреäеëении
ãрани÷ных зна÷ений p(0) и p(T), которые связаны
выражениеì (13).
Режиì äвижения КА в соответствии с усëовия-

ìи (8), (11) таков, ÷то в интерваëе вреìени 0 < t < T
КА вращается с постоянныì ìоäуëеì кинети÷е-
скоãо ìоìента. Искоìое реøение L(t) во вреìя оп-
тиìаëüноãо разворота обëаäает сëеäуþщиìи свой-
стваìи (интеãраëаìи äвижения):

 +  +  = const;

 +  +  = const. (14)

Заäа÷а оптиìаëüноãо управëения (1)—(4) с у÷е-
тоì оãрани÷ения (10) буäет реøена, есëи ìы найäеì
реøение систеìы уравнений (1), (8), (11), уäовëет-
воряþщее ãрани÷ныì усëовияì (2), (3). Оптиìаëü-
ный кинети÷еский ìоìент L связан с кватернио-
ноì ориентаöии Λ равенствоì

L = J–1L0  é cP é Λ/C, (15)

ãäе

cР = const = Λн é p0 é ;

С = 

(напоìниì рi 0 = рi(0)); J = diag(J1, J2, J3) — тензор
инерöии КА. Кëþ÷евой искоìой характеристикой
явëяется зна÷ение вектора р0 = p(0). Уравнения äëя
управëяþщих функöий Li форìаëизуþтся так:

(16)
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Поскоëüку управëениеì с÷итается вектор L ки-
нети÷ескоãо ìоìента КА, то поставëеннуþ заäа÷у
оптиìаëüноãо управëения (кинеìати÷ескуþ заäа÷у
разворота) ìожно с÷итатü реøенной — уравнения
(1), (8) и (9) с у÷етоì ãрани÷ных усëовий (2), (3)
поëностüþ опреäеëяþт искоìое реøение L(t).
Нетруäно показатü, ÷то äëя вращений тверäоãо

теëа, уäовëетворяþщих зависиìостяì (9), в кото-
рых b > 0 — скаëярная веëи÷ина, а функöии pi яв-
ëяþтся реøениеì систеìы (8) с уäовëетворениеì
усëовия (13), зна÷ение интеãраëа

S = |L(t)|dt

не зависит от äëитеëüности разворота Т и равно

|L(t)|dt = Kctпр,

ãäе tпр — проãнозируеìое вреìя äостижения поëо-
жения Λк (т.е. коãäа выпоëнится равенство Λ = Λк)
при вращении тверäоãо теëа с кинети÷ескиì ìо-
ìентоì |L| = Kc из поëожения Λ(0) = Λн в соответ-
ствии со свойстваìи (14) и уравненияìи (1). Ха-
рактеристика S опреäеëяется тоëüко усëовияìи
разворота Λн, Λк и инерöионныìи характеристи-
каìи КА J1, J2, J3.
Так как при оптиìаëüноì управëении (в сìысëе

ìиниìуìа (4)) разворот КА (как тверäоãо теëа)
происхоäит с постоянныì ìоäуëеì кинети÷ескоãо
ìоìента |L| = const = L0, то G = S(а1/L0 + а2), ãäе
S = Kctпр. Зна÷ение показатеëя (4) и вреìя разво-
рота Т связаны соотноøениеì G = Т(а1 + а2L0).
Вреìя оптиìаëüноãо разворота равно Тopt = Kctпр/L0.
Дëя вращений, которые обеспе÷иваþт ìиниìуì
интеãраëа (4), вреìя разворота Т ìиниìаëüно
(есëи а1 ≠ 0).
Есëи а1 = 0, то веëи÷ина |L| — ëþбая (ìоäуëü ки-

нети÷ескоãо ìоìента КА ìожет изìенятüся произ-
воëüныì образоì, не ìеняя при этоì зна÷ение
функöионаëа (4), есëи уäовëетворяþтся соотноøе-
ния (9) с у÷етоì уравнений (8) äëя переìенных pi).

Построение оптимальной программы 
пространственного разворота

Заäа÷а построения оптиìаëüноãо управëения
своäится к нахожäениþ закона изìенения вектора
p(t), при котороì в резуëüтате äвижения КА со-
ãëасно уравненияì (1), (8), (9) с на÷аëüныì усëо-
виеì (2) быëо выпоëнено ãрани÷ное усëовие (3).
Вектор р(0) зависит от параìетров разворота Λр и
ìоìентов инерöии КА J1, J2, J3. Дëя произвоëüных
зна÷ений J1 ≠ J2 ≠ J3 реøение поставëенной заäа÷и
пространственноãо разворота КА найти äостато÷-
но сëожно. Систеìа уравнений (1), (8), (9) иìеет
анаëити÷еское реøение в эëеìентарных функöиях
тоëüко äëя äинаìи÷ески сиììетри÷ноãо и äинаìи-

÷ески сфери÷ескоãо теë (äëя произвоëüноãо КА ре-
øение систеìы уравнений (1), (8), (9) нахоäится
тоëüко ÷исëенныìи ìетоäаìи, наприìер, ìетоäоì
посëеäоватеëüных прибëижений).
Дëя сфери÷ески сиììетри÷ноãо КА (коãäа

J1 = J2 = J3) реøение заäа÷и (1)—(4) зна÷итеëüно
упрощается. В этоì сëу÷ае уравнения (12) прини-
ìаþт виä  ≡ 0 (i = ), откуäа оптиìаëüныì яв-
ëяется вектор р = const = p0. Кинеìати÷еские урав-
нения (1) также привоäятся к боëее простой форìе
2  = Λ é L/J1. У÷итывая усëовия оптиìаëüности
(11), которые буäут выãëяäетü как L = L0p0, при-
хоäиì к вывоäу, ÷то äëя КА, у котороãо J1 = J2 = J3,
оптиìаëüныì разворотоì (в сìысëе ìиниìуìа (4)
с у÷етоì (10)) явëяется вращение вокруã оси Эй-
ëера в направëении наиìенüøеãо уãëа поворота из
поëожения Λн в поëожение Λк, при÷еì оптиìаëü-
ный вектор р совпаäает с ортоì поëожитеëüноãо
направëения оси Эйëера. Реøение заäа÷и (1)—(4),
(10) иìеет сëеäуþщий виä:

pi = νi/ ;

Li = L0νi/  = L0pi 0,

ãäе ν0, ν1, ν2, ν3 — коìпоненты кватерниона раз-
ворота Λp =  é Λк.
Дëя äинаìи÷ески сиììетри÷ноãо КА (коãäа,

наприìер, J2 = J3) заäа÷а оптиìаëüноãо управëе-
ния также реøается äо конöа. В этоì ÷астноì сëу-
÷ае реøение систеìы (8), (11) нахоäится в форìе
реãуëярной преöессии, äëя которой справеäëиво
соотноøение

Λк = Λн é  é , (17)

ãäе р0 = р(0); е1 — орт проäоëüной оси КА; α — уãоë
поворота КА вокруã своей проäоëüной оси; β —
уãоë поворота КА вокруã вектора р. При этоì с÷и-
тается, ÷то |α| m π, 0 m β m π.
Из (12) и (16) иìееì: р1 = const и L1 = const. Ре-

øение p(t) буäет сëеäуþщиì:

p1 = p10 = cosϑ, p2 = p20cosκ + p30sinκ,
p3 = –p20sinκ + p30cosκ,

а проãраììные зна÷ения управëяþщих функöий Li

(i = ) равны

L1 = L10 = J1(  + p10) = сonst;

L2 = J2 p2, L3 = J3 p3 иëи

L1 = J1(  + cosϑ), L2 = J2 sinϑsin( t + σ0);

L3 = J2 sinϑcos( t + σ0),

ãäе p0 = р(0), κ = t (  = const — скоростü собст-
венноãо вращения); ϑ — уãоë откëонения проäоëü-
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ной оси КА от вектора p; σ0 = arctg(p20/p30);  — уã-
ëовая скоростü преöессии (вокруã вектора р). Уãëо-

вые скорости  и  равны

 = α/Т,  = β/Т (так как ⎜L⏐ = const,

а зна÷ит,  = const и  = const).

Оптиìизаöия в этоì ÷астноì сëу÷ае своäится к
нахожäениþ таких зна÷ений ϑ, α, β и p0, уäовëет-
воряþщих усëовияì разворота (2), (3), ÷тобы (4)
быëо ìиниìаëüныì. Коãäа КА соверøает реãуëяр-
нуþ преöессиþ, интеãраë S равен

S = T  =

= .

Поэтоìу оптиìаëüные уãëы α, β, ϑ äоëжны
уäовëетворятü (17) и усëовиþ

(α + βcosϑ)2 + β2sin2ϑ → min.

Такиì образоì, кинеìати÷еская заäа÷а разво-
рота КА (как тверäоãо теëа) поëностüþ реøена.
Оптиìаëüное управëение уãëовыì поëожениеì КА
реаëизуется по способу, рассìотренноìу в рабо-
те [10]. Оптиìаëüные зна÷ения уãëов α, β, ϑ, уäов-
ëетворяþщие заäанныì ãрани÷ныì зна÷енияì Λн
и Λк, опреäеëяþтся устройствоì [13].
Поäвеäеì некоторые итоãи. Гëавный вывоä —

независиìо от зна÷ений коэффиöиентов а1, а2 оп-
тиìаëüное äвижение КА поä÷иняется уравненияì
(9), в которых b > 0 — скаëярная функöия вреìени,
а pi — реøение систеìы уравнений (8) с уäовëет-
ворениеì усëовия (13). Коэффиöиент а2 никак не
вëияет на оптиìаëüное управëение L(t). Кëþ÷евыì
в резуëüтируþщеì реøении L(t) оказывается зна÷е-
ние коэффиöиента а1. Есëи а1 ≠ 0, то оптиìаëüныì
явëяется разворот с постоянныì ìоäуëеì кинети-
÷ескоãо ìоìента за ìиниìаëüное вреìя. Опти-
ìаëüное управëение форìаëизуется зависиìостüþ
(15), в которой cР и С — постоянные параìетры за-
кона управëения, опреäеëяеìые зна÷енияìи Λн,
Λк и ìоìентаìи инерöии J1, J2, J3. Есëи а1 = 0, то
оптиìаëüныì явëяется ëþбое вращение КА, кото-
рое уäовëетворяет уравненияì (8), (9) независиìо
от ìоäуëя кинети÷ескоãо ìоìента (т. е. в сëу÷ае
а1 = 0 ìоäуëü кинети÷ескоãо ìоìента ìожет изìе-
нятüся произвоëüныì образоì, но не тожäествен-
но равныì нуëþ).
В сëу÷ае w(0) = w(Т) = 0 и а1 ≠ 0 бëизкое к оп-

тиìаëüноìу äвижение состоит из кратковреìенноãо
сообщения КА рас÷етной уãëовой скорости (ноìи-
наëüноãо кинети÷ескоãо ìоìента), вращения КА с
постоянныì по ìоäуëþ кинети÷ескиì ìоìентоì и
кратковреìенноãо (иìпуëüсноãо) ãаøения уãëовой
скорости äо нуëя. Дëя оптиìаëüноãо разворота КА
интеãраë G и вреìя разворота Т связаны ëинейной

зависиìостüþ, а ìоäуëü кинети÷ескоãо ìоìента |L|
во вреìя вращения КА соотносится с вреìенеì раз-
ворота Т уравнениеì |L|Т = const.

Результаты математического моделирования

Рассìотриì разворот КА на 150° из на÷аëüноãо
поëожения Λн, коãäа оси КА совпаäаþт с осяìи
опорноãо базиса I, в заäанное коне÷ное поëоже-
ние Λк, эëеìенты котороãо равны: λ0 = 0,2598202;
λ1 = 0,6834345; λ2 = 0,5913393; λ3 = 0,3401890. Пустü
L0 = 50 Н•ì•с, а а1 = 1 Н•ì•с, а2 = 0,2. С÷итаëосü,

÷то J1 = 1760 кã•ì2; J2 = 6320 кã•ì2; J3 = 6010 кã•ì2.
Посëе реøения краевой заäа÷и принöипа ìакси-
ìуìа быëи поëу÷ены p0 = {0,107354; –0,031616;
0,993718} и cР = p0 (так как Λн = 1). Оптиìаëüное зна-

÷ение r0 = (a1/L0 + a2)/  =

= 1248 (кã•ì2).
Резуëüтаты ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования

проöесса разворота при оптиìаëüноì управëении
преäставëены на рис. 1—3. Оптиìаëüный разворот
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КА происхоäит с ìаксиìаëüно äопустиìыì кине-
ти÷ескиì ìоìентоì, вреìя разворота составиëо
Т = 200 с. На рис. 1 изображены ãрафики изìене-
ния управëяþщих функöий L1(t), L2(t), L3(t) по
вреìени; на рис. 2 отображены ãрафики изìенения
коìпонент кватерниона Λ(t) текущей ориентаöии.
На рис. 3 привеäена äинаìика изìенения состав-
ëяþщих р1(t), р2(t), р3(t) вектора р во вреìени (ха-
рактер изìенения коìпонент r1, r2, r3 сопряженно-
ãо вектора r иìеет такой же ка÷ественный виä).
Необхоäиìо отìетитü, ÷то переìенные L1(t) и р1(t),
соответствуþщие проäоëüной оси КА, — знако-
постоянные функöии вреìени (это свойство на-
бëþäается при ëþбых со÷етаниях ãрани÷ных зна-
÷ений Λн и Λк).

Заключение

В статüе рассìотрена и реøена заäа÷а оптиìаëü-
ноãо разворота КА из произвоëüноãо на÷аëüноãо в
требуеìое коне÷ное уãëовое поëожение, в которой
функöионаë ка÷ества естü ëинейная коìбинаöия
äвух показатеëей: вреìени и интеãраëüной веëи÷и-
ны ìоäуëя кинети÷ескоãо ìоìента (как вектора
управëяþщеãо возäействия), затра÷енных на разво-
рот КА, которые уìножены на свои весовые коэф-
фиöиенты. В отëи÷ие от известных работ в наøей
заäа÷е управëяþщей функöией явëяется кинети÷е-
ский ìоìент КА. В принятой наìи ìатеìати÷е-
ской ìоäеëи кватернион ориентаöии КА и вектор
кинети÷ескоãо ìоìента связаны посреäствоì по-
стоянноãо тензора инерöии, в сиëу ÷еãо рассìат-
риваеìая заäа÷а управëения переориентаöией
приобретает äинаìи÷ескуþ окраску, а ее реøение
ìеняется карäинаëüно (по сравнениþ с известныì
реøениеì [1], ãäе управëениеì явëяется уãëовая
скоростü).
Оптиìаëüная проãраììа разворота и веëи÷ина

(4) öеëикоì зависят от коэффиöиента а1. В сëу÷ае

а1 ≠ 0, при наëи÷ии оãрани÷ения (10), свойства оп-
тиìаëüноãо по критериþ (4) разворота совпаäаþт
со свойстваìи тоãо же разворота за ìиниìаëüное
вреìя. Есëи а1 = 0, то оптиìаëüный разворот про-
исхоäит соãëасно уравненияì (8), (9) с произвоëü-
ныì изìенениеì веëи÷ины |L| (интеãраë (4) не за-
висит от ìоäуëя кинети÷ескоãо ìоìента). Коэф-
фиöиент а2 не вëияет на оптиìаëüное управëение.
Хотя иссëеäуеìая заäа÷а оптиìаëüноãо управëения
реøена в кинеìати÷еской постановке, поëу÷енное
реøение поëезно как отправная то÷ка äëя изу÷е-
ния боëее то÷ных постановок заäа÷и управëения,
а в со÷етании с ìетоäоì обратных заäа÷ äинаìики
управëяеìых систеì [14] оно позвоëяет созäатü эф-
фективные законы управëения ориентаöией, у÷и-
тываþщие äинаìику КА.
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The topic of the article is a problem of optimal control of a spacecraft reorientation from an arbitrary initial attitude to
a prescribed angular attitude. The case is studied, when the minimized functional combines the time and the integral value
of the modulus of the angular momentum for the spacecraft reorientation. Using the necessary conditions of optimality in the
form of Pontryagin’s maximum principle and the quaternion method for the spacecraft motion control, an analytical solution
to this problem was obtained. Solution to the optimal control problem is based on the quaternion equation connecting the an-
gular momentum vector and the orientation quaternion of the body coordinate system. Formal equations were derived and ex-
pressions for construction of the optimal control program were given. The dependence of the control variables from the phase
coordinates was found (in an explicit form). Using the transversality condition as the necessary condition of optimality, op-
timum value of key parameter of optimum functions is determined. For a dynamically symmetric solid body, the problem of
the spatial reorientation was completely solved — the optimal law of variation of the spacecraft angular momentum (as an ex-
plicit function of time) was obtained in an analytical form. The results of the mathematical simulation of the spacecraft motion
under the optimal control are presented and demonstrate practical usefulness of the proposed algorithm for the spacecraft at-
titude control.
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