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Квантово-волновой дуализм описания динамических систем1

Введение

Объектоì иссëеäований в статüе в раìках тео-
рии автоìати÷ескоãо управëения явëяется корпус-
куëярно-воëновой äуаëизì (квантово-воëновой
äуаëизì) иëи принöип, соãëасно котороìу ëþбой
физи÷еский объект ìожет бытü описан как с ис-
поëüзованиеì ìатеìати÷ескоãо аппарата, основан-
ноãо на воëновых уравнениях, так и с поìощüþ
форìаëизìа, основанноãо на преäставëении об
объекте как о ÷астиöе иëи как о систеìе ÷астиö.
В совреìенной теории автоìати÷ескоãо управ-

ëения преваëирует второй способ преäставëения об
объекте, в то вреìя как воëновое описание прак-
ти÷ески не испоëüзуется.
Поясниì сказанное на приìере свобоäноãо äви-

жения стаöионарной ëинейной систеìы 3-ãо по-
ряäка в форìе Фробениуса, коэффиöиенты ниж-
ней строки которой иìеþт виä [–α3, –α2, –α1], ãäе
αi > 0, i = , — коэффиöиенты характеристи÷еско-
ãо уравнения. Этиì уравнениеì описывается физи-
÷еский объект, в ìеханике кëассифиöируеìый как
теëо-то÷ка с ìассой, заниìаþщей нуëевой объеì.
Вторыì способоì описания этоãо же объекта яв-

ëяется описание с поìощüþ конструкöий теории
поëя, в роëи которых выступаþт кинеìати÷еские
конструкöии У. К. Кëиффорäа (äиверãенöия div и
ротор rot) и ãраäиент Д. К. Максвеëëа grad.
С испоëüзованиеì обозна÷ений pij (i, j = )

äëя эëеìентов ìатриöы Фробениуса P эти конст-
рукöии в рассìатриваеìоì приìере иìеþт виä:

1) инäикатор наëи÷ия иëи отсутствия внутрен-
них исто÷ников (div > 0) иëи стоков (div < 0) кине-
ти÷еской энерãии äвижения (зäесü Sp обозна÷ает
сëеä ìатриöы)

divP = SpP(x, t) = p11 + p22 + p33 = –α1;

2) инäикатор спинорноãо äвижения (инäикатор
вращения)

rotP = col[p32 – p23; p13 – p31; p21 – p12] =
= col[–α2 – 1; α3; –1];

3) инäикатор знака и веëи÷ины произвоäных от
коìпонент вектора состояний

gradP = diagP = col[0, 0, –α1].

Такиì образоì, на языке теории поëя äаже про-
стейøая заäа÷а ìоäаëüноãо управëения явëяется
заäа÷ей управëения уãëовыìи скоростяìи ротора
векторноãо поëя rotP = 2col[ω1, ω2, ω3], а вовсе не
показатеëяìи то÷ности и ка÷ества управëения, как
это справеäëиво äëя второй трактовки физи÷еско-
ãо объекта.
Цеëü статüи состоит в напоëнении принöипа

квантово-воëновоãо äуаëизìа описания äвижения
äинаìи÷еских систеì воëновыì соäержаниеì.
При этоì из трех ìатеìати÷еских параäиãì:
1) параäиãìа И. Нüþтона: äано уравнение, най-

ти реøение;
2) параäиãìа Пуанкаре—Ляпунова: äано урав-

нение, найти свойства реøений, не реøая саìо
уравнение;

3) параäиãìа Анäронова—Понтряãина: не äано
уравнение. При саìых общих преäпоëожениях о пра-
вых ÷астях уравнения описатü свойства еãо реøений,

— испоëüзована посëеäняя параäиãìа äëя реøе-
ния сëеäуþщей заäа÷и.

Рассматривается введенное автором пространство возможных состояний динамической системы, описываемое скалярным
полем в виде гиперсферы со смещенным центром. Показано, что это поле квантовано выколотыми точками центра смещения,
что в дополнение к известным квантованию по времени и по уровню является новым приемом квантования на основе введенного
автором понятия кванта движения. Квант движения определен как интервал знакопостоянства знакопеременных компонент ро-
тора векторного поля от одной выколотой точки до другой. Доказано, что пространство возможных состояний является пуль-
сирующей гиперсферической волной переменной кривизны, координаты центра которой представляют собой алгебраическую сум-
му скалярных волн кручения по ветви равнобочной гиперболы и обратных им скалярных волн экспоненциального движения к точкам
смены знака. Доказательство основано на предложенной процедуре отображения фазового пространства на евклидову плоскость.
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Постановка задачи

Дано: еäинственное реøение (обозна÷иì еãо
x(t, t0, x0, F ) ∈ Rn) некоеãо векторноãо уравнения
(описываþщеãо äинаìи÷ескуþ систеìу), прохоäя-
щее ÷ерез то÷ку (t0, x0) векторноãо поëя простран-
ства состояний Rn × [0, ∞), не явëяþщуþся состо-
яниеì равновесия. Зäесü F — заäанный на поëуоси
[t0, ∞) оãрани÷енный ненуëевой вектор внеøних
возäействий; t0 — заäанный на÷аëüный ìоìент вре-
ìени; x0 — заäанный вектор на÷аëüных состояний.
Друãиìи сëоваìи, заäано тожäество, опреäеëяþ-

щее понятие еäинственноãо реøения

(t, t0, x0, F ) ≡ f [x(t, t0, x0, F ), t, F ], (1)

ãäе f [x(t, t0, x0, F ), t, F ] — правая ÷астü уравнения,
порожäаþщеãо это реøение.
Требуется найти воëновое описание реøения.
Историческая справка. Поставëенная заäа÷а в

известной ìере перекëикается с понятиеì поëной
интеãрируеìости, испоëüзованныì в XIX веке та-
киìи ìатеìатикаìи и ìеханикаìи, как Якоби,
Пуассон, Лиувиëëü, Лаãранж и äруãие, а позäнее
В. И. Арноëüäоì и äруãиìи автораìи. Но в их пос-
тановках заäа÷и ставиëисü приìенитеëüно к ÷етно-
ìерноìу фазовоìу пространству, принятоìу в кëас-
си÷еской ëитературе по ìеханике, базируþщейся на
канони÷еских уравнениях первоãо поряäка ãа-
ìиëüтоновой ìеханики, описываþщих äвижение
äинаìи÷еских систеì с поìощüþ n обобщенных
коорäинат и n обобщенных иìпуëüсов, в суììе
äаþщих разìерностü 2n. Сфорìуëированная же
выøе заäа÷а никаких оãрани÷ений на разìерностü
фазовоãо пространства не накëаäывает, ÷то и преä-
поëаãает параäиãìа Анäронова—Понтряãина.

Вспомогательные сведения

Поставëенная заäа÷а реøена в работах [1, 2], ãäе
äоказано, ÷то в общеì сëу÷ае всякое векторное по-
ëе пространства состояний Rn × [0, ∞) в фазовоì
пространстве Rn (иëи пространстве реøений) по-
рожäает скаëярное поëе в виäе ãиперсферы со
сìещенныì öентроì, которой принаäëежит изо-
бражаþщая то÷ка всякоãо реøения уравнения (1):

xт(t, t0, x0, F )x(t, t0, x0, F ) +

+ 2G т[x(t, t0, x0, F ), x0]x(t, t0, x0, F ) = x0, (2)

ãäе G[x(t, t0, x0, F ), x0] ∈ Rn — обозна÷ение вектора
öентра сìещения ãиперсферы (2), äвижение кото-
роãо поä÷инено аëãебраи÷ескиì уравненияì

Gi[x(t, t0, x0, F ), x0] =

= – col xi(t, t0, x0, F ) – , i = .(3)

Искëþ÷ениеì из общеãо сëу÷ая явëяется сëу÷ай
кососиììетри÷еской ìатриöы Якоби в вектор-
но-ìатри÷ноì преäставëении äинаìи÷еской сис-

теìы, коãäа в выражении (2) отсутствует второе
сëаãаеìое [3, с. 100].
Отìетиì, ÷то впервые форìуëа (2) быëа приве-

äена в работе [4], ãäе описываеìое еþ пространст-
во названо пространствоì возìожных состояний
äинаìи÷еской систеìы (в теорети÷еской физике
äëя этоãо испоëüзуется терìин "ãоризонт собы-
тий"). Разìерностü пространства возìожных со-
стояний буäет опреäеëена ниже.
Уравнение (3) описывает сëожное äвижение

всех коìпонент вектора öентра сìещения в пëос-
костях (Gi, xi), оси которых xi (i = ) образуþт
фазовое пространство Rn. Такиì образоì, форìа-
ëизìа тоëüко äвух пространств (пространства со-
стояний и фазовоãо пространства) неäостато÷но
äëя поëноãо описания всех äвижений векторноãо и
скаëярноãо поëей, поскоëüку äëя описания äвиже-
ния изображаþщей то÷ки вектора öентра сìеще-
ния необхоäиìо ввеäение в рассìотрение третüеãо
(äопоëнитеëüноãо) пространства с взаиìно ортоãо-
наëüныìи осяìи Gi (i = ).
Определение 1. Будем называть пространство

движений центра смещения гиперсферы (2) гиперпро-
странством состояний вектора центра смещения.
Обозна÷ение этоãо пространства буäет приве-

äено ниже.

Квантово-волновой дуализм описания
скалярных полей динамических систем

В отëи÷ие от пространства состояний Rn × [0, ∞),
ãäе äвижение соверøает изображаþщая то÷ка ре-
øения äинаìи÷еской систеìы (в äаëüнейøеì это
äвижение буäеì называтü пряìыì), в пространстве
реøений (иëи фазовоì пространстве Rn) äвижение
соверøает изображаþщая то÷ка не тоëüко реøения,
но и öентра сìещения скаëярноãо поëя, иìеþщеãо
виä ãиперсферы со сìещенныì öентроì.
Движение вектора G[x(t, t0, x0, F ), x0] ìожно

описатü поëу÷енной из соотноøения (3) форìуëой
скаëярной воëны:

Gi = ,

i = , (4)

которуþ ìожно трактоватü как уравнение ранее не
описанной равнобо÷ной ãипербоëы с переìенныì
(÷исëитеëü) коэффиöиентоì и как новое опреäе-
ëение ãеоìетри÷ескоãо ìеста то÷ек равнобо÷ной
ãипербоëы на поëуоси [0, xi).

Особенностüþ äвижения (4) явëяется тот факт,
÷то то÷каì сìены знака коìпонентаìи вектора со-
стояний пряìоãо äвижения (ина÷е особыì иëи ну-
ëевыì то÷каì векторноãо поëя) соответствуþт бес-
коне÷но боëüøие разрывы второãо роäа в знаìе-
натеëе (4), которые названы выкоëотыìи то÷каìи,
озна÷аþщиìи ска÷кообразный перехоä (ина÷е —
квантовый ска÷ок посëе прохожäения выкоëотой
то÷ки) соответствуþщей изображаþщей то÷ки

x·
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коìпоненты вектора öентра сìещения на äруãуþ
ветвü равнобо÷ной ãипербоëы (рис. 1).
Теì саìыì, скаëярное поëе (2) оказывается кван-

тованныì выкоëотыìи то÷каìи вектора öентра сìе-
щения, ÷то позвоëяет в äопоëнение к известныì в те-
ории автоìати÷ескоãо управëения квантованиþ по
вреìени и по уровнþ ввести понятие квантования
äвижения выкоëотыìи то÷каìи öентра сìещения.
Определение 2. Квантом движения (или неделимой

порцией движения) назовем интервал знакопостоян-
ства знакопеременной компоненты ротора векторного
поля, заканчивающийся выколотой точкой соответ-
ствующей компоненты вектора центра смещения, по-
рожденной особой точкой вектора состояний.
В отëи÷ие от фотона (иëи кванта света в теоре-

ти÷еской физике) квант äвижения охватывает весü
äиапазон уãëовых скоростей.
Поëу÷еннуþ äëя неãо форìуëу (4) ìожно рас-

сìатриватü как новое реøение "заäа÷и трех теë" иëи
трех изображаþщих то÷ек, распоëоженных на оäной
пряìой, относитеëüно которых по ветви равнобо÷-
ной ãипербоëы äвижется изображаþщая то÷ка
коìпоненты вектора öентра сìещения. Этиìи то÷-
каìи явëяþтся:

1) изображаþщая то÷ка x0, i на÷аëüноãо состоя-
ния векторноãо поëя;

2) изображаþщая то÷ка xi(t, t0, x0, F ) пряìоãо
äвижения векторноãо поëя;

3) особая то÷ка xi(t, t0, x0, F ) = 0 векторноãо поëя.
Сказанное обëе÷еì в форìу ëеììы.
Лемма. На интервале кванта движения (4) воз-

вратно-поступательное движение изображающей
точки компоненты вектора состояний относитель-
но особой точки xi(t, t0, x0, F ) → 0 для соответст-
вующей компоненты вектора центра смещения пре-
образуется в кручение центра смещения по ветви
равнобочной гиперболы путем:

1) мультипликации (умножения) в числителе (4)
двух противоположно направленных движений изо-
бражающей точки прямого движения относительно
точки x0, i начального состояния;

2) обратно пропорционального движения в знаме-
нателе (4) изображающей точки прямого движения
xi(t, t0, x0, F ).
Отëи÷ие ãиперпространства состояний от кëас-

си÷ескоãо пространства состояний состоит в тоì,
÷то роëü вреìени в неì выпоëняет упоряäо÷енная
посëеäоватеëüностü ноìеров квантов äвижения.
Посëеäоватеëüностü прохожäения выкоëотых то-
÷ек образует натураëüный ряä ÷исеë N ноìеров
квантов äвижения, ÷то позвоëяет квантованное
выкоëотыìи то÷каìи ãиперпространство состояний
вектора öентра сìещения обозна÷итü как Rn × [N).

Квантовый механизм 
порождения гиперсферических волн

Есëи преäставитü ãиперсферу (2) в виäе öент-
раëüной ãиперсферы переìенноãо раäиуса

x0 + G т[x(t, t0, x0, F ), x0]G[x(t, t0, x0, F ), x0] =

= {x(t, t0, x0, F ) + G[x(t, t0, x0, F ), x0]}
т ×

× {x(t, t0, x0, F ) + G[x(t, t0, x0, F ), x0]}, (2*)

то на языке кваäратов евкëиäовых норì векторов
(2*) ìожно записатü в виäе теореìы Пифаãора äëя
пряìоуãоëüноãо треуãоëüника:

||x0||
2 + ||G[x(t, t0, x0, F ), x0]||

2 ≡

≡ ||x(t, t0, x0, F ) + G[x(t, t0, x0, F ), x0]||
2, (2**)

ãäе ||x0||
2 = const, ||G[x(t, t0, x0, F), x0]||

2 ≡ var — кваäраты
катетов, ||x(t, t0, x0, F) + G[x(t, t0, x0, F), x0]||

2 = var —
кваäрат ãипотенузы.
Треуãоëüник Пифаãора ìожно вписатü в окруж-

ностü раäиуса, равноãо поëовине ãипотенузы.
Теì саìыì, на интерваëе кванта äвижения ска-

ëярноãо поëя тожäество (2**) описывает проекöиþ
на евкëиäову пëоскостü пуëüсируþщей ãиперсферы
переìенноãо раäиуса (2*) (иëи ãиперсфери÷ескуþ
воëну). Раäиус кривизны этой воëны равен поëо-
вине ãипотенузы треуãоëüника Пифаãора, а саìа
кривизна χ1 вы÷исëяется по форìуëе

χ1 = . (5)

В выкоëотых то÷ках переìенная кризизна χ1 = 0
в сиëу бесконе÷но боëüøоãо раäиуса в знаìенатеëе
(5), ÷еì объясняþтся пуëüсаöии ãиперсфери÷е-
ской воëны.
Определение 3. Процедуру перехода от вида (2*) к

виду (2**) назовем отображением пространства воз-
можных состояний {Rn + Rn × [N)} на евклидову
плоскость E2.
Отìетиì, ÷то в отëи÷ие от понятия поëной ин-

теãрируеìости (сì. "Историческую справку" настоя-
щей статüи) пространство возìожных состояний
не÷етноìерно и иìеет разìерностü (2n + 1).

Рис. 1. Равнобочная гипербола на плоскости (Gi, xi)

x0
т

2

x t t0 x0 F, , ,( ) G x t t0 x0 F, , ,( ) x0,[ ]+
2
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Аналогии с дифференциальной геометрией

Субъектаìи воëновоãо описания скаëярноãо по-
ëя (2) явëяþтся ãиперсфера (первое сëаãаеìое ëевой
÷асти (2)) и сìещенный öентр — соìножитеëü би-
ëинейноãо произвеäения во второì сëаãаеìоì (2).
Движения изображаþщих то÷ек реøения и öентра
сìещения обоих субъектов явëяþтся спинорныìи
(вращатеëüныìи). Инструìентоì описания обоих
вращений явëяется ротор векторноãо поëя, кванто-
ванный выкоëотыìи то÷каìи öентра сìещения.
Преäставиì еãо в виäе rotf = 2col[ω1, k(t), ..., ωn, k(t)],
k ∈ N, ãäе ωi, k(t), i = , — уãëовые скорости k-ãо
кванта äвижения.
Двойственностü испоëüзования уãëовых скорос-

тей ротора äëя описания обоих вращений закëþ-
÷ена в разëи÷ной трактовке этих вращений с по-
зиöий äифференöиаëüной ãеоìетрии, а иìенно:

1) äëя ãиперсферы (2), которой принаäëежит
изображаþщая то÷ка реøения, — это траектория
вращения с постоянной кривизной, раäиус кри-
визны которой опреäеëяется вектороì на÷аëüных
состояний

 = 1/  = const; (6)

2) äëя изображаþщей то÷ки öентра сìещения —
это траектория кру÷ения öентра сìещения χ2,
преäставëяеìая форìуëой (4) и рис. 1.
В свете изëоженноãо справеäëиво утвержäение.
Утверждение. Пространство возможных состоя-

ний {Rn + Rn × [N)}, описываемое скалярным полем (2)
в виде гиперсферы со смещенным центром, представ-
ляет собой пульсирующую гиперсферу переменной
кривизны (5), квантованную точками смены знака
компонентами ротора векторного поля.
Эта волна порождена скалярными волнами кри-

визны переходных процессов прямого движения изо-
бражающей точки вектора состояний x(t, t0, x0, F ∈
∈ Rn × [0, ∞) и кручения (4) траекторий обратного
движения вектора центра смещения в гиперпрост-
ранстве G[x(t, t0, x0, F ), x0] ∈ Rn × [N).
Замечание. Если каждую плоскость (Gi, xi) на

рис. 1 гиперпространства вектора центра смещения
повернуть на 360° относительно оси Gi и xi соответ-
ственно, то для каждого i (i = ) результатом обо-
их вращений будут две крестообразные псевдосферы,
вписанные в окружность (2**), визуализацией которых
является рис. 2 (см. вторую сторону обложки).
Тем самым, пространство возможных состояний на

каждом кванте движения представляет собой колесо с
крестообразной ступицей в виде двух перекрещиваю-
щихся псевдосфер геометрии Лобачевского.

Градиент как инструмент описания 
экспоненциальных и гиперболических движений 

в гиперпространстве

Граäиент кажäой произвоäной от соответствуþ-
щей коìпоненты вектора состояний ставит ей во

взаиìно оäнозна÷ное соответствие сëеäуþщее урав-
нение свобоäноãо äвижения по этой коìпоненте:

dxi/dt = pii(x, t)xi, i = , xi(t0) = xi0,

которое в сëу÷ае pii =const иìеет реøение xi(t, t0, xi0) =
= exp(piit)xi0, в сëу÷ае pii = pii(t) = var — реøение

xi(t, t0, xi0) = [exp pii(τ)dτ]xi0, а в неëинейноì сëу-

÷ае pii[x(t, t0, x0, F ), t] — реøение xi(t, t0, xi0) =

= [exp {pii[x(τ, t0, x0, F), τ]}dτ]xi0.

Эти экспоненты äëя стаöионарных и нестаöи-
онарных ëинейных (а в отäеëüных сëу÷аях и неëи-
нейных) äинаìи÷еских систеì позвоëяþт анаëити-
÷ески записатü интеãраë Коøи и, есëи этот интеãраë
явëяется табëи÷ныì, поëу÷итü анаëити÷еское ре-
øение (сì., наприìер, [5]).
Поëу÷енные такиì образоì анаëити÷еские ре-

øения ìожно испоëüзоватü в форìуëе (4), теì бо-
ëее, ÷то ãипербоëы первоãо и третüеãо кваäрантов
на рис. 1 преäставëяþт собой кривые, описываþщие
сразу äве функöии Gi(xi) и xi(Gi). Так, при äвижении
по ãипербоëе первоãо кваäранта сверху вниз кривая
этоãо кваäранта описывает ìонотонно убываþщуþ
экспоненту (äëя отриöатеëüных показатеëей), т. е.
функöиþ xi(Gi) при Gi → 0, а при äвижении снизу
вверх — ãипербоëу, т. е. функöиþ Gi(xi) при xi → 0.
Обе описанные выøе функöии явëяþтся функ-

öияìи пространственных переìенных xi и Gi, ÷то
ìожно испоëüзоватü при конструировании реøе-
ний уравнений в ÷астных произвоäных, которые,
как известно, иìеþт нееäинственное реøение и,
как сëеäствие, отве÷аþт усëовиþ некорректно пос-
тавëенных по Ж. Аäаìару связанных с ниìи заäа÷.

Обсуждение результатов

Совìестное рассìотрение äвижений в вектор-
ных и скаëярных поëях позвоëяет избавитüся от
ряäа забëужäений, среäи которых на первоì ìесте
стоит ãравитаöия.
Ее принято отожäествëятü с искривëениеì прост-

ранства. В отноøении сиë ãравитаöии А. Эйнøтейн
высказаë преäпоëожение, ÷то ãравитаöия естü ãеоìет-
ри÷еское свойство пространства—вреìени [6—8].
С поправкой на то, ÷то ãипотеза А. Эйнøтейна

справеäëива не в пространстве—вреìени (как в те-
орети÷еской физике называется пространство со-
стояний), а в пространстве возìожных состояний
{Rn + Rn × [N)}, описываеìоì скаëярныì поëеì в
виäе ãиперсферы со сìещенныì öентроì, настоя-
щая статüя и форìуëа (5) äоказываþт справеäëи-
востü еãо ãипотезы.
Без возìожности наäеëения скаëярных поëей

известныìи физи÷ескиìи свойстваìи резуëüтаты
статüи ìожно быëо бы расöениватü как о÷ереäной
ìатеìати÷еский экзерсис типа поëя Хиããса иëи
воëн äе Бройëя, есëи бы не уãëовые скорости, опи-
сываеìые ротороì векторноãо поëя.
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C ÷астотой fi уãëовая скоростü связана форìу-
ëой ωi(t) = 2πfi(t). На интерваëе кванта äвижения
÷астоту ëеãко вы÷исëитü. В интерваëе 20 Гö...20 кГö
скаëярные поëя описываþт звук, а в интерваëе
385...780 ТГö — öвет. Межäу ниìи ëежат äиапа-
зоны раäио÷астот и СВЧ. Так ÷то известный ÷ас-
тотный äиапазон позвоëяет иäентифиöироватü
скаëярное поëе в соответствии с физи÷ескиì ха-
рактероì описываеìоãо иì äвижения.
В усëовиях, коãäа тактовая ÷астота проöессора

совреìенноãо коìпüþтера не превыøает нескоëü-
ких ГГö, расс÷итыватü на то, ÷то с их поìощüþ
ìожно сìоäеëироватü скаëярные поëя, выхоäящие
за этот äиапазон, не прихоäится. Поэтоìу требуется
ìатеìати÷еский аппарат переìенных уãëовых ско-
ростей и переìенной ÷астоты.
Такой аппарат хороøо известен. Это аппарат

÷астотных переäато÷ных функöий нестаöионар-
ных ëинейных систеì [9]. Приìенение этоãо аппа-
рата в SISO-варианте äëя оäноноìерных коìпо-
нент вектора состояний и вектора öентра сìеще-
ния позвоëяет выпоëнитü боëее ãëубокий анаëиз
квантово-воëновоãо описания скаëярных поëей.
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On the basis of the new formulation of the problem of three bodies were obtained: 1) a new definition of the locus of the
points of an equilateral hyperbola; 2) a new "dynamic formula of the golden section" to the representative point of a scalar
field displacement of the center; 3) a new interpretation of the deleted point as the point preceding the transition to another
branch of the rectangular hyperbola. It is shown that the author introduced the space of possible states of a dynamical system
described by a scalar field as a hypersphere with a displaced center — quantized punctures offset center. That is in addition
to the known quantization of time and the level of quantization is proposed a new method based on the quantization introduced
by the author of the concept of the quantum motion, which is in contrast to the "photon" of theoretical physics is filled with
rigorous mathematical content. Thus, the overall dimension of the state space and the space of possible states is (3n + 2). It
is proved that the curvature of the space of possible states (phase space + hyperspace displacement of the center), as predicted
by Einstein, is a geometric property of the scalar field. The space of possible states is a pulsating wave hyperspherical variable
curvature center coordinates which are the algebraic sum of scalar waves of torsion on the branch of an equilateral hyperbola
and scalar waves exponential motion. The proof is based on the quantum analogue of the Pythagorean theorem.

Keywords: scalar field, deleted point, center of displacement, quantum motion, direct motion, retrograde motion, hyper-
space conditions, display space, hypersphere, pseudosphere
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