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Введение

Окружаþщая нас среäа (прироäная, соöиаëü-
но-эконоìи÷еская, техноëоãи÷еская) — это ìир
сëожных суперсистеì разнообразной прироäы, ко-
торые преäставëяþт собой коìпëекс разëи÷ных
поäсистеì, выпоëняþщих опреäеëенные функöии
и связанных ìежäу собой проöессаìи интенсивноãо
äинаìи÷ескоãо взаиìоäействия и обìена энерãи-
ей, веществоì и инфорìаöией. Указанные супер-
систеìы явëяþтся неëинейныìи, ìноãоìерныìи
и ìноãосвязныìи, в которых протекаþт сëожные
перехоäные проöессы и возникаþт крити÷еские и
хаоти÷еские режиìы. Пробëеìы систеìноãо син-
теза, т.е. поиска общих объективных законов уп-
равëения в такоãо роäа äинаìи÷еских систеìах,
по-прежнеìу явëяþтся весüìа актуаëüныìи, труä-
ныìи и во ìноãоì практи÷ески ìаëоäоступныìи
äëя совреìенной теории управëения. Эта теория
позвоëиëа успеøно освоитü ìетоäы öентраëизо-
ванноãо внеøнеãо возäействия на разëи÷ные объ-
екты, оäнако наступиëо вреìя пересìотра сиëовых
поäхоäов в заäа÷ах управëения и перехоäа на иäеи
саìоорãанизаöии — новой науки синерãетики
(в США — это хаосоäинаìика, во Франöии — наука
о äиссипативных структурах, а в России и Герìа-
нии — это синерãетика и неëинейная äинаìика).
Отсþäа вытекает насущная потребностü поиска
путей öеëевоãо возäействия на проöессы саìоор-
ãанизаöии в конструируеìых äинаìи÷еских систе-
ìах. Друãиìи сëоваìи, возникëа необхоäиìостü
созäания способов форìирования и резонансноãо
возбужäения внутренних сиë взаиìоСОäействия,

которые ìоãëи бы пороäитü в фазовоì простран-
стве синтезируеìых систеì жеëаеìые структуры —
аттракторы, аäекватные физи÷еской сущности со-
ответствуþщей систеìы.
Проöессы управëения и саìоорãанизаöии про-

низываþт окружаþщий нас ìир систеì разнооб-
разной прироäы. Мировоззрен÷еская зна÷иìостü
науки о проöессах управëения и саìоорãанизаöии
опреäеëяется теì важныì обстоятеëüствоì, ÷то,
как утвержäаþт у÷еные Санкт-Петербурãскоãо
ãосуниверситета в своей работе "Достато÷но общая
теория управëения", "...всякий проöесс в Мирозäа-
нии ìожет бытü интерпретирован в ка÷естве про-
цесса управления или самоуправления. По этой при-
÷ине понятийный и терìиноëоãи÷еский аппарат
иìенно теории управëения как таковой явëяется
обобщаþщиì, ÷то позвоëяет с еãо поìощüþ едино-
образно описывать разные проöессы: общеприродные,
биологические, технические...". С то÷ки зрения сов-
реìенной науки о сëожных систеìах с этиì базо-
выì утвержäениеì невозìожно не соãëаситüся. По
существу, это концепция единства процессов само-
организации и управления (КЕПСУ), впервые разви-
тая в работах нау÷ной øкоëы кафеäры синерãети-
ки и проöессов управëения Южноãо феäераëüноãо
университета и поëоженная в основу синерãети÷е-
ской теории неëинейноãо систеìноãо синтеза [1, 2].
На основе этой теории разработан ìетоä анаëи-
ти÷ескоãо конструирования аãреãированных ре-
ãуëяторов (AКАР), позвоëивøий успеøно реøитü
пробëеìу синтеза систеì управëения неëинейны-
ìи, ìноãоìерныìи и ìноãосвязныìи объектаìи
[3—5].
В настоящее вреìя в теории управëения развит

öеëый ряä ìетоäов синтеза неëинейных систеì уп-
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равëения, обëаäаþщих как своиìи äостоинстваìи,
так и зна÷итеëüныìи неäостаткаìи [6, 7]. В связи
с этиì в преäëаãаеìоì öикëе работ сравниваþтся
существуþщие ìетоäы совреìенной теории управ-
ëения (аäаптивноãо, оптиìаëüноãо, робастноãо, ин-
теëëектуаëüноãо и äруãих виäов управëения) с ìето-
äоì АКАР, позвоëяþщиì в äоëжной ìере реøитü
пробëеìы синтеза неëинейных систеì управëения.
Такиì образоì, оäной из фунäаìентаëüных и ак-

туаëüнейøих пробëеì совреìенной науки о сëож-
ных систеìах явëяется развитие высокоэффектив-
ной прикëаäной теории и ìетоäов нелинейного
системного синтеза.

О бэкстеппинге

В совреìенной ëитературе труäно указатü ìетоä
синтеза неëинейных систеì, поëностüþ сравниìый
по своей эффективности с ìетоäоì АКАР. К äо-
стато÷но попуëярныì ìетоäаì неëинейноãо син-
теза в настоящее вреìя относится так называеìый
бэкстеппинã. Данный ìетоä наøеë свое развитие в
ìоäифиöированных вариаöиях [9, 10], в совìестноì
испоëüзовании с ìетоäаìи аäаптивноãо и робаст-
ноãо управëения, в тоì ÷исëе с испоëüзованиеì
нейронных сетей и не÷етких аëãоритìов управëе-
ния [11—14]. Оäнако опреäеëенная эффективностü
бэкстеппинãа проявëяется в основноì в простых
скаëярных сëу÷аях синтеза неëинейных систеì.
Увеëи÷ение разìерности и сëожности ìоäеëи объ-
екта управëения привоäит к существенныì труä-
ностяì поëу÷ения анаëити÷ескоãо выражения за-
кона управëения.
В нау÷ной ëитературе [8, 15] известен ìетоä неëи-

нейноãо преобразования коорäинат äинаìи÷еских
систеì, ìатеìати÷еская ìоäеëü которых ìожет бытü
преäставëена оäной из возìожных канонических
форì. Преäпоëожиì, ÷то ìатеìати÷еская ìоäеëü
объекта управëения с оäниì вхоäоì u преäставëена в
виäе систеìы äифференöиаëüных уравнений:

(t) = A(x) + B(x)u; y = h(x), (1)

ãäе A(•), B(•), h(•) — äифференöируеìые неëи-
нейные функöии своих арãуìентов; x ∈ ℜn — век-
тор состояния объекта; u — скаëярное управëение;
y — скаëярный изìеряеìый выхоä объекта.
Тоãäа ìожно поставитü заäа÷у привеäения ìо-

äеëи исхоäноãо объекта (1) к некоторой "типовой"
форìе. Эта заäа÷а реøается приìенениеì такоãо
преобразования z = Γ(x) = col(γ1(x), ..., γn(x)) ко-
орäинат объекта (1), ÷тобы уравнение состояния в
новых переìенных переøëо в оäну из возìожных
канони÷еских форì, в ÷астности, ëинейнуþ в виäе
систеìы уравнений Коøи. Дëя объекта (1) такой
форìой ìожет сëужитü систеìа уравнений [15]:

(t) = z2, (t) = z3, ..., (t) = zp;

(t) = a(x) + b(x)u. (2)

Боëее общей явëяется канони÷еская форìа:

(t) = z2, (t) = z3, ..., (t) = zp;

(t) = a(x) + b(x)u;

(t) = (z); ...,  = φn(z), (3)

ãäе z ∈ ℜn — новый вектор состояния объекта (1).
Зäесü функöии φj(•) необхоäиìо опреäеëитü, а но-
вые переìенные zk, k = 1, ..., p, нахоäятся по фор-
ìуëе [15]

zk = γk(x) = h, (4)

ãäе h = A(x), h = A(x) — произвоä-

ные Ли функöии выхоäа по векторноìу поëþ A(x)
систеìы (1). Искоìые функöии φi(z), p + 1 m i m n,
в соотноøении (3) выбираþт как

φi(z) = Lf γi(Γ
–1(z)). (5)

Преобразования γk(x) (4) и φi(z) (5) äоëжны бытü
таковы, ÷тобы обратиìое отображение Γ(x) уäов-
ëетворяëо усëовияì:

rankΓ(x) = n, (6)

Lgγi(x) = 0. (7)

В работе [15] показана принöипиаëüная воз-
ìожностü привеäения исхоäных уравнений äвиже-
ния объекта (1) к жеëаеìой канони÷еской форìе
(2) иëи (3) при выборе функöий γi, уäовëетворяþ-
щих усëовияì (6), (7). Такое преобразование коор-
äинат поëу÷иëо название "feedback linearizable form",
т.е. ëинеаризаöия обратной связüþ иëи "то÷ная"
ëинеаризаöия уравнений объекта [15]. Указанное
преобразование озна÷ает, ÷то ìожно найти неко-
торый закон обратной связи, обеспе÷иваþщий äëя
объекта (1) в новой систеìе коорäинат ëинейнуþ
äинаìику. Отëи÷итеëüной особенностüþ приìене-
ния ìетоäа преобразования коорäинат явëяется
необхоäиìостü выпоëнения ранãовоãо оãрани÷ения
(6), (7), преäпоëаãаþщеãо существование обратно-
ãо (ãëаäкоãо) отображения Γ–1(z) в окрестности
то÷ки x0. Такие усëовия выпоëняþтся äаëеко не
всеãäа, в ÷астности, äëя объекта (1) эти усëовия
ìоãут не выпоëнятüся при p < n. Саìа по себе
проöеäура поиска преобразования Γ(x) труäоеìка,
а уравнения объекта (1) ÷асто не ìоãут бытü поë-
ностüþ свеäены к ëинейныì уравненияì типа (2),
которые нереäко остаþтся неëинейныìи, хотя и
боëее упрощенной структуры.

Метод АКАР-ОИ

В известноì обзоре [15] заäа÷а синтеза законов
управëения неëинейныìи äинаìи÷ескиìи объек-
таìи (1), своäиìыìи путеì описанноãо выøе пре-
образования к уравненияì виäа (2) иëи (3), названа
заäа÷ей АКАР-ОИ. Сутü аббревиатуры "АКАР-ОИ"
своäится к сëеäуþщеìу. Деëо в тоì, ÷то терìин

x·

z·1 z·2 z·p 1–

z·p

z·1 z·2 z·p 1–

z·p

z·p 1+ φ· p 1+ z·n

Lf
k

Lf
1 h∂

x∂
---- Lf

k Lf
k 1– h( )∂
x∂

-------------------



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 7, 2016 437

АКАР — аналитическое конструирование агрегиро-
ванных регуляторов — быë впервые преäëожен в из-
вестных работах [16—19], а терìин ОИ — обход ин-
тегратора (бэкстеппинг, integrator backstepping) —
в работах [20—24]. В работе [15] показано, ÷то оба
ìетоäа — АКАР и ОИ äëя объектов виäа (2) при-
воäят к анаëоãи÷ныì законаì управëения. Действи-
теëüно, äëя простейøих неëинейных объектов,
своäиìых к структуре виäа (2) иëи (3) из посëеäо-
ватеëüно вкëþ÷енных интеãраторов, охва÷енных
обратныìи связяìи, оба ìетоäа форìаëüно приво-
äят к совпаäаþщиì резуëüтатаì. Оäнако это отно-
сится тоëüко ëиøü к простейøей, скаëярной вер-
сии ìетоäа АКАР [16, 17], который быë преäëожен
зна÷итеëüно ранее ìетоäа ОИ. Что же касается
векторной версии ìетоäа АКАР, впервые преäëо-
женной еще в работе [18], то такоãо анаëоãа в ìе-
тоäе ОИ практи÷ески не существует. Отìетиì, ÷то
в известноì обзоре П. Кокотови÷а [23] бэкстеп-
пинã отнесен к ÷исëу "эпохаëüных нововвеäений"
теории управëения 90-х ãоäов XX века.
Сëеäуя работе [15], конкретизируеì ìетоä син-

теза неëинейных законов управëения на основе
проöеäуры АКАР-ОИ. Пустü äëя неëинейноãо
объекта

(t) = f (x1) + g(x1)u, x1, u ∈ ℜ, (8)

найäено управëение u = α1(x1), обеспе÷иваþщее
асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü относитеëüно x1 = 0.
Это устанавëивается с поìощüþ функöии Ляпунова
V(x1), произвоäная которой по вреìени в сиëу (8)
уäовëетворяет сëеäуþщеìу соотноøениþ:

[ f (x1) + g(x1)α1( x1)] m –W(x1), (9)

ãäе W(x1) — поëожитеëüно опреäеëенная функöия.
Тоãäа äëя систеìы

(t) = f (x1) + g(x1)x2,

(t) = u, (10)

ãäе переìенная x2 äоступна пряìыì изìеренияì,
управëение виäа

u = –(x2 – α1(x1)) +

+ [f (x1) + g(x1)x2] – g(x1) (11)

обеспе÷ивает оãрани÷енностü x1(t), x2(t) и стреìëе-
ние x1 → 0, (x2 – α1) → 0 при t → ∞. Ввеäеì теперü
в рассìотрение аãреãированнуþ ìакропереìеннуþ
ψ1  x2 – α1(x1) и перепиøеì систеìу (10) в виäе

(t) = f (x1) + g(x1)(α1( x1) + ψ1),

(t) = u – [ f (x1) + g(x1)x2]. (12)

Тоãäа произвоäная по вреìени функöии Ляпу-
нова V1 = V(x1) + (1/2)  в сиëу (11), (12) буäет
иìетü виä 

(t) = [ f (x1) + gα1(x1)] +

+ gψ1 –  – gψ1 m –W(x1) – .(13)

Неравенство (13) сëеäует из теореìы Ла Саëëя [15].

Сравнение методов

Как указываë И. Нüþтон, "при изу÷ении наук
приìеры не ìенее поу÷итеëüны, ÷еì правиëа".
В связи с этиì, у÷итывая теорети÷ескуþ и при-
кëаäнуþ зна÷иìостü рассìатриваеìой в статüе про-
бëеìы систеìноãо синтеза äëя совреìенной теории
управëения, важно провести сравнение ìетоäа
АКАР с разëи÷ныìи ìетоäаìи анаëити÷ескоãо
конструирования реãуëяторов на конкретных при-
ìерах синтеза систеì. Разуìеется, ÷то такое срав-
нение тех иëи иных ìетоäов ëу÷øе всеãо прово-
äитü äëя объектов, обëаäаþщих особыìи свойст-
ваìи, наприìер, жеëатеëüно, ÷тобы они быëи
неëинейныìи и ìноãоìерныìи. В этоì отноøе-
нии нет особоãо сìысëа показыватü какие-то так
называеìые "äостоинства" тех иëи иных ìетоäов
синтеза ëинейных систеì, как это äо сих пор про-
äоëжается в работах ìноãих авторов! Метоäы син-
теза ëинейных систеì — это в÷ераøний äенü те-
ории управëения. В связи с этиì испоëüзование
ìетоäа АКАР äëя синтеза ëинейных реãуëяторов
иìеет сìысë тоëüко с то÷ки зрения äеìонстраöии
еãо ìетоäи÷еских преиìуществ. Покажеì сравне-
ние ìетоäов АКАР и бэкстеппинãа на ряäе øироко
известных заäа÷ синтеза неëинейноãо управëения.
Пример 1. Дëя сравнитеëüной иëëþстраöии ìе-

тоäов АКАР и ОИ рассìотриì заäа÷у синтеза ста-
биëизируþщеãо управëения неëинейныì объек-
тоì виäа

(t) = x2, (t) = sinx1 + x3, (t) = u. (14)

В соответствии с ìетоäоì ОИ на первоì øаãе
ввоäится ìакропереìенная виäа ψ1 = x1, и первая
функöия стабиëизаöии (внутреннее управëение)
выбирается в виäе α1 = –ψ1 = –x1. Назна÷ая пер-
вуþ функöиþ Ляпунова V1 = (1/2)  и ввоäя вто-
руþ ìакропереìеннуþ ψ2 = x2 – α1, опреäеëяеì
вторуþ функöиþ стабиëизаöии [15]:

α2 = –ψ2 + x2 –  – sinx1 =

= –2x1 – 2x2 – sinx1.

x·1
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Выбирая äаëее V2 = V1 + (1/2)  и ввоäя третüþ
ìакропереìеннуþ ψ3 = x3 – α2, опреäеëяеì äейст-
витеëüный закон управëения:

u = –ψ3 + x2 + (sinx1 + x3) –  –  =

= –4x1 – (5 + cosx1)x2 – 3x3 – 3sinx1. (15)

В соответствии с ìетоäоì АКАР синтез стаби-
ëизируþщеãо управëения осуществëяется в обрат-
ноì поряäке. Сна÷аëа ввоäится ìакропереìенная
виäа ψ1 = x3 – α2 и заäается сопровожäаþщий
функöионаë:

J1 = [  + (t)]dt, (16)

ãäе m1 > 0, c1 > 0 — постоянные коэффиöиенты. Уп-
равëение, äоставëяþщее ìиниìуì ввеäенноìу
функöионаëу, иìеет виä [17] 

u = x2 + (sinx1 + x3) – (x3 – α2), (17)

ãäе T1 = c1/m1. Движение вäоëü ìноãообразия ψ1 = 0
описывается уравненияìи

(t) = x2ψ, (t) = sinx1ψ + α2.

Испоëüзуя вторуþ ìакропереìеннуþ

ψ2 = β21x1 + x2 + α1(x1),

нахоäиì внутреннее управëение α2:

α2 = – x1 – x2 –

– sinx1 – α1(x1), (18)

ìиниìизируя функöионаë виäа (16) с заìеной ψ1
на ψ2 и T2 = c2/m2. Движение вäоëü ìноãообразия
ψ2 = 0 описывается уравнениеì 

(t) = –β21x1ψ – α1(x1),

и, сëеäоватеëüно, α1(x1) ìожет бытü поëожено тож-
äественно равныì нуëþ. Тоãäа, найäя α2 (18) и поä-
ставив еãо в соотноøение (17), опреäеëяеì внеø-
ний закон управëения: 

u = – x1 –  +  +  + cosx1 x2 –

– β21 + + x3 – β21 +  + sinx1.(19)

Коэффиöиенты T1, T2 и β21 ìоãут бытü выбраны
äëя обеспе÷ения жеëаеìоãо характера и вреìени
перехоäных проöессов. Сравнивая выражение (15)
и (19), убежäаеìся, ÷то закон (19) при соответст-
вуþщеì выборе коэффиöиентов β21 и Ti, i = 1, 2,
совпаäает с законоì (15), т. е. ìетоäы АКАР и ОИ
привоäят äëя объекта (14) к законаì управëения

оäинаковой структуры [15]. Сëеäует поä÷еркнутü,
÷то закон управëения (19) иìеет обобщенный ха-
рактер, ÷то позвоëяет сфорìироватü разные свой-
ства заìкнутой систеìы.
Пример 2. Приìениì ìетоä АКАР äëя реøения

заäа÷и синтеза законов управëения неëинейныì
объектоì

(20)

Заäа÷а синтеза законов управëения объектоì
(20) на основе проöеäуры бэкстеппинãа рассìот-
рена в работе [23]. Ввеäеì соãëасно ìетоäу АКАР
сëеäуþщуþ ìакропереìеннуþ:

ψ = x3 + x4 + α| | + β  + γ , (21)

ãäе m m 1. Тоãäа, поäставëяя ψ (21) в функöионаëü-
ное уравнение ìетоäа АКАР

T (t) + ψ = 0,

в сиëу уравнений объекта (20) нахоäиì базовый за-
кон управëения 

u = –x4 – (αm| | + 2β )(x3 + x4) –

– 4γ (  – 1) – ψ/T. (22)

Этот закон перевоäит изображаþщуþ то÷ку
заìкнутой систеìы (20), (21) в окрестностü ìноãо-
образия ψ = 0 (21), äвижение вäоëü котороãо опи-
сывается сëеäуþщиìи äекоìпозированныìи урав-
ненияìи:

(t) = –x1ψ + ;

(t) = –αx2ψ| | – β  – γ x2ψ. (23)

Дëя опреäеëения усëовий асиìптоти÷еской ус-
той÷ивости систеìы (23) ввеäеì в рассìотрение
функöиþ Ляпунова

V(t) = 0,5  + 0,5 ,

произвоäная которой в сиëу уравнений (23) равна 

(t) = – –α | |–β  – (γ – 1) .(24)

Из выражения (24) сëеäует, ÷то при выпоëне-
нии усëовий

α > 0; β l 0; γ l 1 (25)

функöия (t) буäет опреäеëенно отриöатеëüна äëя
всех обëастей изìенения коорäинат x1ψ и x2ψ. Это
озна÷ает, ÷то при выпоëнении неравенств (25) äе-
коìпозированная систеìа (23) обëаäает свойствоì
асиìптоти÷еской устой÷ивости в öеëоì. Отсþäа
сëеäует, ÷то и заìкнутая систеìа (20), (22) при T > 0
буäет также асиìптоти÷ески устой÷ива относи-
теëüно состояния x1ψ = x2ψ = 0.
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Выясниì теперü усëовия устой÷ивости äекоìпо-
зированной систеìы относитеëüно коорäинат x2ψ
и x4ψ. На инвариантноì ìноãообразии ψ = 0 (21)
эти коорäинаты равны

x3ψ + x4ψ = –α| | – β  – γ , (26)

откуäа сëеäует, ÷то при x1ψ = x2ψ = 0 коорäинаты
x3ψ и x4ψ также равны нуëþ. Есëи же поëожитü, на-
приìер, m = 0, то, соãëасно соотноøениþ (24), сис-
теìа (23) остается асиìптоти÷ески устой÷ивой от-
носитеëüно состояния равновесия x1ψ = x2ψ = 0.
Оäнако в этоì сëу÷ае, соãëасно проöеäуре ìетоäа
АКАР и соотноøениþ (26), коорäинаты x3ψ = –α
и x4ψ = 0. Заìетиì, кстати, ÷то ìоäеëü (20) в своей
структуре иìеет äва посëеäоватеëüно вкëþ÷енных
на вхоäе интеãратора, ÷то реäко встре÷ается на
практике. Тоãäа равенство x3ψ = –α буäет озна÷атü
некоторое установивøееся поëожение коорäинаты
x3 на выхоäе второãо интеãратора. В выражениях
äëя ìакропереìенной ψ (21) и закона управëения
(22) ìожно поëожитü β = 0, ÷то не изìенит усëовий
асиìптоти÷еской устой÷ивости заìкнутой систеìы.
Есëи же в соотноøениях (21) и (22) поëожитü

α = 0, то в этоì сëу÷ае закон управëения (22) при-
ìет виä

u1 = – x3 – x4 – 2β x3 + x4 +  +

+ 4γ  – 4γ  + . (27)

По своей структуре закон управëения (27), за иск-
ëþ÷ениеì посëеäнеãо ÷ëена, совпаäает с законоì

uБ = –x3 – 2x4 – (x3 + x4 + 2) + 4 , (28)

поëу÷енныì в работе [23] ìетоäоì "бэкстеппинã"
посëе äоказатеëüства теореì об асиìптоти÷еской
устой÷ивости с испоëüзованиеì äвух функöий Ля-
пунова. Заìетиì, ÷то закон управëения (22) поëу÷ен
ìетоäоì АКАР в резуëüтате простых анаëити÷е-
ских проöеäур.
Сëеäует отìетитü, ÷то при испоëüзовании зако-

нов управëения u1 (27) и uБ (28) перехоäной про-
öесс по коорäинате x2 буäет затянут. Об этоì сви-
äетеëüствует структура уравнений систеìы (23),
в которой при быстроì затухании коорäинаты x1
реøение второãо уравнения буäет сëабо÷увстви-
теëüныì к ìаëыì зна÷енияì коорäинаты x2, ÷то и
привеäет к затяãиваниþ перехоäноãо проöесса.
На рис. 1—3 привеäены резуëüтаты ìоäеëиро-

вания заìкнутой систеìы (20), (22) äëя разëи÷ных
коэффиöиентов закона управëения u (22), в тоì
÷исëе: на рис. 1 — äëя α = β = T = γ = m = 1;
на рис. 2 — äëя α = 10, β = 0, T = m = 1, γ = 20; на
рис. 3 — äëя α = β = T = γ = 1, m = 0. Эти резуëü-
таты в поëной ìере поäтвержäаþт теорети÷еские
поëожения и эффективностü ìетоäа АКАР. Дëя
сравнения на рис. 4 показаны резуëüтаты ìоäеëи-
рования заìкнутой систеìы (20), (28).

Пример 3. Как указывает П. Кокотови÷ [23],
бэкстеппинã обы÷но приìеняется к систеìаì без
обратно-пряìых ÷астей. Приìенение этоãо ìетоäа
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Рис. 3. Переходные процессы в системе (20), (22) при a = b =
= T = g = 1, m = 0

Рис. 2. Переходные процессы в системе (20), (22) при a = 10,
b = 0, T = m = 1, g = 20

Рис. 1. Переходные процессы в системе (20), (22) при a = b =
= T = g = m = 1
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затруäнено äëя систеì, требуþщих повыøенноãо
быстроäействия, наприìер, виäа

(t) = x2 + ; (t) = x3; (t) = u, (29)

ãäе  в первоì уравнении созäает обратно-пря-
ìуþ ÷астü в обхоä x2 — интеãратора. В связи с этиì
Тиë [24] преäëожиë испоëüзоватü анаëоã бэкстеп-
пинãа в виäе так называеìой форварäинã-конст-
рукöии äëя реøения заäа÷и управëения систеìаìи
типа (29). При этоì возникаþт затруäнения с обес-
пе÷ениеì äостато÷ной обëасти устой÷ивости.
Приìениì ìетоä АКАР äëя реøения заäа÷и эф-
фективноãо управëения систеìаìи виäа (29) с об-
ратно-пряìыìи ÷астяìи. Соãëасно ìетоäу АКАР
ввеäеì ìакропереìеннуþ

ψ1 = x3 + γ1x1 + γ2x2 + β1 . (30)

Тоãäа, поäставëяя ψ1 (30) в функöионаëüное
уравнение

T1 (t) + ψ1 = 0, T1 > 0, (31)

в сиëу уравнений объекта (29) нахоäиì закон уп-
равëения

u1 = –γ1x2 – γ1  – (γ2 + 3β1 )x3 – ψ1/T1. (32)

Закон u1 (32) перевоäит изображаþщуþ то÷ку
(ИТ) заìкнутой систеìы (29), (32) на инвариант-
ное ìноãообразие ψ1 = 0, äвижение вäоëü котороãо
относитеëüно коорäинаты x2ψ описывается сëе-
äуþщиì äифференöиаëüныì уравнениеì:

(t)+(γ2+3β1 +γ1 (t)) (t)+γ1x2ψ= 0. (33)

Усëовия устой÷ивости уравнения (33) и, сëеäо-
ватеëüно, заìкнутой систеìы (29), (32) иìеþт виä

γ1 > 0, γ2 > 0 (34)

в обëасти ìаëых откëонений (  ≈ 0 и  ≈ 0)
и в обëасти, ãäе выпоëняется сëеäуþщее нера-
венство: 

γ2 + 3β1  + γ1x3 l 0. (35)

Это неравенство ìожно усиëитü при β1 = 0, т. е.

x30 > –γ2/γ1. (36)

Усëовия (35), (36) озна÷аþт, ÷то синтезирован-
ная систеìа (29), (32) ÷увствитеëüна к отриöатеëü-
ныì на÷аëüныì усëовияì по коорäинате x30 < 0 и,
кроìе тоãо, ввеäение ÷ëена 3β1x2 в закон управëе-
ния u1 (32) позвоëяет расøиритü обëастü устой-
÷ивости заìкнутой систеìы.
В обëасти ìаëых откëонений уравнение (33)

приниìает форìу

τ2 (t) + 2ξτ (t) + x2ψ = 0,

ãäе ξ = 0,5γ2/  — äекреìент затухания, τ = 1/  —

постоянная вреìени. Отсþäа сëеäует, ÷то с увеëи-
÷ениеì коэффиöиента γ1, с оäной стороны, повы-
øается быстроäействие систеìы, оäнако с äруãой,
соãëасно (35), уìенüøается обëастü устой÷ивости
систеìы в сëу÷ае отриöатеëüных на÷аëüных усëо-
вий по коорäинате x30 < 0. При выборе äекреìента
ξ = 1 ìежäу коэффиöиентаìи γ1 и γ2 ìожно уста-

новитü связü γ2 = 2 .

На рис. 5 преäставëены резуëüтаты ìоäеëирова-
ния заìкнутой систеìы (29), (32) при β1 = 0 и вы-
поëнении неравенства (36). На рис. 6 и 7 преäстав-
ëены резуëüтаты ìоäеëирования заìкнутой систе-
ìы (29), (32) при β1 = 1 и β1 = 10 соответственно.
Выявиì усëовия повыøения робастности к от-

риöатеëüныì на÷аëüныì усëовияì по коорäинате
x30 < 0. Дëя заìкнутой систеìы (29), (32) рассìот-
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Рис. 4. Переходные процессы в системе (20), (28)
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Рис. 5. Переходные процессы в системе (29), (32) при b1 = 0 и
выполнении неравенства (36)
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риì ее уравнение äвижения относитеëüно коорäи-
наты x3ψ на ìноãообразии ψ1 = 0 при β1 = 0:

(t) + (2γ1x3 + γ2) (t) + γ1x3ψ = 0, (37)

которое ìожно поëу÷итü путеì äифференöирова-
ния по вреìени уравнения (33). О÷евиäно, ÷то урав-
нение (37) устой÷иво относитеëüно x3ψ = 0 при вы-
поëнении неравенства

x3ψ l – , (38)

которое явëяется боëее оãрани÷итеëüныì по срав-
нениþ с усëовиеì (36).
Итак, äëя обеспе÷ения усëовий устой÷ивости

синтезированной систеìы (29), (32) необхоäиìо,
÷тобы выпоëняëосü неравенство (38). Это озна÷ает,
÷то äëя выпоëнения усëовия (36) на коорäинату x3

сëеäует наëожитü оãрани÷ение |x3| m b = . Со-

ãëасно ìетоäу АКАР äëя этоãо ввеäеì сëеäуþщуþ

ìакропереìеннуþ: ψ2 = x3 + bth(γ1x1 + γ2x2 + β1 ).

Тоãäа на основе функöионаëüноãо уравнения

T2 (t) + ψ2 = 0, T2 > 0

и уравнений объекта (29) ìожно найти закон управ-
ëения

u2 = –  – ψ2. (39)

Отìетиì, ÷то в физи÷ескоì пëане коорäината x3 —
это поëожение интеãрируþщеãо испоëнитеëüноãо
ìеханизìа, которое всеãäа оãрани÷ено. На рис. 8
привеäены резуëüтаты ìоäеëирования заìкнутой
систеìы (29), (39) äëя β1 = 0 и x30 < 0, а на рис. 9 —
äëя β1 = 10 и x30 < 0. Эти резуëüтаты поäтвержäаþт
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2γ1
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Рис. 6. Переходные процессы в системе (29), (32) при b1 = 1
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Рис. 9. Переходные процессы в системе (29), (39) при b1 = 10
и x30 < 0

Рис. 8. Переходные процессы в системе (29), (39) при b1 = 0 и
x30 < 0

Рис. 7. Переходные процессы в системе (29), (32) при b1 = 10
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основные теорети÷еские поëожения и эффектив-
ностü ìетоäа АКАР.
Такиì образоì, приìенение ìетоäа АКАР äëя

управëения неëинейныìи систеìаìи, наприìер
виäа (29), иìеþщиìи обратно-пряìуþ ÷астü, по-
звоëяет анаëити÷ески синтезироватü эффективные
законы управëения, обеспе÷иваþщие асиìптоти-
÷ескуþ устой÷ивостü заìкнутыì систеìаì.
Пример 4. Сëеäуþщиì приìероì, привеäенныì

в работе [23] и вызвавøиì затруäнения с непосреä-
ственныì приìенениеì бэкстеппинãа, явëяется
заäа÷а синтеза стабиëизируþщеãо закона управëе-
ния неëинейныì объектоì

(t) = x1 + x2 + ; (t) = x3; (t) = u. (40)

Объект (40) по своей структуре анаëоãи÷ен объ-
екту (29), за искëþ÷ениеì тоãо, ÷то в первоì урав-
нении систеìы (40) обратно-пряìая ÷астü преä-
ставëена не кваäрати÷ной, а куби÷еской неëиней-
ностüþ  и, кроìе тоãо, также äобавëен ÷ëен x1.
В работе [23] на основе теореìы пассивности, ëиней-
ноãо ìатри÷ноãо неравенства и пакета проãраìì
преäëожена проöеäура ÷исëенноãо опреäеëения ко-
эффиöиентов неëинейноãо закона управëения 

uБ = k1x1 + k2x2 + k3x3 + β . (41)

Покажеì зäесü, ÷то заäа÷а синтеза закона уп-
равëения объектоì (40) реøается ìетоäоì АКАР
анаëити÷ески и весüìа эëеãантно в резуëüтате
простых и ясных проöеäур. Соãëасно ìетоäу АКАР
ввеäеì сëеäуþщуþ ìакропереìеннуþ:

ψ1 = x3 + γ1x1 + sinγ2x2. (42)

Тоãäа на основе функöионаëüноãо уравнения

T1 (t) + ψ1 = 0, T1 > 0 (43)

и в сиëу уравнений объекта (40) найäеì закон уп-
равëения

u1 = –γ1(x1 + x2 + ) – γ2x3cosγ2x2 – ψ1. (44)

Этот закон, соãëасно (43), ÷ерез вреìя t = (3÷4)T1
перевоäит ИТ заìкнутой систеìы (40), (44) из про-
извоëüных на÷аëüных усëовий xi0 в ìаëуþ окрест-
ностü инвариантноãо ìноãообразия ψ1 = 0 (42).
Движение систеìы вäоëü ψ1 = 0 описывается от-
носитеëüно коорäинаты x2 äифференöиаëüныì
уравнениеì

(t) + (γ2cosγ2x2ψ – 1 + γ1 (t)) (t) +

+ γ1x2ψ – sinγ2x2ψ = 0. (45)

Декоìпозированное уравнение (45) относится к
кëассу уравнений ìаятниковоãо типа, обëаäаþщих
в зависиìости от выбора коэффиöиентов γ1 и γ2
разнообразныìи äвиженияìи — от реãуëярных ко-

ëебаний äо апериоäи÷еских перехоäных проöес-
сов. Диверãенöия поëя этоãо уравнения равна

div (t) = 1 – γ2cosγ2x2ψ – 3γ1 (t). (46)

Из выражения (46) сëеäует, ÷то при γ2 > 0 äивер-
ãенöия всеãäа отриöатеëüна, т.е. синтезированная
систеìа (40), (44) буäет обëаäатü некоторыì при-
тяãиваþщиì ìножествоì. В сëу÷ае же, коãäа γ2 < 1 и,
теì боëее, γ2 < 0, äиверãенöия ìожет изìенитü
свой знак при некоторых зна÷ениях переìенных
x2ψ и (t). Соãëасно критериþ Бенäиксона, это
озна÷ает, ÷то в систеìе иìеет ìесто преäеëüный
öикë. Действитеëüно, провеäеì ëинеаризаöиþ функ-
öий sinγ2x2 ≅ γ2x2 и cosγ2x2 ≅ 1. Тоãäа ìакропере-
ìенная ψ1 (42) и уравнение (45) приìут соответст-
венно виä

ψ1 = x3 + γ1x1 + γ2x2 (47)

и

(t) + (γ2 – 1 + γ1 (t)) (t) +

+ (γ1 – γ2)x2ψ = 0. (48)

Уравнение (48) — это известное в теории неëи-
нейных коëебаний уравнение Реëея, которое при
γ1 > γ2 и γ2 < 1 иëи γ2 < 0 обëаäает оäниì устой÷ивыì
преäеëüныì öикëоì, а при γ2 l 1 буäет асиìптоти-
÷ески устой÷ивыì относитеëüно x2ψ = (t) = 0.
В этоì сëу÷ае, соãëасно (47), закон управëения
(44) приниìает ÷астный виä

u1 = –γ1 x1 – γ2 x2 –

– x3 – γ1 , (49)

который по своей структуре совпаäает с законоì
(41), поëу÷енныì в работе [23] на основе проöеäуры
бэкстеппинãа. Отìетиì, ÷то закон (49) поëу÷ен в
резуëüтате простых анаëити÷еских проöеäур, а вы-
бор еãо коэффиöиентов непосреäственно связан со
свойстваìи неëинейноãо äекоìпозированноãо
уравнения (48), которое при γ1 > γ2 > 1 буäет асиìп-
тоти÷ески устой÷ивыì. В режиìе ìаëых откëоне-
ний уравнение (48) иìеет äекреìент затухания 

ξ = , γ1 > γ2 > 1. (50)

Есëи в соотноøении (50) поëожитü ξ = 1, то
ìежäу коэффиöиентаìи γ1 и γ2 ìожно установитü
сëеäуþщуþ связü:

γ1 = γ2 + 0,25(γ2 – 1)2. (51)

Выражения (50) и (51) позвоëяþт выбратü коэф-
фиöиенты закона управëения u1 (49), при этоì ÷ëен

γ1  усиëивает äеìпферные свойства систеìы (48).

x·1 x3
3 x·2 x·3
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3

x3
3

ψ· 1

x3
3 1
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x··2ψ x·2ψ
2
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На рис. 10, 11 преäставëены резуëüтаты ìоäе-
ëирования при T1 = 1 и γ2 = 2, γ2 = 2,25 соответ-
ствен, а на рис. 12, 13 — при T1 = 1 и γ2 = 0,5,
γ2 = 0,5625 соответственно, которые поäтвержäаþт
теорети÷еские поëожения и прикëаäнуþ эффек-
тивностü ìетоäа АКАР.
Такиì образоì, эффективно реøена заäа÷а ана-

ëити÷ескоãо синтеза стабиëизируþщих законов
управëения объектоì (40). Эти законы ãарантируþт
асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü в öеëоì заìкнутой
систеìы и обеспе÷иваþт жеëаеìый характер пере-
хоäных проöессов. Сëеäует поä÷еркнутü, ÷то äеëо
не стоëüко в наëи÷ии неëинейности  — обрат-
но-пряìой ÷асти в обхоä x2 — интеãратора, на ÷то
обращается особое вниìание в работе [23], а в ÷ет-
ности иëи не÷етности степени указанной неëиней-
ности. Есëи в заäа÷е (29) неëинейностü  быëа
÷етной степени, ÷то привеëо к необхоäиìости оãра-
ни÷ения коорäинаты |x3| m b по ìоäуëþ, то в заäа÷е
(40) указанная неëинейностü  иìеет не÷етнуþ
степенü, ÷то позвоëиëо весüìа эëеãантно разре-
øитü ìетоäоì АКАР заäа÷у синтеза стабиëизируþ-
щих законов управëения.

Заключение

В работе провеäено сравнение ìетоäа АКАР с
бэкстеппинãоì на конкретных приìерах синтеза не-
ëинейных систеì. Данные приìеры наãëяäно äеìон-
стрируþт явные преиìущества ìетоäа АКАР переä
бэкстеппинãоì как в отноøении проöеäур анаëити-
÷ескоãо конструирования неëинейных реãуëяторов
и их физи÷еской обоснованности, обоснованности
и оäнозна÷ности выбора настрое÷ных параìетров
реãуëяторов, так и обеспе÷ения свойств асиìпто-
ти÷еской устой÷ивости заìкнутых систеì. В посëе-
äуþщих статüях äанноãо öикëа наìи буäет проäе-
ìонстрировано сравнение ìетоäа АКАР с ìетоäаìи
оптиìаëüноãо, аäаптивноãо и интеëëектуаëüноãо
управëения неëинейныìи объектаìи управëения.

Рис. 13. Переходные процессы в системе (40), (44) при T1 = 1 и
g2 = 0,5, g2 = 0,5625 соответственно 

x3
3

x3
2

x3
3

Рис. 11. Переходные процессы в системе (40), (44) при T1 = 1
и g2 = 2, g2 = 2,25 соответственно 

Рис. 10. Переходные процессы в системе (40), (41) при T1 = 1
и g2 = 2, g2 = 2,25 соответственно 

Рис. 12. Переходные процессы в системе (40), (41) при T1 = 1
и g2 = 0,5, g2 = 0,5625 соответственно 
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In this paper the authors explore comparison of the famous method of analytical design of the aggregated regulators
(ADAR), developed in the works of the scientific school of the Southern Federal University (Russia), and the method of back-
stepping. In a well-known review of P. Kokotoviс,́ the method of backstepping was mentioned as a milestone innovation in the
control theory of the last decade of the 20th century. For the simplest nonlinear objects, which are derived to the structure of
the serially connected integrators looped with feedbacks, the ADAR method and the backstepping method are formally deduced
to the same results. But any variation of this structure, as well as an increase of the dimension and complexity of the control
object model, leads to major difficulties for deriving of the analytical expression of the control law. The ADAR method of the
Synergetic Control Theory is a way of forming and resonance exciting of the internal forces of co-interaction. These forces
emerge in the desired structures, i.e. attractors, in a phase space of the designed systems, which are confirmed with a physical
essence of the above system. In the paper the comparison of ADAR method with the backstepping method is presented with well-
known examples of the nonlinear control systems’ design problems. The provided numerical examples and computer simulation
results clearly demonstrate the explicit advantages of ADAR method in comparison with the backstepping method by the fol-
lowing criteria: (i) the nonlinear regulators of the analytical design procedure and regulators of the physical validity; (ii) regu-
lator settings of the selection validity and its value; and (iii) provision of the closed-loop system’s asymptotic stability.
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Качественное распределение мод
в системах с распределенными параметрами*

Обсуждается разработка методики качественного распределения мод, определяющих показатели качества процессов в ли-
нейных системах с распределенными параметрами. Для использования частотных методов исследования линейных распреде-
ленных систем выполнена модификация критерия Найквиста, которая позволяет проводить анализ параметров областей рас-
положения пространственных мод, связанных с показателями качества процессов.
Ключевые слова: распределенные системы, пространственные моды, критерий Найквиста, качественное распределение
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