
Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 6, 2016 407

УДК 621.01 DOI: 10.17587/mau.17.407-413

Ф. Н. Пpитыкин, д-p техн. наук, пpоф., Д. И. Нефедов, студент, 3demon@bk.ru,
Омский госудаpственный технический унивеpситет

Исследование повеpхностей, задающих гpаницы 
области pазpешенных конфигуpаций механизма 

мобильного манипулятоpа пpи наличии запpетных зон

В настоящее вpеìя интенсивно веäутся pаботы,
связанные с созäаниеì интеëëектуаëüных систеì
упpавëения pобототехни÷ескиìи систеìаìи. Данные
иссëеäования позвоëяþт обеспе÷итü автоноìное
функöиониpование pоботов пpи наëи÷ии запpетных
зон в pабо÷еì пpостpанстве [1—3]. Важной заäа÷ей
явëяется сокpащение вpеìени pас÷ета, связанноãо
с опpеäеëениеì зна÷ения вектоpа пpиpащений обоб-
щенных кооpäинат пpи синтезе äвижений и наëи÷ии
äвиãатеëüной избыто÷ности. Указанный вектоp пpи-
pащений вы÷исëяþт с у÷етоì обес-
пе÷ения заäанноãо безопасноãо уäа-
ëения испоëнитеëüноãо ìеханизìа
ìанипуëятоpа от запpетных зон [4, 5].
В pаботах [6, 7] пpеäëожены аëãоpит-
ìы синтеза äвижений ìеханизìов ìа-
нипуëятоpов, котоpые основаны на
испоëüзовании анаëиза то÷ек конфи-
ãуpаöионноãо пpостpанства, заäаþ-
щих pазpеøенные и запpещенные
конфиãуpаöии. Пpи этоì конфиãу-
pаöионное пpостpанство Lq заäаþт
осяìи систеìы кооpäинат, по на-
пpавëениþ котоpых откëаäываþт
зна÷ения обобщенных кооpäинат
qi (1 < i < n), опpеäеëяþщих уãëы по-
воpота в øаpниpах (pис. 1, а, б). Еäи-
ниöаìи изìеpения по осяì в этоì
сëу÷ае пpиниìаþтся ãpаäусы. Есëи
конфиãуpаöия, опpеäеëяþщая поëо-
жение кинеìати÷еской öепи pобота,
уäовëетвоpяет заäанныì тpебовани-
яì, она с÷итается pазpеøенной, в пpо-
тивноì сëу÷ае — неpазpеøенной.
Иссëеäованиþ обëасти Λ конфиãуpа-
öионноãо пpостpанства Lq, заäаþщей
то÷ки ìножества pазpеøенных кон-
фиãуpаöий äëя испоëнитеëüноãо ìе-
ханизìа ìанипуëятоpа ìобиëüноãо
pобота "Ваpан", посвящены pаботы
[8, 9]. Запpетная зона пpи этоì оãpа-
ни÷иваëасü ãоpизонтаëüной пëоско-

стüþ, pаспоëаãаþщейся свеpху ìеханизìа ìанипу-
ëятоpа ìобиëüноãо pобота (äëя сëу÷ая, коãäа äви-
жение осуществëяется внутpи туннеëя). Оäнако
пpеäëаãаеìые ìатеìати÷еские ìоäеëи в äанных pа-
ботах тpебуþт некотоpых äаëüнейøих коppектиpо-
вок и уто÷нений. Необхоäиìостü анаëити÷ескоãо
способа заäания заìкнутой обëасти Λ объясняется
ее испоëüзованиеì пpи анаëизе взаиìноãо поëоже-
ния ìеханизìа ìанипуëятоpа и запpетной зоны
пpи виpтуаëüноì ìоäеëиpовании äвижений. Осо-

Пpедложен аналитический способ задания области в пpостpанстве обобщенных кооpдинат, опpеделяющей множество pаз-
pешенных конфигуpаций для механизма манипулятоpа мобильного pобота с учетом pазличного pасположения запpетных зон.
Исследованы повеpхности, огpаничивающие данную область. Pезультаты исследований позволяют сокpатить вpемя pасчета
вектоpа обобщенных скоpостей на этапе анализа виpтуального взаимодействия механизма манипулятоpа с заpанее известной
окpужающей сpедой.
Ключевые слова: виpтуальное моделиpование движений pоботов, запpетные зоны, синтез движений pоботов

Pис. 1. Конфигуpации механизма манипулятоpа мобильного pобота:
а — изобpажение зоны θ; б — ãеоìетpи÷еские паpаìетpы, опpеäеëяþщие поëоже-
ния конфиãуpаöий и запpетной зоны P; в, г — изобpажения ìножества pазpеøен-
ных конфиãуpаöий
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буþ актуаëüностü иìеþт указанные иссëеäования
пpи наëи÷ии äвиãатеëüной избыто÷ности, коãäа
÷исëо конфиãуpаöий в заäанной то÷ке pабо÷еãо
пpостpанства, уäовëетвоpяþщих заäанной то÷ности
позиöиониpования, ìожет äостиãатü нескоëüких со-
тен. Пpеäпоëаãаеìый поäхоä позвоëяет свести заäа-
÷у опpеäеëения пеpесе÷ения ìеханизìа ìанипуëя-
тоpа и запpетной зоны, заäанных совокупностüþ
pазëи÷ных пpостpанственных пpиìитивов, к нахо-
жäениþ пpинаäëежности то÷ек пpостpанства Lq
обëасти Λ. Это позвоëяет зна÷итеëüно сокpатитü
вpеìя pас÷ета зна÷ений вектоpа обобщенных ско-
pостей на кажäой итеpаöии пpи виpтуаëüноì ìо-
äеëиpовании äвижений.
Усëовиìся поëожение ìеханизìа ìанипуëятоpа,

изобpаженноãо на pис. 1, а, б, заäаватü в пpостpан-
стве Lq то÷кой. Иссëеäуеì обëастü пpостpанства Lq,
котоpая опpеäеëяет совокупностü то÷ек, заäаþщих
конфиãуpаöии, не пеpесекаþщие пpепятствие P, и
кооpäинаты öентpа выхоäноãо звена котоpых пpи-
наäëежат зоне θ, заäанной неpавенстваìи:

xo4 > 500 ìì, zo4 > 0. (1)

Указанная зона θ изобpажена на pис. 1, а и пpеä-
ставëяет собой объеäинение äвух зон, заäанных не-
pавенстваìи (1). Пpиìеì q1 = 0°, тоãäа pазìеpностü
пpостpанства конфиãуpаöий Lq буäет pавна тpеì.
То÷ки пpостpанства Lq пpи этоì буäеì заäаватü
в узëах сетки с øаãоì Δqi = 15° (буäеì иссëеäоватü
то÷ки пpостpанства Lg с øаãоì Δqi = 15°). На
pис. 1, б показан ãеоìетpи÷еский сìысë паpаìет-
pов xop и zop, хаpактеpизуþщих взаиìное поëожение
ìанипуëятоpа и запpетной зоны P. Поëожение ìа-
нипуëятоpа в инеpöиаëüной систеìе кооpäинат O0
опpеäеëяþт кооpäинаты xo1 и zo1, заäаþщие на÷аëо
систеìы O1x1z1. Функöиониpование ìеханизìа
ìанипуëятоpа пpоисхоäит в пpеäеëах оãpани÷ен-
ной обëасти Ω пpостpанства Lq. Обëастü Ω, в об-
щеì сëу÷ае заäанная ãипеpпаpаëëеëепипеäоì,
иìеет такой виä, ÷то äëя ëþбоãо зна÷ения вектоpа
q = (0, q2, q3, q4) выпоëняþтся неpавенства 

 m qi m , i = 2, 3, 4, (2)

ãäе ,  — нижние и веpхние пpеäеëüные
зна÷ения обобщенных кооpäинат. Дëя pассìатpи-
ваеìоãо пpиìеpа 

 =   = 

То÷ки, не вхоäящие в обëастü Ω, называþт за-
пpещенныìи [6, 7]. Внутpи обëасти Ω ìоãут также
пpисутствоватü то÷ки, заäаþщие запpещенные
конфиãуpаöии, пpи котоpых пpоисхоäит взаиìное
пеpесе÷ение звенüев ìеханизìа. Данные то÷ки не-
обхоäиìо вы÷естü из обëасти Ω. Запpещенныìи
явëяþтся также конфиãуpаöии, котоpые пеpесека-
þтся с пpепятствияìи. В усëовиях известной сpе-
äы äанные конфиãуpаöии ìоãут бытü заpанее вы-
÷исëены.

Иссëеäуеì поëожение и фоpìу обëасти Λ, коãäа
запpетная зона P оãpани÷ивается иëи оäной иëи
äвуìя пëоскостяìи Σ и Δ, поëожения котоpых отно-
ситеëüно ìеханизìа ìанипуëятоpа опpеäеëяþтся
паpаìетpаìи xop и zop (pис. 1, б). Дëины звенüев ìе-
ханизìа ìанипуëятоpа пpиìеì pавныìи сëеäуþ-
щиì зна÷енияì: O1O2 = 900 ìì, O2O3 = 700 ìì и
O3O4 = 500 ìì. На pис. 1, в изобpажены ìножества
pазpеøенных конфиãуpаöий пpи наëи÷ии запpетной
зоны, заäанной ãоpизонтаëüной пëоскостüþ P пpи
зна÷ении zop = 1200 ìì. На pис. 1, г поëожение за-
пpетной зоны опpеäеëяется зна÷енияìи zop = 1200 ìì
и xop = 800 ìì. Паpаìетp N на pис. 1, в, г заäает
÷исëо pазpеøенных конфиãуpаöий, котоpые не пе-
pесекаþт пpепятствие P пpи Δqi = 15°. Пpи фикси-
pованных зна÷ениях обобщенной кооpäинаты q2
в пpостpанстве Lq совокупностü то÷ек, заäаþщих
pазpеøенные конфиãуpаöии, буäут заäаватü се÷ения
обëасти Λ в pазëи÷ных паpаëëеëüных пëоскостях,
pаспоëаãаþщихся на pасстоянии 15°. На основе ис-
сëеäования фоpìы и поëожения отäеëüных указан-
ных се÷ений пpи pазëи÷ных зна÷ениях q2, сущест-
вует возìожностü пpовести также анаëиз фоpìы и
поëожения в öеëоì обëасти Λ. В коне÷ноì итоãе
необхоäиìо поëу÷итü анаëити÷еское описание об-
ëасти, позвоëяþщее опpеäеëятü пpинаäëежностü
pазëи÷ных то÷ек пpостpанства Lq обëасти Λ.
На pис. 2 пpеäставëены pазëи÷ные се÷ения обëа-

сти Λ, опpеäеëяþщие то÷ки pазpеøенных конфи-
ãуpаöий пpи q2 = const äëя тpех pазëи÷ных сëу÷аев.
На pис. 2, а изобpажено оäно из се÷ений обëасти
Λ пpи отсутствии запpетной зоны P, соответствуþ-
щее зна÷ениþ q2 = 30°. Се÷ения постpоены в сис-
теìах кооpäинат Oqq3q4 пpи q2 = 0°, 15°, ..., 120°.
Дëя заäания наpужноãо контуpа се÷ения, изобpажен-
ноãо на pис. 2, а, испоëüзованы нескоëüко ãpани÷-
ных ëиний, в ка÷естве котоpых выступаþт тpи пpя-
ìые и оäин эëëипс. Сpеäи pазëи÷ных кpивых втоpоãо
поpяäка эëëипс наиëу÷øиì обpазоì сопpикасается
на опpеäеëенноì ìесте контуpа с кpайниìи то÷каìи
се÷ения обëасти Λ. В связи с этиì äанная кpивая
(эëëипс) выбpана в ка÷естве оäноãо из фpаãìентов,
заäаþщих контуp се÷ения. Анаëиз поëожения ука-
занных ÷етыpех ëиний в pазëи÷ных паpаëëеëüных
пëоскостях се÷ений обëасти Λ пpостpанства Lq
(постpоенных с øаãоì 15°) позвоëиë опpеäеëитü,
÷то совокупностü äанных ëиний пpинаäëежит тpеì
пëоскостяì и повеpхности эëëипти÷ескоãо öи-
ëинäpа. Обpазуþщей эëëипти÷ескоãо öиëинäpа яв-
ëяется эëëипс d1, öентp котоpоãо сìеøается вäоëü
заäанной некотоpой пpяìой l. Данные пëоскости и
повеpхностü в пpостpанстве Lq оãpани÷иваþт об-
ëастü Λ. Обëастü Λ äëя этоãо сëу÷ая ìожно опpе-
äеëитü на основе испоëüзования опеpаöий теоpии
ìножеств [10]:

Λ → ((((Ω ∩ Ω1) ∩ Ω2) ∩ Ω3) ∩ Ω4) l 0, (3)

ãäе Ω — обëастü, опpеäеëяеìая паpаëëеëепипеäоì,
заäанныì пpеäеëüныìи зна÷енияìи изìенений
обобщенных кооpäинат (2). Заìетиì, ÷то обëасти

qi
min qi

max

qi
min qi

max

qi
min

0°, i = 2;
–120°, i = 3;
–120°, i = 4; 

qi
max

120°, i = 2;
120°, i = 3;
120°, i = 4.
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Ω1, ..., Ω4 в неpавенстве (3) необхоäиìо испоëüзоватü
пpи наëожении усëовий (1). Ω1 — обëастü, заäанная
эëëипти÷ескиì öиëинäpоì, се÷ение d1 котоpоãо
изобpажено на pис. 2, а. В öеëях анаëити÷ескоãо
описания обëасти Λ опpеäеëиì неpавенства, за-
äаþщие то÷ки, пpинаäëежащие отäеëüныì обëас-
тяì Ω1, ..., Ω4. Неpавенство, опpеäеëяþщее то÷ки,
pаспоëаãаþщиеся снаpужи эëëипти÷ескоãо öиëин-
äpа Ω1, иìеет сëеäуþщий виä:

 +

+  – 1 l 0,(4)

ãäе aΩ1, bΩ1, , , , , ϕΩ1 — паpаìет-

pы, заäаþщие поëожение и фоpìу фpаãìента кон-
туpа се÷ения эëëипса d1 обëасти Ω1 (pис. 2, а). Центp
эëëипса сìещается по заäанной пpяìой l в пpостpан-
стве Lq, есëи пpоисхоäит непpеpывное изìенение
обобщенной кооpäинаты q2. Поëожение пpяìой l
опpеäеëяется экспеpиìентаëüныì путеì на основе
иссëеäования ìножества се÷ений обëасти Λ. Паpа-

ìетpы , , ,  заäаþт уpавнения пpо-

екöии пpяìой l на пëоскостях, опpеäеëяеìых кооp-
äинатаìи q2, q3 и q2, q4. Зна÷ения a

Ω1 и bΩ1 заäаþт
pазìеpы, соответственно, боëüøой и ìаëой поëу-
осей эëëипса d1. Заìетиì, ÷то äанные зна÷ения пpи

q2 = var не изìеняþтся. Паpаìетp ϕΩ1 заäает уãоë на-

кëона боëüøой поëуоси эëëипса d1 (оси ) к оси q3

(pис. 2, а). Неpавенство (4) поëу÷аþт на основе ис-

поëüзования пpеобpазований кооpäинат, опpеäе-
ëяþщих пеpехоä от систеìы Oэë  (связанной

с эëëипсоì) к систеìе Oqq3q4:

 = q3cosϕΩ1 – q4sinϕΩ1 + (q2) + ;

 = q3sinϕΩ1 + q4cosϕΩ1 + (q2) + . (5)

Обëасти Ω2, Ω3, Ω4 заäаþт поëупpостpанства,
оãpани÷енные тpеìя пëоскостяìи, опpеäеëяеìые
неpавенстваìи

dl1ql l b1, ..., dlmql l bm, (6)

ãäе m — ÷исëо пëоскостей, оãpани÷иваþщих об-
ëастü Λ (äëя pассìатpиваеìоãо пpиìеpа m = 3);
l = 3 — паpаìетp, опpеäеëяþщий pазìеpностü пpо-
стpанства конфиãуpаöий Lq пpи q1 = 0°; d11, d12, ...,
dlm, b1, b2, ..., bm — коэффиöиенты уpавнений пëос-
костей, заäаваеìые кооpäинатаìи опоpных то÷ек,
pаспоëаãаþщихся на се÷ениях. Данные то÷ки оп-
pеäеëяþт на се÷ениях обëасти Λ экспеpиìентаëü-
ныì путеì на основе иссëеäования ìножества се-
÷ений. На pис. 3 изобpажена посëеäоватеëüностü
заäания обëасти Λ пpи отсутствии запpетной зоны.
Испоëüзование неpавенства (3) позвоëяет опpеäе-
ëятü пpинаäëежностü то÷ек пpостpанства Lq обëас-
ти Λ и нахоäитü pазpеøенные и запpещенные кон-
фиãуpаöии ìеханизìа ìанипуëятоpа пpи отсутст-
вии запpетной зоны. Дëя вы÷исëения обëасти Λ,
заäанной неpавенствоì (3), испоëüзуþт опеpаöиþ
конъþнкöии, котоpуþ опpеäеëяþт сëеäуþщиì вы-
pажениеì [10]:

X1 ∧ X2 = X1 + X2 – , (7)

Pис. 2. Сечения области L:
а — се÷ения пpи q2 = 30° и отсутствии запpетной зоны P; б — се÷ения пpи q2 = 30° и наëи÷ии запpетной зоны P, заäанной в виäе
ãоpизонтаëüной пëоскости уpовня zop = 800 ìì; в — се÷ения пpи q2 = 60° и наëи÷ии запpетной зоны P, заäанной в виäе пpяìо-
уãоëüника zop = 800 ìì, xop = 500 ìì, lp = 400 ìì, hp = 50 ìì
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ãäе X1 и X2 явëяþтся аpãуìентаìи R-функöии, ко-
тоpые заäаþтся неpавенстваìи (4), (6). Поäставëяя
вна÷аëе äва неpавенства (2) в уpавнение (7), поëу-
÷аеì пеpесе÷ение äвух поëупpостpанств, обpазуþщих
обëастü Ω′. Затеì поëу÷енное неpавенство обëасти
Ω′ и тpетüе неpавенство (3) поäставëяеì вновü в
уpавнение (7) и опpеäеëяеì уpавнение обëасти Ω′′.
Поëу÷аеì пеpесе÷ение тpех обëастей. В pезуëüтате
испоëüзования всех øести неpавенств (3) иìееì
уpавнение обëасти Ω. Даëее уpавнение обëасти Ω и
уpавнение (4) поäставëяеì вновü в уpавнение (7) и
поëу÷аеì обëастü Ω ∩ Ω1. Затеì поо÷еpеäно ис-
поëüзуеì тpи неpавенства (6), пpи этоì свобоäные
÷ëены этих неpавенств пеpеносиì в пpавуþ ÷астü.
В коне÷ноì итоãе поëу÷аеì неpавенство, заäаþщее
обëастü Λ пpи отсутствии запpетной зоны.
На pис. 2, б пpеäставëено се÷ение обëасти Λ пpи

наëи÷ии запpетной обëасти P, котоpая оãpани÷ива-
ется ãоpизонтаëüной пëоскостüþ уpовня. Данный
сëу÷ай отpажает äвижение ìобиëüноãо pобота внутpи
тоннеëя (сì. pис. 1, в). Анаëиз се÷ений обëасти Λ
äëя этоãо сëу÷ая показывает, ÷то запpещенные кон-
фиãуpаöии, котоpые пеpесекаþт запpетнуþ зону,
в пpостpанстве Lq опpеäеëяþтся то÷каìи, пpинаä-
ëежащиìи äpуãоìу эëëипти÷ескоìу öиëинäpу Ω5
и паpабоëи÷ескоìу öиëинäpу Ω6. В анаëити÷е-
скоì виäе в этоì сëу÷ае обëастü Λ заäается неpа-
венстваìи на основе испоëüзования опеpаöий пе-
pесе÷ения:

Λ→((((((Ω ∩ Ω1) ∩ Ω2) ∩ Ω3) ∩ Ω4) ∩ Ω5) ∩ Ω6) l 0.(8)

Неpавенство, опpеäеëяþщее то÷ки, котоpые pас-
поëаãаþтся снаpужи эëëипти÷ескоãо öиëинäpа Ω5,
иìеет сëеäуþщий виä:

 +

+  – 1 l 0,(9)

ãäе aΩ5, bΩ5, , , , , ϕΩ5 — паpаìетpы,

заäаþщие поëожение и фоpìу фpаãìента контуpа
се÷ения эëëипса d5 обëасти Ω5 (сì. pис. 2, б). Эë-
ëипс d5 наиëу÷øиì обpазоì описывает ÷астü кон-
туpа се÷ения, фоpìа котоpоãо пpиниìает тепеpü
äpуãой виä. Пpи анаëити÷ескоì заäании контуpа
се÷ения в этоì сëу÷ае испоëüзуþт тpи пpяìые и äва
эëëипса d1 и d5. Паpаìетpы aΩ5, bΩ5 опpеäеëяþт боëü-
øуþ и ìаëуþ поëуоси эëëипса d5, обpазуþщеãо по-
веpхности эëëипти÷ескоãо öиëинäpа Ω5. Анаëиз се-
÷ений показывает, ÷то pазìеpы äанных поëуосей

пpи q2 = var также не изìеняþтся. Паpаìетpы ,

, ,  заäаþт, соответственно, пpоекöии

пpяìой, по котоpой сìещается öентp эëëипса d5.

Уãоë ϕΩ5 опpеäеëяет накëон боëüøой оси эëëипса
d5 (оси ) к оси q3. Неpавенство (6) поëу÷аþт на

основе пpеобpазований кооpäинат, заäаþщих пе-
pехоä от систеìы Oэë  к систеìе Oqq3q4:

 = q3cosϕΩ5 + q4sinϕΩ5 + (q2) + ;

 = q3sinϕΩ5 + q4cosϕΩ5 + (q2) + . (10)

На pис. 4, а показано, ÷то ÷астü контуpа изобpа-
жения обëасти Λ наиëу÷øиì обpазоì опpеäеëяет
кpивая, явëяþщаяся паpабоëой l6. В связи с этиì
пpинято обëастü Ω6 опpеäеëятü паpабоëи÷ескиì öи-
ëинäpоì, обpазуþщие котоpоãо паpаëëеëüны оси q3.
Неpавенство, заäаþщее то÷ки, котоpые pаспоëаãа-
þтся снаpужи обëасти Ω6, иìеет в этоì сëу÷ае сëе-
äуþщий виä:

(q2cosϕΩ6 + q3sinϕΩ6 + ) –

– 2pΩ6(q2sinϕΩ6 + q3cosϕΩ6 + ) l 0, (11)

ãäе , , pΩ6 опpеäеëяþт паpаìетpы фоpìы

и поëожения паpабоëы, заäаþщей то÷ки, котоpые
pаспоëаãаþтся снаpужи обëасти Ω6. Паpаìетpы

,  заäаþт öентp систеìы кооpäинат

, связанной с то÷кой паpабоëы, иìеþщей

Pис. 3. Изобpажение области L в пpостpанстве Lq с использо-
ванием неpавенств (1)—(3), (4), (6):
а — Ω ∩ Ω1; б — ((Ω ∩ Ω1) ∩ Ω2); в — (((Ω ∩ Ω1) ∩ Ω2) ∩ Ω3) ∩ Ω4 

q3sinϕΩ5 q4cosϕΩ5 k1
Ω5 q2( ) m1

Ω5
+ + +( )

2

aΩ5( )
2

---------------------------------------------------------------------------------

q3cosϕΩ5 q4sinϕΩ5 k2
Ω5 q2( ) m2

Ω5
+ + +( )

2

bΩ5( )
2

---------------------------------------------------------------------------------

k1
Ω5 k2

Ω5 m1
Ω5 m2

Ω5

k1
Ω5

k2
Ω5 m1

Ω5 m2
Ω5

q3″

q3″ q4″

q3″ k1
Ω5 m1

Ω5

q4″ k2
Ω5 m2

Ω5

m2
Ω6

m3
Ω6

m2
Ω6 m3

Ω6

m2
Ω6 m3

Ω6

Oq″′q2″′ q3″′



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 6, 2016 411

кооpäинату  = 0 (pис. 4, а). Паpаìетp ϕΩ6 опpе-

äеëяет уãоë накëона оси  (опpеäеëяþщей оpиен-

таöиþ паpабоëы) к оси q2. Зна÷ение паpаìетpа p
Ω6

заäает поëожение фокуса паpабоëы. Изобpажение
пpоекöий фpаãìентов обëасти Λ на пëоскости пpо-
екöий Oqq2q3 и в пpяìоуãоëüной изоìетpии пpеäстав-
ëены на pис. 4, а, б. На pис. 4, а паpабоëи÷еский öи-
ëинäp пpоеöиpуется в виäе паpабоëы l6. Неpавенство
(11) поëу÷аþт на основе пpеобpазований кооpäи-
нат, заäаþщих пеpехоä от систеìы Oэë  к сис-

теìе Oqq2q3 (pис. 4, а):

 = q2cosϕΩ6 + q3sinϕΩ6 + ;

 = q2sinϕΩ6 + q3cosϕΩ6 + . (12)

На pис. 5 пpеäставëены изобpаже-
ния, опpеäеëяþщие посëеäоватеëü-
ностü фоpìиpования обëасти Λ в со-
ответствии с неpавенствоì (8). На
этоì pисунке изобpажена обëастü
пpи наëи÷ии запpетной зоны, оãpа-
ни÷енной ãоpизонтаëüной пëоско-
стüþ уpовня.
Как виäно из pис. 5, пëощаäü се÷е-

ний пpи увеëи÷ении зна÷ения q2
уìенüøается. На pис. 2, в пpеäстав-
ëено се÷ение обëасти Λ, коãäа запpет-
ная зона P заäана äвуìя пëоскостяìи
Λ и Σ (сì. pис. 1, б). Анаëиз фpаãìен-
тов контуpов се÷ений обëасти Λ в этоì
сëу÷ае показывает, ÷то запpещенные
конфиãуpаöии заäаþтся то÷каìи,
pаспоëаãаþщиìися внутpи обëасти,
опpеäеëяеìой кинеìати÷еской по-
веpхностüþ. В этоì сëу÷ае вìесто об-
ëасти эëëипти÷ескоãо öиëинäpа Ω5,
заäаþщей запpещенные конфиãуpа-
öии, буäет выступатü обëастü, опpеäе-
ëяеìая кинеìати÷еской повеpхностüþ.
В связи с этиì äаннуþ обëастü буäеì
также обозна÷атü Ω5. Пpи этоì обpа-
зуþщиìи кинеìати÷еской повеpхно-
сти явëяþтся эëëипсы d5, котоpые те-
пеpü изìеняþт фоpìу (pазìеpы боëü-
øой и ìаëой поëуосей aΩ5 и bΩ5) пpи
изìенении зна÷ения обобщенной ко-
оpäинаты q2. На÷аëüные поëожения
öентpов эëëипсов и äëины боëüøой
и ìаëой поëуосей пpи этоì изìеня-
þтся в зависиìости от паpаìетpов
xop, zop и q2. В pаботе [9] вы÷исëены

кооpäинаты  и  то÷ек Oэë ука-

занных öентpов эëëипсов в зависиìо-
сти от зна÷ений xоp и zop. В pезуëüтате

постpоения ìножеств се÷ений обëасти Λ опpеäе-

ëены также ãpафики  = f1(xop, zop),  =

= f2(xop, zop). Анаëиз ìножества поëу÷енных се÷е-
ний обëасти Λ показывает, ÷то в этоì сëу÷ае pаз-
ìеpы боëüøой aΩ5 и ìаëой bΩ5 поëуосей эëëипсов
зависят от обобщенной кооpäинаты q2 и изìеня-
þтся неëинейно.
На÷аëüные ÷исëенные зна÷ения боëüøой и ìаëой

осей эëëипсов опpеäеëяþт функöии  = f3(xop, zop)

и  = f4(xop, zop) [9]. Уãоë накëона боëüøой оси

эëëипса ϕΩ5 по отноøениþ к оси Oqq3 äëя pазëи÷-
ных зна÷ений xop, zop и q2 не изìеняется и pавен

ϕΩ5 ≈ 110°.
На основе анаëиза фpаãìентов контуpов се÷ений

(эëëипсов d5) быëо pеøено в этоì сëу÷ае зна÷ения
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Pис. 5 Задание области L с помощью неpавенств (8), (9), (11):
а — ((((Ω ∩ Ω1) ∩ Ω2) ∩ Ω3) ∩ Ω4) ∩ Ω5; б — изобpажение обëастей Λ и Ω6; в —
(((((Ω ∩ Ω1) ∩ Ω2) ∩ Ω3) ∩ Ω4) ∩ Ω5) ∩ Ω6

Pис. 4. Изобpажение области L пpи yop = 600 мм:
а — на пëоскости пpоекöии Oqq2q3; б — на пëоскости пpоекöии Oqq2q4, в — изо-
бpажение в пpяìоуãоëüной изоìетpии



412 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 6, 2016

паpаìетpов , , aΩ5 и bΩ5 заäаватü функöия-

ìи от паpаìетpа q2 в виäе поëиноìов тpетей степени:

 =  +  + q2 + ;

 =  +  + q2 + ;

aΩ5 =  +  + q2 + ;

bΩ5 =  +  + q2 + , (13)

ãäе , , ..., , ,  — коэффиöиенты

поëиноìов (13), заäаþщих обëастü Ω5, опpеäеëяе-

ìуþ кинеìати÷еской повеpхностüþ. Зна÷ения äан-
ных коэффиöиентов поëу÷ены экспеpиìентаëü-
ныì путеì на основе поëу÷ения ìножества се÷е-
ний пpи pазëи÷ных зна÷ениях xop, zop и q2.

Неpавенство, опpеäеëяþщее обëастü Ω5, заäаþ-
щее запpещенные конфиãуpаöии äëя этоãо сëу÷ая,
иìеет сëеäуþщий виä:

 +

+  –

– 1 l 0. (14)

Испоëüзование соотноøений (1)—(14) позвоëяет
вы÷исëятü в пpибëиженноì виäе pазpеøенные
конфиãуpаöии пpи нахожäении ìеханизìа ìани-
пуëятоpа ìобиëüноãо pобота в непосpеäственной
бëизости от заpанее известных запpетных зон.

Pас÷ет пеpесе÷ений испоëнитеëüноãо ìеханизìа,
заäанноãо набоpоì пpостpанственных пpиìити-
вов, и заpанее известных запpетных зон в pеаëüноì
ìасøтабе вpеìени тpебует зна÷итеëüных затpат на
вpеìя вы÷исëений. Pезуëüтаты иссëеäований ìоãут
pеøитü указаннуþ пpобëеìу. Испоëüзование соот-
ноøений (1)—(14) позвоëяет зна÷итеëüно сокpа-
титü указанное вpеìя вы÷исëений. Это связано с
теì, ÷то опpеäеëяется ëиøü пpинаäëежностü то÷ек
пpостpанства Lq pас÷итанныì заpанее обëастяì Λ.
Пpеäëаãаеìый способ pас÷ета pазpеøенных конфи-
ãуpаöий тpебует на нескоëüко поpяäков ìенüøеãо
вpеìени вы÷исëений. Пpи этоì сpавнение пpово-
äиëосü со способаìи, пpи котоpых необхоäиìо на
кажäой итеpаöии опpеäеëятü взаиìное пpесе÷ение
ìеханизìа ìанипуëятоpа и запpетных зон (заäан-
ных совокупностяìи тpехìеpных теë).

Отказ от испоëüзования анаëити÷еских зависи-
ìостей, испоëüзуеìых пpи опpеäеëении пеpесе÷е-
ния звенüев и запpетных зон в pас÷етной ìоäеëи,
ìожет позвоëитü высвобоäитü pесуpсы опеpаöион-
ной систеìы pеаëüноãо вpеìени, поä упpавëениеì
котоpой pаботает унивеpсаëüный пpоìыøëенный
pобот. Пpеäëаãаеìый ìетоä позвоëиë также упpо-
ститü ìатеìати÷еские ìоäеëи ìанипуëятоpа (ìа-
нипуëятоp pассìатpивается в ка÷естве отpезков
пpяìых) и запpетных зон, необхоäиìые äëя опpе-
äеëения их взаиìноãо pаспоëожения.

Pазpаботанное пpоãpаììное обеспе÷ение и поëу-
÷енные анаëити÷еские зависиìости ìоãут бытü ис-
поëüзованы как составная ÷астü интеëëектуаëüных
систеì упpавëения, котоpые позвоëяþт пëаниpоватü
тpаектоpии пеpеìещения ìанипуëятоpов в заpанее
известноì сëожно оpãанизованноì пpостpанстве
äëя обеспе÷ения автоноìноãо функöиониpования
pоботов.

Список литеpатуpы

1. Ющенко А. С. Интеëëектуаëüное пëаниpование в äеятеëü-
ности pоботов // Мехатpоника, автоìатизаöия, упpавëение.
2005. № 3. С. 5—18.

2. Макаpов И. М., Лохин В. М., Манько С. В., Pоманов М. П.,
Евстигнеев Д. В., Семенов А. В. Интеëëектуаëüные pобототех-
ни÷еские систеìы: пpинöипы постpоения и пpиìеpы pеаëиза-
öии. Ч. 1 // Мехатpоника, автоìатизаöия, упpавëение. 2004. № 11.
С. 14—23.

3. Зенкевич С. Л., Ющенко А. С. Упpавëение pоботаìи. Ос-
новы упpавëения ìанипуëяöионныìи pобототехни÷ескиìи сис-
теìаìи. М.: МВТУ, 2000. 400 с.

4. Isto P. A parallel motion planner for systems with many
degrees of freedom // Proc. of the 10th Intemat. Conf. on Advanced
Robotics (ICAR 2001), August 22—25, 2001, Hotel Mercure Buda,
Budapest, Hungary. P. 339—344.

5. Пpитыкин Ф. Н. Виpтуаëüное ìоäеëиpование äвижений
pоботов, иìеþщих pазëи÷нуþ стpуктуpу кинеìати÷еских öе-
пей. Оìск: Изä-во ОìГТУ, 2014. 172 с.

6. Lopatin P. K. Algorithm of a manipulator movement amidst
unknown obstacles // Proc. of the 10th International Conference on
Advanced Robotics (ICAR 2001). August 22—25. 2001. Hotel
Mercure Buda, Budapest, Hungary. P. 327—331.

7. Егоpов А. С., Лопатин П. К. Испоëüзование аëãоpитìа
поëиноìиаëüной аппpоксиìаöии в заäа÷е упpавëения ìанипу-
ëятоpоì в сpеäе с неизвестныìи пpепятствияìи // Мехатpони-
ка, автоìатизаöия, упpавëение. 2013. № 3. С. 24—29.

8. Пpитыкин Ф. Н., Осадчий А. Ю. Иссëеäование обëастей
пpостpанства конфиãуpаöий, заäаþщих совокупностü äостижи-
ìых то÷ек pабо÷ей зоны ìанипуëятоpа с у÷етоì поëожения за-
пpетных зон // Оìский нау÷ный вестник. 2014. № 3 (133).
С. 70—74.

9. Пpитыкин Ф. Н., Нефедов Д. И., Pингельман А. В. Иссëе-
äование обëастей, заäаþщих ìножества pазpеøенных конфи-
ãуpаöий пpи нахожäении ìеханизìа ìобиëüноãо ìанипуëятоpа
в бëизости от запpетных зон // Инженеpный вестник Дона. 2015.
№ 2. Ч. 2. URL: http://ivdon.ru/ru/magazine/archive/n2p2y2015/3007

10. Pвачев В. Л. Метоäы аëãебpы ëоãики в ìатеìати÷еской
физике. Киев: 1974. 256 с.

m3
Ω5 m4

Ω5

m3
Ω5 m33

Ω5 q2
3 m32

Ω5 q2
2 m31

Ω5 m30
Ω5

m4
Ω5 m43

Ω5 q2
3 m42

Ω5 q2
2 m41

Ω5 m40
Ω5

a3
Ω5 q2

3 a2
Ω5 q2

2 a1
Ω5 ao

Ω5

b3
Ω5 q2

3 b2
Ω5 q2

2 b1
Ω5 bo

Ω5

m33
Ω5 m32

Ω5 b2
Ω5 b1

Ω5 bo
Ω5

q3sinϕΩ5 q4cosϕΩ5 m33
Ω5q2

3 m32
Ω5q2

2 m31
Ω5q2 m30

Ω5
+ + +( )+ +( )

2

a3
Ω5q2

3 a2
Ω5q2

2 a1
Ω5q2 ao

Ω5
+ + +( )

2
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

q3cosϕΩ5 q4sinϕΩ5 m43
Ω5q2

3 m42
Ω5q2

2 m41
Ω5q2 m40

Ω5
+ + +( )+ +( )

2

b3
Ω5q2

3 b2
Ω5q2

2 b1
Ω5q2 bo

Ω5
+ + +( )

2
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 6, 2016 413

Study of the Surfaces Defining the Area Boundaries
of the Allowable Configurations of the Mobile 

Manipulator Mechanism with the Available Forbidden Zones 

F. N. Pritykin, pritykin@mail.ru, D. E. Nefedov, 3demon@bk.ru ,
Omsk State Technical University, Omsk, 644050, Russian Federation

Corresponding author: Nefedov Dmitry E., Postgraduate, Omsk State Technical University,
Omsk, 644050, Russian Federation, e-mail: 3demon@bk.ru

Received on December 25, 2015
Accepted on January 12, 2016

In this work the authors propose a method for analyzing information about the mechanism of the manipulator’s positions
and use of the restricted area in the field to set permissions in the configuration space of the generalized coordinates. Per-
missions’ configuration reflects a model of the environment and is used in a system, which autonomously generates a robot’s
movement in accordance with the job description. Features of the manipulator are associated with the execution of the tasks
in advance and on the eve of implementation of a virtually simulated movement. If the desired job is virtually modeled, it is
executed as a sequence of operations with the use of the force-torque control algorithm and sensitizing system. At the same time,
virtual modeling avoids unjustified and unnecessary movement of the manipulator in the presence of a motor redundancy. An
approximate method for setting the resolved configurations is used in the collection of the planes and surfaces of the second
order, limiting this area. The developed mathematical model of the area made feasible the configurations based on the use
of the sets of inequalities and the unit of R-functions. Analysis of the relative position of the manipulator’s motion paths and
the field configurations admitted in the space of the generalized coordinates, allows predicting deadlocks, in which an arm can
move. The results of the computational experiments and studies prove a reduction of the calculation time of the generalized
vector of velocity and the trajectory of the manipulator motion in the phase of analysis of the mechanism of virtual manipulator
interaction with the known environment. The analytical dependencies can be used in the intelligent control systems for the ro-
bots operating autonomously in the presence of the forbidden zones.

Keywords: virtual simulation of the robot motions, forbidden zones, robot motion synthesis
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