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Точное pешение пpиближенного уpавнения Боpца
и постpоение на его основе кватеpнионного алгоpитма

опpеделения оpиентации БИНС*

Введение

В пpоöессе функöиониpования ìноãих беспëат-
фоpìенных инеpöиаëüных навиãаöионных систеì
(БИНС) пеpиоäи÷ески вы÷исëяется вектоp оpиен-
таöии твеpäоãо теëа относитеëüно инеpöиаëüноãо
пpостpанства путеì пpибëиженноãо pеøения пpи-
бëиженноãо ëинейноãо äиффеpенöиаëüноãо уpавне-
ния Боpöа (в пpактике постpоения БИНС неëиней-
ныì ÷ëеноì в уpавнении Боpöа пpи ìаëых уãëах
повоpота пpенебpеãаþт). В уpавнении Боpöа вхоä-
ной веëи÷иной явëяется вектоp уãëовой скоpости
твеpäоãо теëа. Отìетиì, ÷то поëное неëинейное
уpавнение Боpöа относитеëüно вектоpа оpиентаöии
твеpäоãо теëа явëяется анаëоãоì кватеpнионноãо
ëинейноãо уpавнения; вектоp и кватеpнион оpиен-
таöии твеpäоãо теëа связаны ìежäу собой извест-
ныìи соотноøенияìи. Межäу теì, äëя некотоpоãо
новоãо вектоpа уãëовой скоpости, котоpый поëу÷а-
ется в заäа÷е опpеäеëения оpиентаöии твеpäоãо теëа
(БИНС) на основе исхоäноãо пpоизвоëüноãо век-
тоpа уãëовой скоpости пpи осуществëении взаиìно
оäнозна÷ных заìен пеpеìенных в уpавнениях äви-
жения твеpäоãо теëа, пpибëиженное уpавнение
Боpöа äопускает то÷ное анаëити÷еское pеøение.
В äанной pаботе на основе поëу÷енноãо то÷ноãо

pеøения пpибëиженноãо ëинейноãо уpавнения
Боpöа (спpавеäëивоãо пpи ìаëых уãëах повоpота
твеpäоãо теëа) pеøена с поìощüþ кваäpатуp заäа÷а
опpеäеëения кватеpниона оpиентаöии твеpäоãо теëа
пpи пpоизвоëüноì вектоpе уãëовой скоpости и ìаëоì

уãëе повоpота твеpäоãо теëа. Исхоäя из этоãо pеøе-
ния пpеäëожен поäхоä к постpоениþ новоãо аëãоpит-
ìа äëя вы÷исëения инеpöиаëüной оpиентаöии БИНС:

1) по заäанныì коìпонентаì вектоpа уãëовой
скоpости твеpäоãо теëа на основе взаиìно оäно-
зна÷ных заìен пеpеìенных в кажäый ìоìент вpе-
ìени вы÷исëяется новый вектоp уãëовой скоpости
твеpäоãо теëа;

2) с испоëüзованиеì новоãо вектоpа уãëовой
скоpости и на÷аëüноãо поëожения твеpäоãо теëа
нахоäится с поìощüþ кваäpатуp то÷ное pеøение
пpибëиженноãо ëинейноãо уpавнения Боpöа (век-
тоp оpиентаöии твеpäоãо теëа) с нуëевыì на÷аëü-
ныì усëовиеì;

3) по вектоpу оpиентаöии опpеäеëяется зна÷ение
кватеpниона оpиентаöии твеpäоãо теëа (БИНС).
Отìетиì, ÷то пpи постpоении аëãоpитìа оpиен-

таöии БИНС на кажäоì посëеäуþщеì øаãе заìена
пеpеìенных у÷итывает пpеäыäущий øаã аëãоpитìа
такиì обpазоì, ÷то на÷аëüное зна÷ение вектоpа оpи-
ентаöии твеpäоãо теëа кажäый pаз буäет нуëевыì.
Статüя пpоäоëжает иссëеäования, на÷атые в pа-

ботах [1, 2]. 

1. Постановка общей задачи 
опpеделения оpиентации твеpдого тела

Pассìотpиì заäа÷у Коøи äëя кватеpнионноãо
кинеìати÷ескоãо уpавнения [3, 4] с пpоизвоëüной
заäанной вектоp-функöией уãëовой скоpости w(t),
записаннуþ в сëеäуþщей фоpìе:

2 (t) = L(t) é w(t); (1.1)

L(t0) = L0. (1.2)

На основе полученного точного pешения пpиближенного линейного уpавнения Боpца (спpаведливого пpи малых углах пово-
pота твеpдого тела) pешена с помощью квадpатуp задача опpеделения кватеpниона оpиентации твеpдого тела пpи пpоиз-
вольном вектоpе угловой скоpости и малом угле повоpота твеpдого тела. Исходя из этого pешения пpедложен подход к по-
стpоению нового алгоpитма для вычисления оpиентации БИНС.
Ключевые слова: оpиентация, угловая скоpость, твеpдое тело, бесплатфоpменная инеpциальная навигационная система (БИНС)

НАВИГАЦИЯ И УПРАВЛЕНИЕ
ПОДВИЖНЫМИ ОБЪЕКТАМИ

 * Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке PФФИ
(пpоект № 12-01-00165).

L·



336 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 5, 2016

Зäесü L(t) = λ0(t) + λ1(t)i1 + λ2(t)i2 + λ3(t)i3 —
кватеpнион, описываþщий поëожение твеpäоãо теëа
в инеpöиаëüноì пpостpанстве; w(t) = ω1(t)i1 +
+ ω2(t)i2 + ω3(t)i3 — вектоp уãëовой скоpости твеpäо-
ãо теëа, заäанный своиìи пpоекöияìи на оси систе-
ìы кооpäинат, связанной с твеpäыì теëоì; i1, i2, i3 —
оpты ãипеpкоìпëексноãо пpостpанства (ìниìые еäи-
ниöы Гаìиëüтона), котоpые ìожно иäентифиöиpо-
ватü с оpтаìи тpехìеpноãо вектоpноãо пpостpанства
i1, i2, i3; сиìвоë "é" озна÷ает кватеpнионное пpоизве-
äение; L0 — на÷аëüное зна÷ение кватеpниона L(t)
пpи t = t0, t ∈ [t0, ¥) (äëя пpостоты поëожиì t0 = 0).
Тpебуется опpеäеëитü кватеpнион L(t).
Кватеpнионной записи заäа÷и эквиваëентна за-

писü в ìатpи÷ной фоpìе с испоëüзованиеì, на-
пpиìеp, кватеpнионных ìатpиö n-типа [5]:

n(L)= ; n(ω)= ; (1.3)

2n(L) = n(w(t))n(L); (1.4)

n(L(t0)) = n(L0). (1.5)

Заäа÷а (1.1), (1.2) ((1.4), (1.5)) и естü заäа÷а Даpбу
об опpеäеëении оpиентаöии твеpäоãо теëа по еãо
известной уãëовой скоpости и на÷аëüноìу поëоже-
ниþ в кватеpнионной постановке.
Известно нескоëüко поäхоäов к pеøениþ äанной

заäа÷и: свеäение с поìощüþ заìен пеpеìенных ис-
хоäных уpавнений к неëинейноìу äиффеpенöи-
аëüноìу уpавнениþ пеpвоãо поpяäка типа Pиккати
(поäхоä Даpбу [3]) иëи к ëинейноìу äиффеpенöи-
аëüноìу уpавнениþ втоpоãо поpяäка [6] с пеpеìен-
ныìи коэффиöиентаìи относитеëüно коìпëексной
неизвестной; отожäествëение заäа÷и Даpбу с заäа÷ей
опpеäеëения вектоp-функöии по известныì ìоäу-
ëяì ее пpоизвоäных [7], коãäа заäа÷а Даpбу сво-
äится к pеøениþ ëинейноãо äиффеpенöиаëüноãо
уpавнения тpетüеãо поpяäка с пеpеìенныìи коэф-
фиöиентаìи относитеëüно äействитеëüной неиз-
вестной. Пpи этоì анаëити÷еское pеøение заäа÷и
Даpбу в заìкнутой фоpìе äëя пpоизвоëüноãо век-
тоpа уãëовой скоpости твеpäоãо теëа пpи всех поä-
хоäах не найäено. Найäено ëиøü нескоëüко ÷аст-
ных сëу÷аев, äопускаþщих постpоение то÷ноãо pе-
øения этой заäа÷и [4, 8—13].
Вìесте с теì, как показано в pаботе [14], систеìа

ëинейных äиффеpенöиаëüных уpавнений пеpвоãо
поpяäка с кососиììетpи÷еской ìатpиöей коэффи-
öиентов явëяется пpивоäиìой по Ляпунову, т. е.
существует заìена пеpеìенных (пpеобpазование
Ляпунова), пpивоäящая äаннуþ систеìу к систеìе
с постоянныìи коэффиöиентаìи. Систеìа уpавне-
ний (1.4) заäа÷и Даpбу иìеет кососиììетpи÷ескуþ
ìатpиöу коэффиöиентов, и, такиì обpазоì, заäа÷а
Даpбу явëяется пpивоäиìой по Ляпунову. Сëеäова-
теëüно, поиск pеøения заäа÷и Даpбу в заìкнутой
фоpìе äëя общеãо сëу÷ая заäанной уãëовой скоpости

твеpäоãо теëа не явëяется безнаäежныì. Также из-за
отсутствия на настоящий ìоìент то÷ноãо pеøения
заäа÷и Даpбу пpоäоëжает бытü актуаëüныì постpое-
ние новых высокоэффективных аëãоpитìов функ-
öиониpования БИНС, pеаëизуþщих интеãpиpование
на боpтовоì вы÷исëитеëе в pеаëüноì ìасøтабе вpе-
ìени äиффеpенöиаëüных уpавнений оpиентаöии по
инфоpìаöии ÷увствитеëüных эëеìентов БИНС.
С испоëüзованиеì поäхоäов, связанных с поис-

коì pеøения заäа÷и Даpбу в заìкнутой фоpìе [1],
в äанной статüе пpеäëаãается новый аëãоpитì оп-
pеäеëения оpиентаöии твеpäоãо теëа (БИНС).

2. Задача оpиентации пpименительно к БИНС

В пpоöессе функöиониpования ìноãих БИНС
пеpиоäи÷ески вы÷исëяется вектоp j оpиентаöии
теëа относитеëüно инеpöиаëüноãо пpостpанства на
вpеìенноì отpезке tm – 1 m t m tm путеì ÷исëенноãо
(пpибëиженноãо) pеøения то÷ноãо äиффеpенöи-
аëüноãо уpавнения Боpöа [15]

=w + j Ѕ w + j Ѕ (j Ѕ w),(2.1)

ãäе "Ѕ" озна÷ает вектоpное пpоизвеäение. В уpав-
нении (2.1) вхоäной веëи÷иной явëяется вектоp уã-
ëовой скоpости w. Отìетиì, ÷то неëинейное уpав-
нение Боpöа (2.1) äëя вектоpа оpиентаöии твеpäоãо
теëа j явëяется анаëоãоì кватеpнионноãо ëиней-
ноãо уpавнения (1.1); вектоp j и кватеpнион L свя-
заны соотноøенияìи 

j = ϕe, e = e1i1 + e2i2 + e3i3,

|e| = (  +  + )1/2 = 1,

λ1 = sin(ϕ/2)e1, λ2 = sin(ϕ/2)e2,
λ3 = sin(ϕ/2)е3, λ0 = cos(ϕ/2), (2.2)

ãäе ϕ явëяется уãëоì оpиентаöии твеpäоãо теëа, а е —
эйëеpовой осüþ вpащения. В пpактике постpоения
БИНС тpетüиì ÷ëеноì в уpавнении (2.1) пpи ìаëых
уãëах ϕ пpенебpеãаþт [15] (неëинейный ÷ëен уpавне-
ния (2.1) явëяется веëи÷иной поpяäка ϕ2). Есëи по-
ëу÷енное упpощенное äиффеpенöиаëüное уpавнение

 = w + j Ѕ w (2.3)

pеøатü итеpаöионныì ìетоäоì Пикаpа, то втоpая
итеpаöия этоãо ìетоäа пpиниìается [15] в пpактике
БИНС за окон÷атеëüнуþ:

jm = (w(t)dt + a(t) Ѕ w(t))dt = am + bm, (2.4)

ãäе

a(t) = w(τ)dτ, am = a(tm),

b(t) = a(τ) Ѕ w(τ)dτ, bm = b(tm).

λ0 λ1– λ2– λ3–

λ1 λ0 λ3 λ2–

λ2 λ3– λ0 λ1

λ3 λ2 λ1– λ0
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ω1 0 ω3 ω2–
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ω3 ω2 ω1– 0 j· 1
2
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ϕ
-- 1 ϕsinϕ

2 1 cosϕ–( )
----------------------–⎝ ⎠
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2
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Вектоp b в уравнении (2.4) называþт вектоpоì
некоììутативноãо повоpота, иëи "конинãоì". Пpи
опpеäеëенных äвижениях твеpäоãо теëа это сëаãае-
ìое вносит существенный вкëаä в поãpеøностü ìе-
тоäа. Иссëеäование некоììутативных повоpотов
(иëи "конинãа") как виäа ìехани÷ескоãо äвижения
теë, pазäеëение ÷исëенных аëãоpитìов опpеäеëе-
ния оpиентаöии твеpäоãо теëа (БИНС) на быстpый
и ìеäëенный öикëы с÷ета [15] напpавëены на коì-
пенсаöиþ вpеäноãо вëияния этоãо явëения.
Межäу теì, äëя некотоpоãо вектоpа уãëовой ско-

pости w(t), котоpый поëу÷ается в заäа÷е опpеäеëения
оpиентаöии твеpäоãо теëа (БИНС) с пpоизвоëüныì
вектоpоì w(t) пpи осуществëении взаиìно оäно-
зна÷ных заìен пеpеìенных в уpавнении (1.1), пpи-
бëиженное уpавнение Боpöа (2.3) äопускает то÷ное
анаëити÷еское pеøение. Испоëüзуя это pеøение,
ìожно поëу÷итü новый анаëити÷еский аëãоpитì
опpеäеëения оpиентаöии твеpäоãо теëа (БИНС).
Покажеì это.

3. Пpиведение задачи Даpбу
к удобной для изучения фоpме 

Осуществиì в заäа÷е (1.1), (1.2) pяä заìен пе-
pеìенных, упpощаþщих заäа÷у. Заìена зависиìой
пеpеìенной в уpавнении типа (1.1) буäет иìетü
сëеäуþщий виä:

L = U é V; (3.1)

2U
.
 = U é B; (3.2)

B = V é w(t) é V–1 – 2V
.
 é V–1, (3.3)

ãäе U = U(t) — новая искоìая кватеpнионная пе-
pеìенная; V = V(t) — заäаваеìый опеpатоp (ква-
теpнион) пеpехоäа к новоìу уpавнениþ виäа (3.2);
B = B(t) — кватеpнионный коэффиöиент уpавне-
ния (2.2), иìеþщий сìысë уãëовой скоpости неко-
тоpой новой систеìы кооpäинат.
Дëя боëüøей наãëяäности пpовоäиìых ниже за-

ìен пеpеìенных типа (3.1), (3.2) оpтоãонаëüное
пpеобpазование V é w(t) é V–1, вхоäящее в соотно-
øение (3.3), пpивеäеì в кооpäинатной фоpìе:

r = V é w(t) é V–1 = r1i1 + r2i2 + r3i3;

r1 = (ω1(  +  –  – ) + 2ω2(v1v2 – v0v3) +

+ 2ω3(v1v3 + v0v2))/||V ||;

r2 = (2ω1(v1v2 + v0v3) + ω2(  +  –  – ) +

+ 2ω3(v2v3 – v0v1))/||V ||;

r3 = (2ω1(v1v3 – v0v2) + 2ω2(v2v3 + v0v1) +

+ ω3(  +  –  – ))/||V ||;

||V || =  +  +  + .

Pассìотpиì заìену зависиìой пеpеìенной

L = U1 é V, (3.4)

V(t) = exp  é exp , (3.5)

v(t) = sin ω2 + cos ω3, (3.6)

ãäе "ехp(.)" обозна÷ает кватеpнионнуþ экспоненту [4] 

exp(Z) = exp(z0)(cos(|zv|) + sin(|zv|)zv/|zv|),

z0, zv = z1i1 + z2i2 + z3i3 — скаëяpная и вектоpная ÷асти
кватеpниона Z соответственно, вектоpная ÷астü ква-
теpниона Z(t) пpи этоì äоëжна иìетü постоянное на-
пpавëение.
В pезуëüтате заäа÷а Даpбу (1.1), (1.2) пеpейäет в

заäа÷у

2  = U1 é v(t), (3.7)

v(t) = μ(t) , (3.8)

μ(t) = cos ω2 – sin ω3, (3.9)

U1(0) = L0, (3.10)

ãäе ν(t) опpеäеëяется фоpìуëой (3.6). Вектоpный
коэффиöиент в уpавнении (3.7) по-пpежнеìу иìе-
ет сìысë вектоpа уãëовой скоpости некотоpой сис-
теìы кооpäинат, но в отëи÷ие от пpоизвоëüноãо пе-
pеìенноãо вектоpа w(t) в уpавнении (1.1), в (3.7)
вектоp уãëовой скоpости v (3.8), оставаясü в общеì
сëу÷ае пеpеìенныì по ìоäуëþ, совеpøает впоëне
опpеäеëенное äвижение — вpащается в пëоскости
(i1, i2) вокpуã оси i3 (äанное äвижение явëяется ÷а-
стныì сëу÷аеì кони÷еской пpеöессии).
Отìетиì оäин факт, возникаþщий в связи с

изу÷ениеì пpобëеìы интеãpиpуеìости кватеpни-
онноãо кинеìати÷ескоãо уpавнения вpащения в
фоpìе (3.7).
Осуществиì в (3.7)—(3.10) еще оäну заìену за-

висиìой пеpеìенной типа (3.1)—(3.3):

U1 = U é . (3.11)

Тоãäа пpобëеìа Даpбу (1.1), (1.2) пpиìет виä 

2  = U é w(t); (3.12)

w(t) = 

=μ(t) – 2i3ν(t);(3.13)

U(0) = L0 é (–i2). (3.14)

Нахожäение то÷ноãо pеøения уpавнения (3.12)
по-пpежнеìу остается тpуäной заäа÷ей, оäнако pе-
øение кватеpнионноãо уpавнения

2  = Y é w(t)/2 (3.15)
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с на÷аëüныì усëовиеì
Y(0) = L0 é (–i2), (3.16)

отëи÷аþщеãося от уpавнения (3.12) тоëüко ìножи-
теëеì "1/2" в пpавой ÷асти, ëеãко нахоäится:

Y = Y(0) é F(t),

F(t) = exp  é exp , (3.17)

ãäе функöии ν, μ опpеäеëяþтся соотноøенияìи
(3.6), (3.9).
Сëеäует отìетитü, ÷то заäа÷и (3.12)—(3.14); (3.15),

(3.16) ìожно обобщитü, ввеäя в них соответствуþ-
щиì обpазоì пpоизвоëüный постоянный кватеp-
нион K.
Поäвоäя итоã, запиøеì всþ заìену зависиìой

пеpеìенной L(t) в заäа÷е Коøи (1.1), (1.2):
L(t) = U(t) é K é V(t), ||K|| = ||V || = 1; (3.18)

V(t) =  é

é exp  é exp ; (3.19)

2  = U é K é w(t) é ; (3.20)

U(0) = L0 é (–i2) é . (3.21)

Pазpеøиìая заäа÷а (3.15), (3.16) пpиìет виä

4  = Y é K é w(t) é ; (3.22)

Y(0) = L0 é (–i2) é . (3.23)

Выбеpеì кватеpнион K в виäе K = L0 é (–i2),
÷тобы на÷аëüные усëовия (3.21), (3.23) стаëи еäи-
ни÷ныìи: U(0) = Y(0) = 1. Pеøение заäа÷и Коøи
(3.22), (3.23) запиøется сëеäуþщиì обpазоì:

Y = L0 é (–i2) é F(t) é i2 é , (3.24)

ãäе кватеpнион F(t) опpеäеëяется выpажениеì (3.17).
Отìетиì, ÷то этот пpиеì с кватеpнионоì K важен

пpи постpоении аëãоpитìа оpиентаöии БИНС. Тоãäа
на кажäоì посëеäуþщеì øаãе аëãоpитìа m кватеp-
нион K сëеäует выбиpатü в виäе Km = Lm – 1 é (–i2).

4. Точное pешение пpиближенного уpавнения Боpца

На основе выpажений типа (2.2) поставиì в соот-
ветствие кватеpнионной заäа÷е (3.20), (3.21) заäа÷у
с вектоpныì пpибëиженныì ëинейныì äиффе-
pенöиаëüныì уpавнениеì Боpöа

 = w + j Ѕ (L0 é (–i2) é w(t) é i2 é ); (4.1)

j(0) = 0. (4.2)
Отìетиì, ÷то оäноpоäная ÷астü вектоpноãо ëи-

нейноãо äиффеpенöиаëüноãо уpавнения (4.1) эк-
виваëентна систеìе (3.22), записанной в фоpìе
вектоpноãо уpавнения Пуассона [4]. Сëеäуя ìетоäу

Лаãpанжа pеøения ëинейных неоäноpоäных äиф-
феpенöиаëüных систеì уpавнений, на основании
соотноøения (3.24) pеøение пpибëиженноãо уpав-
нения Боpöа (4.1) пpи ìаëоì уãëе повоpота твеp-
äоãо теëа буäет иìетü виä

j = L0 é (–i2) é (t) é

é F(τ) é w é (τ)dτ é F(t) é i2 é , (4.3)

ãäе кватеpнион F(t) опpеäеëяется выpажениеì (3.17),
а L0 заäает на÷аëüное поëожение твеpäоãо теëа.

Алгоpитм опpеделения
оpиентации твеpдого тела (БИНС)

1. По заäанныì коìпонентаì вектоpа w и фоp-
ìуëаì в кажäый ìоìент вpеìени t вы÷исëяþтся
функöии ν(t), μ(t):

ν(t) = sin ω2 + cos ω3;

μ(t) = cos ω2 – sin ω3.

2. По вы÷исëенныì ν(t), μ(t) опpеäеëяется век-
тоp w(t):

w(t) =

= μ(t)  – 2i3ν(t).

3. С испоëüзованиеì вектоpа w(t) и на÷аëüноãо по-
ëожения твеpäоãо теëа L0 вы÷исëяется пpибëижен-
ное зна÷ение вектоpа оpиентаöии твеpäоãо теëа j:

F(t) = exp  é exp ;

j = K é (t) é F(τ) é w é (τ)dτ é F(t) é ,

K = L0 é (–i2).

4. По вектоpу оpиентаöии j опpеäеëяþтся коì-
поненты кватеpниона U:

u0 = cos(ϕ/2), u1 = cos(ϕ/2),

u2 = sin(ϕ/2)e2, u3 = sin(ϕ/2)e3,
ϕ = |j|, е = j/ϕ, ϕ(t) ≠ 0, ∀t.

5. Нахоäится пpибëиженное зна÷ение кватеp-
ниона оpиентаöии твеpäоãо теëа (БИНС) Lпpибë:

Lпpибë = U é K é  é

é exp  é exp .
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Теì саìыì заäа÷а опpеäеëения оpиентаöии твеp-
äоãо теëа (БИНС) (1.1), (1.2) пpи ìаëых уãëах по-
воpота поëностüþ pеøена с поìощüþ кваäpатуp.
Пpи pеаëизаöии аëãоpитìа оpиентаöии БИНС

на кажäоì посëеäуþщеì øаãе аëãоpитìа m кватеp-
нион K сëеäует выбиpатü в виäе Km = Lm – 1 é (–i2).
Тоãäа на÷аëüное зна÷ение по пеpеìенной j кажäый
pаз буäет нуëевыì.

Заключение

Сëеäует отìетитü, ÷то в теоpии и пpактике БИНС
также испоëüзуется вектоpное уpавнение типа
Pиккати [5]

 = a + 2x Ѕ a – x é a é x, a = w, (5.1)

ãäе ìежäу вектоpоì х и кватеpнионоì оpиентаöии L
в (5.1) существует взаиìно оäнозна÷ное соответст-
вие. Дëя ëинейной ÷асти (5.1)

 = a + 2x Ѕ a 

возìожны такие же pассужäения, как и пpивеäенные
в настоящей статüе относитеëüно уpавнения Боpöа.
Анаëоãи÷ные pассужäения ìожно постpоитü и

äëя äиффеpенöиаëüноãо уpавнения относитеëüно
вектоpа коне÷ноãо повоpота твеpäоãо теëа.
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During operation of many strapdown inertial navigation systems (SINS) the orientation vector of a rigid body is periodically
calculated by the method of approximate solution of the Bortz approximate linear differential equation (in the practice of con-
struction of SINS for small angles of rotation the nonlinear term in the Bortz equation is neglected). Note, that the full non-
linear Bortz equation for the vector orientation of the rigid body is an analog of the quaternion linear equation; the vector and
the quaternion of the rigid body orientation are linked by known relations. In the article on the basis of the obtained exact
solution of the Bortz approximate linear equation (valid for small angles of rotation of a rigid body) due to the quadratures
the task is solved for determination of the quaternion orientation of a rigid body with an arbitrary angular velocity and small
angle of rotation of the rigid body. Proceeding from this solution, the following approach to the construction of a new algorithm
for computation of SINS orientation is proposed: 1) By the set components of the angular velocity of a rigid body on the basis
of mutually — unambiguous changes of the variables at each time point, a new angular velocity of a rigid body is calculated;
2) Using the new angular velocity and the initial position of a rigid body, with the help of the quadratures we find the exact
solution of the Bortz approximate linear equation (vector of orientation) with a zero initial condition; 3) The value of the
quaternion orientation of a rigid body (SINS) is determined by the vector of orientation. During construction of the orientation
algorithm of SINS at each subsequent step the change of the variables takes into account the previous step of the algorithm
in such a way that each time the initial value of the vector orientation of a rigid body will be equal to zero.
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Исследование хаpактеpистик кольцевого 
волнового оптоэлектpонного пpеобpазователя угловой скоpости1

Введение

Опpеäеëение уãëовой скоpости осуществëяется
тpаäиöионно с поìощüþ ìехани÷еских пpеобpазова-
теëей — ãиpоскопов, испоëüзуþщих быстpо вpащаþ-
щееся теëо с нескоëüкиìи степеняìи свобоäы [1].
Известно, ÷то они иìеþт pяä неäостатков — зна-
÷итеëüнуþ ìассу и боëüøое энеpãопотpебëение.
Совpеìенные ìаëоãабаpитные ìикpоэëектpо-

ìехани÷еские пpеобpазоватеëи уãëовой скоpости
÷асто испоëüзуþт коëüöевой воëновой pезонатоp и
еìкостной способ съеìа инфоpìаöии [2]. В таких
пpеобpазоватеëях äëя съеìа инфоpìаöии к поä-
вижной ÷асти пpеобpазоватеëя пpикpепëена об-
кëаäка конäенсатоpа, а втоpая обкëаäка закpепëе-
на непоäвижно. Пpи наëи÷ии уãëовой скоpости
поäвижная ÷астü пpеобpазоватеëя сìещается отно-

ситеëüно обкëаäки на непоäвижной ÷асти. Функ-
öия пpеобpазования пpи такоì способе съеìа ин-
фоpìаöии иìеет существеннуþ неëинейностü.
Дëя поëу÷ения квазиëинейной функöии пpеобpа-

зования пpи изìеpении уãëовой скоpости пpеäëаãа-
ется испоëüзоватü пpеобpазоватеëи внеøних возäей-
ствий на основе упpавëяеìоãо опти÷ескоãо туннеëü-
ноãо эффекта (ОТЭ) с пеpеìенныì зазоpоì ìежäу
базовой повеpхностüþ и коëüöевыì pезонатоpоì.

Функциональная схема кольцевого 
оптоэлектpонного пpеобpазователя угловой скоpости

Коëüöевой pезонатоp явëяется оäниì из основ-
ных узëов ìикpоэëектpоìехани÷еских пpеобpазо-
ватеëей äëя изìеpения уãëовой скоpости относи-
теëüно поëяpной оси. Пpи еãо вpащении на неãо
äействуþт сиëы Коpиоëиса, котоpые явëяþтся
пpи÷иной возникновения pаäиаëüноãо äвижения
по пеpиìетpу коëüöа. Пpи äефоpìаöии коëüöевоãо
pезонатоpа ìожно выäеëитü äва pежиìа [3].

Pассмотpены вопpосы постpоения кольцевого волнового пpеобpазователя угловой скоpости на основе оптического тунне-
лиpования. Исследовано влияние паpаметpов кольцевого pезонатоpа и оптоэлектpонного модулятоpа на pадиальное движение,
зазоp и отpажательную способность. Пpедложена математическая модель оптоэлектpонного пpеобpазователя на основе оп-
тического туннелиpования, обеспечивающая квазилинейную функцию пpеобpазования.
Ключевые слова: кольцевой волновой pезонатоp, оптоэлектpонный пpеобpазователь, угловая скоpость, оптическое тун-

нелиpование, пьезоактюатоp, функция пpеобpазования, зазоp, pадиальное движение

 1 Статüя поäãотовëена пpи финансовой поääеpжке PФФИ
(ãpант № 16-08-00447).


