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Pобастность pедуциpованных динамических систем автоматизации

Введение

Как известно, äинаìи÷еские систеìы автоìати-
заöии и упpавëения высоких поpяäков, как пpавиëо,
иìеþт pеãуëятоpы повыøенной сëожности. Эти
систеìы хаpактеpизуþтся боëее высокой ÷увстви-
теëüностüþ к изìененияì стpуктуpы и паpаìетpов,
т. е. пониженной pобастностüþ [1—4]. В öеëях поëу-
÷ения ìенее сëожных систеì автоìатизаöии и по-
выøения их pобастной устой÷ивости ÷асто осуще-
ствëяþт такие изìенения ìоäеëей техноëоãи÷еских
пpоöессов, пpи котоpых пpоисхоäит уìенüøение
(pеäукöия) ÷исëа äиффеpенöиаëüных уpавнений,
испоëüзуеìых пpи описании pассìатpиваеìых пpо-
öессов [1, 4—8]. Пpи этоì уìенüøаþтся степени
хаpактеpисти÷еских уpавнений, т. е. поpяäки ìате-
ìати÷еских ìоäеëей. Это позвоëяет упpоститü уст-
pойства упpавëения систеì автоìатизаöии, а также
уìенüøитü сëожностü как pеøения заäа÷ синтеза и
анаëиза, так и пpакти÷еской pеаëизаöии pеäуöиpо-
ванных систеì.
К настоящеìу вpеìени pазpаботано ìноãо ìето-

äов pеäукöии ìоäеëей ëинейных систеì автоìати-
заöии, в основе котоpых ëежит искëþ÷ение "сëабо
вëияþщих связей", "ìаëых постоянных вpеìени",
"быстpо затухаþщих ìоä", а также баëансиpовка
ìоäеëей упpавëяеìых систеì, синтез непоëных
систеì и äp. [1, 6—12]. Оäниì из наибоëее pанних
явëяется ìетоä обнуëения ìаëых постоянных вpе-
ìени (МПВ) [5—8], котоpый пpиìеняется, коãäа
знаìенатеëи пеpеäато÷ных функöий äинаìи÷еских
систеì иìеþт ìножитеëи типа (Тp + 1), с ìаëыìи
зна÷енияìи постоянных вpеìени Т. Эти ìножитеëи
соответствуþт быстpо затухаþщиì составëяþщиì
пеpеìенных состояния и пpакти÷ески не вëияþт на
ка÷ество систеì автоìатизаöии. Пpи обнуëении
МПВ пpоисхоäит понижение степени знаìенате-
ëей пеpеäато÷ных функöий, т. е. pеäукöия ìоäеëи
систеìы. Дëя кpаткости в äаëüнейøеì äанный ìе-
тоä pеäукöии буäеì называтü вpеменной pедукцией.

Pазвитие ìетоäов иссëеäования äинаìи÷еских
систеì в пеpеìенных состояния пpивеëо к pазpа-

ботке пpоöеäуpы баëансиpовки ìоäеëей ëинейных
систеì, основанной на такоì пpеобpазовании пе-
pеìенных систеìы, котоpое äиаãонаëизиpует ее
ãpаìианы упpавëяеìости и набëþäаеìости [9—12].
Эта пpоöеäуpа позвоëяет осуществитü "баëанснуþ
pеäукöиþ" ìоäеëи äинаìи÷еской систеìы в пеpе-
ìенных состояния путеì отсе÷ения ÷асти пеpеìен-
ных, äоставëяþщих ìенüøие вкëаäы в äинаìику
систеìы. Пpи этоì понижение поpяäка ìоäеëи
осуществëяется с ìиниìизаöией ноpìы pазности
пеpехоäных ìатpиö исхоäной и pеäуöиpованной
äинаìи÷еских ìоäеëей [11, 12].
В pаботе [1] пpеäëожен новый ìетоä модальной

pедукции, котоpый закëþ÷ается в спектpаëüной äе-
коìпозиöии ìоäеëей äинаìи÷еских систеì в пеpе-
ìенных состояния на "быстpуþ" и "äоìиниpуþщуþ"
поäсистеìы и в посëеäуþщей заìене äинаìики
быстpой поäсистеìы ее установивøиìся pежиìоì.
Пpи этоì пpеäпоëаãается, ÷то быстpая поäсистеìа
вкëþ÷ает быстpо затухаþщие ìоäы исхоäной ìо-
äеëи, а äоìиниpуþщая поäсистеìа — все остаëüные
ее ìоäы. Оäнако есëи äва пpеäыäущих ìетоäа пpи
оäной и той же степени pеäукöии пpивоäят к еäин-
ственной pеäуöиpованной ìоäеëи, то ìетоä ìо-
äаëüной pеäукöии, как пpавиëо, пpивоäит к pаз-
ëи÷ныì ìоäеëяì.
Это связано с особенностüþ описания äинаìи-

÷еских систеì в пеpеìенных состояния. Деëо в тоì,
÷то оäной и той же äинаìи÷еской систеìе ìожно
поставитü в соответствие ìножество систеì äиф-
феpенöиаëüных уpавнений (ìоäеëей) в пеpеìен-
ных состояния äаже оäноãо и тоãо же поpяäка. Эти
ìоäеëи pавнозна÷ны с то÷ки зpения соотноøений
"вхоä—выхоä", но иìеþт pазëи÷ные пеpеìенные
состояния, обусëовëенные pазëи÷ныìи ìатpиöа-
ìи пpеобpазования, посpеäствоì котоpых осуще-
ствëяется спектpаëüная äекоìпозиöия исхоäной
ìоäеëи. Поэтоìу оäной и той же исхоäной ìоäеëи
в пеpеìенных состояния соответствует ìножество
"ìоäаëüно pеäуöиpованных" ìоäеëей, иìеþщих pаз-
ëи÷ные пеpеìенные состояния как быстpой, так и
äоìиниpуþщей поäсистеì. Pеäукöия всех этих äе-
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коìпозиpованных ìоäеëей осуществëяется, есте-
ственно, путеì искëþ÷ения ìоä, соответствуþщих
оäниì и теì же коpняì хаpактеpисти÷ескоãо уpав-
нения исхоäной ìоäеëи систеìы, поскоëüку пpи
ëинейных пpеобpазованиях коpни не ìеняþтся.
На основе изëоженноãо нетpуäно закëþ÷итü, ÷то

и вpеìенная, и баëансная, и ìоäаëüная pеäукöии
факти÷ески пpивоäят к искëþ÷ениþ äинаìики
быстpой поäсистеìы pассìатpиваеìоãо пpоöесса
из пpоöеäуpы синтеза систеìы автоìатизаöии иëи
упpавëения. Оäнако в äействитеëüности вëияние
искëþ÷енной äинаìики на устой÷ивостü и äpуãие
свойства синтезиpованной pеäуöиpованной систе-
ìы, естественно, сохpаняется. В связи с этиì пpеä-
ставëяет интеpес сpавнение pазëи÷ных ìетоäов pе-
äукöии по теì свойстваì, котоpые иìеþт систеìы
автоìатизаöии и упpавëения, синтезиpованные на
основе pазëи÷ных pеäуöиpованных ìоäеëей.
В äанной pаботе на ÷исëенных пpиìеpах изу÷а-

ется вëияние указанных выøе ìетоäов pеäукöии
на pобастнуþ устой÷ивостü заìкнутых систеì. Пpи
этоì pассìатpиваþтся pеäуöиpованные систеìы ав-
тоìатизаöии, поëу÷енные ìетоäоì анаëити÷еско-
ãо синтеза систеì с упpавëениеì по выхоäу и воз-
äействияì (АСС с УВВ) [13, 14].

1. Постановка задачи

Pассìотpиì исхоäнуþ ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü
упpавëяеìоãо äинаìи÷ескоãо объекта тpетüеãо по-
pяäка, котоpая описывается в пеpеìенных состоя-
ния уpавнениеì виäа

 = Ax + bu, y = cтx, (1)

ãäе, напpиìеp,

A = ,

b = , c = . (2)

Пpи этоì пеpеäато÷ная функöия систеìы (1),
(2) иìеет виä

Wyu(s) =

=  = . (3)

Даëее на основе указанных выøе ìетоäов pе-
äукöии нахоäится pяä pеäуöиpованных ìоäеëей
упpавëяеìой систеìы (1), (2), и äëя кажäой из них
синтезиpуется ìетоäоì АСС с УВВ заìкнутая сис-
теìа. Пpи иссëеäовании pобастной устой÷ивости
синтезиpованных систеì пpиниìается, ÷то пеpеäа-
то÷ные функöии (ПФ) pеäуöиpованных ìоäеëей
иìеþт виä Wred(s) = Bred(s)/Ared(s), и ввоäятся интеp-
ваëы коэффиöиентов βi и αi поëиноìов Bred(s) и

Ared(s). С этой öеëüþ поëаãается βi = (1 ± ) ,

αi = (1 ± ) , ãäе ,  — pас÷етные зна÷ения

коэффиöиентов указанных поëиноìов, а ,  —

ìаксиìаëüные относитеëüные откëонения, обусëов-
ëенные поãpеøностяìи опpеäеëения коэффиöи-
ентов в выpажениях (2). Оöенка pобастной устой-
÷ивости pеäуöиpованных заìкнутых систеì пpово-
äится по кpитеpиþ В. Л. Хаpитонова с у÷етоì
отсе÷енной пpи синтезе äинаìики, а вëияние ìето-
äов pеäукöии — путеì постpоения ãpаниö pобаст-
ной устой÷ивости этих систеì.

2. Pедукция и синтез систем

Вpеменная pедукция. В сëу÷ае äинаìи÷еской
систеìы (1), (2) ее ПФ (3) пpеäставиì в виäе

Wyu(s) = ,

ãäе T = 1/10 ìожно с÷итатü ìаëой постоянной вpе-
ìени. Поэтоìу, выпоëняя вpеìеннуþ pеäукöиþ, т. е.
поëаãая в посëеäнеì выpажении Т = 0, поëу÷иì
ПФ pеäуöиpованной ìоäеëи в виäе

WBP(s) =  = . (4)

Дëя сpавнения на pис. 1 пpивеäены ãpафики пе-
pехоäных функöий, пpи÷еì кpивая 1 соответствует
исхоäной ìоäеëи, а кpивая 2 — pеäуöиpованной ìо-
äеëи (4). Так как исхоäная ìоäеëü неустой÷ива, то
пpивоäятся ëиøü на÷аëüные у÷астки пеpехоäных
функöий. Как виäно, кpивые 1 и 2 нескоëüко отëи-
÷аþтся.
Пеpехоäя к синтезу pеäуöиpованной систеìы,

отìетиì, ÷то в соответствии с ìетоäоì анаëити÷е-
скоãо синтеза систеì с упpавëениеì по выхоäу и
возäействияì [13, 14] искоìое устpойство упpавëе-
ния описывается уpавнениеì

R(s)u(s) = Q(s)g(s) – L(s)y(s), (5)

x·

0,6358– 0,7254 0,5709
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16,0835– 15,7079– 18,4173–
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0,2205

5,6
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----------------------------------- 7,5s2 81s 188+ +
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---------------------------------------

Δβi
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°
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° βi
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°

Δαi
~ Δβi

~
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----------------------------------------
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Pис. 1. Пеpеходные функции исходной и pедуциpованных моделей
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ãäе R(s), Q(s), L(s) — некотоpые поëиноìы; u(s),
g(s), y(s) — изобpажения по Лапëасу упpавëения,
заäаþщеãо возäействия, и выхоäной пеpеìенной
синтезиpуеìой систеìы. Виä и степени поëиноìов
R(s), Q(s), L(s) опpеäеëяþтся исхоäя из тpебований
к ка÷еству систеìы, усëовий pазpеøиìости заäа÷и
синтеза, а также усëовий физи÷еской pеаëизуеìо-
сти уpавнения (5).
На основе ìоäеëи (4) синтезиpуеì непоëнуþ,

с астатизìоì пеpвоãо поpаäка к заäаþщеìу возäей-
ствиþ систеìу упpавëения с пеpеpеãуëиpованиеì
σ* m 2 % и äëитеëüностüþ пеpехоäноãо пpоöесса
не боëее  = 0,85 с. С этой öеëüþ, сëеäуя pабо-
таì [13, 14], поëожиì R(s) = sBΩ(s) (s), ãäе BΩ(s) —
ноpìиpованный поëиноì, коpни котоpоãо pавны
äостато÷но ëевыì коpняì sBi поëиноìа Bred(s), т. е.
такиì, ÷то ResBi m – , ãäе  = 1,25 — жеëае-
ìая степенü устой÷ивости синтезиpуеìой систеìы.
Множитеëü s в пpинятоì выpажении äëя поëиноìа
R(s) обусëовëен тpебованиеì астатизìа пеpвоãо по-
pяäка, так как Ared(0) ≠ 0.
В общеì сëу÷ае Bred(s) = βmBΩ(s) (s), зäесü
(s) — также ноpìиpованный поëиноì, коpни ко-

тоpоãо pавны коpняì поëиноìа Bred(s), но не вкëþ-
÷ен в ÷исëо коpней поëиноìа BΩ(s); βm — коэффи-
öиент пpи стаpøей степени sm поëиноìа Bred(s).
Факти÷ески в pезуëüтате заìыкания систеìы по-
ëиноì BΩ(s) становится ìножитеëеì хаpактеpи-
сти÷ескоãо поëиноìа синтезиpуеìой систеìы,
теоpети÷ески äеëая ее непоëной [14].
Пpиìеì также, ÷то устpойство упpавëения (5)

физи÷ески pеаëизуеìо, есëи еãо относитеëüный по-
pяäок μyy l 1, ãäе μyy = max{r – l, r – q}, а r = degR(s),
q = degQ(s) и l = degL(s). Пpи этих усëовиях pас-
÷етное уpавнение "вхоä—выхоä" заìкнутой pеäу-
öиpованной систеìы иìеет виä

BΩ(s) (s)y(s) = BΩ(s)Q(s)g(s), (6)

ãäе

(s) = [Ared(s)s (s) + βm (s)L(s)]. (7)

Коэффиöиенты поëиноìа (s) опpеäеëяþтся ìе-
тоäоì станäаpтных пеpеäато÷ных функöий (СПФ)
на основе заäанных показатеëей ка÷ества синтези-
pуеìой систеìы. Коэффиöиенты поëиноìов (s)
и L(s) нахоäятся путеì pеøения систеìы аëãебpаи-
÷еских уpавнений, соответствуþщей поëиноìиаëü-
ноìу уpавнениþ (7) [13, 14].
В сëу÷ае пеpеäато÷ной функöии (4) βm = β2 = 0,75,

BΩ(s) = s2 +10,8s + 25,067, (s) = 1, поэтоìу из

усëовий pазpеøиìости уpавнения (7) и указан-
ных усëовий физи÷еской pеаëизуеìости сëеäует,

÷то deg (s) = 0; degL(s) = 2, deg (s) =  = 3

[13, 14]. По зна÷енияì = 1,  = 3 и σ* m 2 %

из табëиöы СПФ [14, с. 346] нахоäиì: Δ0 = 1,

Δ1=2,2, Δ2 = 1,9, Δ3 = 1, σтаб = 1,65 %, tтаб = 4,04 с.
Это позвоëяет найти коэффиöиенты поëино-

ìа (s) = δ3s
3 + δ2s

2 + δ1s + δ0 по фоpìуëе

δi = Δi , ãäе ω0 = tтаб/ . В äанноì сëу÷ае с
некотоpыì запасоì пpиìеì ω0 = 5, тоãäа δ3 = 1,
δ2 = 9,5, δ1 = 55, δ0 = 125, а систеìа аëãебpаи÷е-
ских уpавнений, соответствуþщая уpавнениþ (7),
зäесü иìеет виä

 = . (8)

Ее pеøение опpеäеëяет поëиноìы (s) = 1,
L(s) = 11,333s2 + 76s + 166,67. Поэтоìу поëиноìы
R(s) = s3 + 10,8s2 + 25,067s, Q(s) = 166,67, а уpав-
нение устpойства упpавëения (5) в сëу÷ае вpеìен-
ной pеäукöии (ВP) иìеет виä

УУвp: (s
3 + 10,8s2 + 25,067s)u(s) =

= 166,67g(s) – (11,333s2 + 76s + 166,67)y(s). (9)

Уpавнение (9) описывает устpойство, относи-
теëüный поpяäок котоpоãо, о÷евиäно, pавен 1, ÷то
соответствует пpинятыì усëовияì синтеза. Не-
тpуäно убеäитüся, напpиìеp, с поìощüþ пакета
MATLAB, ÷то заìкнутая pеäуöиpованная систеìа
(4), (9) иìеет заäанные показатеëи ка÷ества.
Балансная pедукция. Эту опеpаöиþ уäобно выпоë-

нитü в MATLAB с поìощüþ функöии "balancmr"
[11, 12]. Пpиìеняя эту функöиþ к систеìе уpавне-
ний (1), (2), поëу÷иì pеäуöиpованнуþ ìоäеëü

 = xb + u,

y = [–1,268 2,278]xb. (10)

Пеpеäато÷ная функöия поëу÷енной ìетоäоì
баëансной pеäукöии ìоäеëи (10) иìеет виä

Wбаë(s) = . (11)

Пеpехоäная функöия баëансной ìоäеëи (10), (11)
также пpивеäена на pис. 1 (кpивая 3), пpи÷еì она
пpакти÷ески совпаäает с пеpехоäной функöией ис-
хоäной ìоäеëи (кpивая 1). В этоì закëþ÷ается оä-
на из особенностей баëансных ìоäеëей, отëи÷аþ-
щих их от äpуãих pеäуöиpованных ìоäеëей äина-
ìи÷еских систеì.
Заìкнутая систеìа синтезиpуется по пеpеäато÷-

ной функöии (11) теì же ìетоäоì, ÷то и в сëу÷ае вpе-
ìенной pеäукöии, но пpи (s) = s4 + 7,7s3 +
+ 42,88s2 + 120s + 150, так как зäесü поëиноì
BΩ(s) = s + 2,0617 иìеет пеpвуþ степенü; коэффи-
öиент βm = β1 = 6,771, а поëиноì (s) = 1, по-

tp*
R~

ηsys* ηsys*

BΩ
BΩ

D~

D~ R~ BΩ

D~

R~

BΩ

R~ D~ nD~

νg* nD~

D~

ω0
nd i–

tp*

0,75 0 0 0
0 0,75 0 2–

0 0 0,75 1
0 0 0 1

λ0

λ1

λ2

ρ0

125
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9,5
1

R~

x·b
1,474– 0
0 1

1,268
3,678

6,71 s 2,0617+( )

s2 0,474s 1–+
--------------------------------

D~

BΩ
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пpежнеìу. В pезуëüтате поëу÷иì сëеäуþщее уpав-
нение "вхоä—выхоä" баëансной pеäукöии (БP):

УУБP: (s3 + 8,762s2 + 13,813s)u(s) =

= 22,153g(s) – (5,638s2 + 19,716s + 22,153)y(s). (12)

Отìетиì, ÷то заìкнутая систеìа (10), (12) иìеет
те же заäанные показатеëи ка÷ества.
Модальная pедукция. Наибоëее быстpо затухаþ-

щей ìоäой pассìатpиваеìой систеìы (1), (2), о÷е-
виäно, явëяется ìоäа c1e

–10t, соответствуþщая коpнþ
s1 = –10. Остаëüныì коpняì хаpактеpисти÷ескоãо
поëиноìа этой систеìы соответствуþт "äоìиниpуþ-
щие (сpавнитеëüно ìеäëенно затухаþщая c2e

–2t и
возpастаþщая c3e

t) ìоäы". Дëя кpаткости быстpо за-
тухаþщие ìоäы äаëее буäеì называтü быстpыìи ìо-
äаìи, а остаëüные — äоìиниpуþщиìи ìоäаìи.
В соответствии с ìетоäоì спектpаëüной äекоì-

позиöии пpовоäится заìена в уpавнениях (1), (2)
вектоpа х по фоpìуëе: x = P1z1 так, ÷тобы новый
вектоp z1 состояë из äвух коìпонент: быстpой –
и äоìиниpуþщей –  [1, 10].
В pассìатpиваеìоì сëу÷ае быстpая коìпонента
 = z1 äоëжна зависетü тоëüко от коpня s1 = –10,

т. е. тоëüко от быстpой ìоäы c1e
–10t, а äоìиниpуþщая

коìпонента  — от остаëüных коpней хаpактеpисти-
÷ескоãо поëиноìа, т. е. от остаëüных ìоä систеìы.
Дëя этой öеëи ìожно воспоëüзоватüся, напpи-

ìеp, ëинейныì пpеобpазованиеì x = P1z1, ãäе ìат-
pиöа  — обpатная к P1 — иìеет виä

 = . (13)

Поäвеpãая вектоp состояния систеìы (1), (2)
пpеобpазованиþ x = P1z1, поëу÷иì уpавнения от-
носитеëüно пеpеìенных zi1, i = 1, 2, 3. Дëя уäобства
äаëüнейøеãо pассìотpения запиøеì их в скаëяp-
ной фоpìе:

(14)

Дëя пpовеäения ìоäаëüной pеäукöии ìоäеëи (14)
быстpая коìпонента z11 = z11(t) в уpавнениях äоìи-

ниpуþщих коìпонент z21 и z31 заìеняется ее уста-

новивøиìся зна÷ениеì  = z11(t), пpи кото-

pоì  = 0. Пpи этоì усëовии из пеpвоãо уpавне-

ния (14) вытекает pавенство  = 0,04u. Поëаãая в

остаëüных уpавнениях (14) z11 =  = 0,04u, поëу-

÷иì уpавнения ìоäаëüно pеäуöиpованной ìоäеëи,
котоpые в вектоpно-ìатpи÷ной фоpìе иìеþт виä

 =  + u,

y = [12 10,5]  + 2,16u. (15)

Как виäно, поëу÷енная ìоäеëü иìеет боëее низ-
кий поpяäок по сpавнениþ с исхоäной ìоäеëüþ сис-
теìы. ПФ ìоäаëüно pеäуöиpованной ìоäеëи (15)

WMP1(s) = . (16)

Пеpехоäная функöия ìоäаëüно pеäуöиpованной
ìоäеëи (15), (16) также пpивеäена на pис. 1 (кивая 4).
Как виäно, она äовоëüно сиëüно отëи÷ается от пе-
pехоäной функöии исхоäной ìоäеëи (1), (2).
Выпоëняя, как и выøе, пpоöеäуpу синтеза заìк-

нутой систеìы по ПФ (16) пpи тех же усëовиях,
найäеì уpавнение устpойства упpавëения äëя äан-
ноãо сëу÷ая ìоäаëüной pеäукöии (MP):

: (s3 + 2,61s2 + 8,704s)u(s) =

= 57,87g(s) – (3,9352s2 + 26,389s + 57,87)y(s). (17)

Оäнако анаëоãи÷нуþ спектpаëüнуþ äекоìпози-
öиþ ìоäеëи (1), (2) ìожно осуществитü и с поìощüþ
äpуãих ìатpиö, в ÷астности, с поìощüþ ìатpиö,
обpатные к котоpыì иìеþт виä

 = ,  = ,

 = .

Поäвеpãая уpавнения систеìы (1), (2) пpеобpа-
зованияì x = Pνzν, поëу÷иì уpавнения относитеëü-
но пеpеìенных ziν, ν = 2, 3, 4. Как и выøе, запи-
øеì их в скаëяpной фоpìе:

(18)

z1**
z1*

z1**

z1*

P1
1–

P1
1–

0,2 0,34 0,4
0,6667– 0,0684– 0,0874
0,2667 1,1465– 1,7998–

 = –10z11 + 0,4u,

 = –8z11 + 0,335z21 – 0,291z31 – 0,475u,

 = 51z11 – 5,334z21 – 1,333z31 – 0,8u,

у = 54z11 + 12z21 + 10,5z31.

z·11

z·21

z·31

z11° lim
t → ∞
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z11°

z·1*
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5,334– 1,333–
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1,24

z1*

2,16s2 5,636s 18,8+ +

s2 s 2–+
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 = –10z12 + 2u,

 = –z12 – z22 – 0,5z32 – 1,5u,

 = 21z12 – 4z22,

y = 6z12 + 3z22 + 2,5z32;

 = –10z13 + 0,4u,

 = 6,542z13 – 2,677z23 + 1,833z33 – 0,0167u, 

 = 23,833z13 – 1,333z23 + 1,667z33 – 0,133u, 

y = 21,5z13 + 6z23 + 7,5z33;

 = –10z14 + 2u,

 = z14 – 3z24 + 4z34 + u, 

 = 0,5z14 – z24 + 2z34 + 2u, 

y = z14 + 1,5z24 + 2z34.
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Выпоëняя ìоäаëüнуþ pеäукöиþ ìоäеëей (18)
по анаëоãии с ìоäеëüþ (14), поëу÷иì еще тpи ìо-
äаëüно pеäуöиpованные ìоäеëи систеìы (1), (2):

(19)

Моäаëüно pеäуöиpованныì ìоäеëяì (19) соот-
ветствуþт сëеäуþщие ПФ:

WМP2(s) = ,

WМP3(s) = ,

WМP4(s) = . (20)

Пеpехоäные функöии ìоäаëüно pеäуöиpован-
ных ваpиантов (19), (20) исхоäной систеìы (1), (2)
пpивеäены на pис. 2, ãäе кpивая 1 — это по-пpеж-
неìу пеpехоäная функöия исхоäной систеìы, а öиф-
pаìи 2, 3 и 4 обозна÷ены пеpехоäные функöии, со-
ответствуþщие ìоäеëяì (19), (20). С у÷етоì pис. 1
нетpуäно закëþ÷итü, ÷то пеpехоäные функöии ìо-
äаëüно pеäуöиpованных ìоäеëей ìоãут отëи÷атüся
как äpуã от äpуãа, так и от пеpехоäной функöии ис-
хоäной систеìы äовоëüно сиëüно. Вìесте с теì, они
ìоãут бытü и äостато÷но бëизкиìи к посëеäней.

Дëя ìоäаëüно pеäуöиpованных ìоäеëей (19), (20)
теì же ìетоäоì [13, 14] и пpи тех же усëовиях, ÷то и
выøе, поëу÷ены тpи соответствуþщих ваpианта УУ:

: (s3 + 5,5s2 + 15,667s)u(s) =

= 104,167g(s) – (7,0833s2 + 47,5s + 104,167)y(s), (21)

: (s3 + 11,45s2 + 28,37s)u(s) =

= 145,349g(s) – (9,884s2 + 66,28s + 145,349)y(s), (22)

: (s3 + 34s2 + 112s)u(s) =

= 625g(s) – (42,5s2 + 285s + 625)y(s). (23)

Суäя по уpавненияì (17) и (21)—(23), пpоöеäуpа
ìоäаëüной pеäукöии ìожет пpивоäитü к , па-
pаìетpы котоpых отëи÷аþтся боëее ÷еì в äесятü pаз.
Поä÷еpкнеì, ÷то пpи этоì показатеëи ка÷ества ìо-
äаëüно pеäуöиpованных заìкнутых систеì со все-
ìи пpивеäенныìи ваpиантаìи  (пpи pас÷ет-
ных зна÷ениях паpаìетpов) оäни и те же. Иìенно
поэтоìу пpеäставëяет зна÷итеëüный интеpес во-
пpос о тоì, как pазëи÷ия ìоäаëüно pеäуöиpован-
ных ìоäеëей сказываþтся на pобастности соответ-
ствуþщих заìкнутых систеì.

3. Исследование pобастной устойчивости

Пpи иссëеäовании вëияния ìетоäов pеäукöии
упpавëяеìых систеì на pобастнуþ устой÷ивостü pе-
äуöиpованных систеì, с у÷етоì отсе÷енной пpи син-
тезе быстpой äинаìики исхоäной ìоäеëи, испоëüзу-
ется, как отìе÷аëосü выøе, кpитеpий В. Л. Хаpито-
нова. С этой öеëüþ хаpактеpисти÷еский поëиноì
Drs(s, T) pеäуöиpованной заìкнутой систеìы беpется
в виäе

Drs(s, T) = (Ts + 1)Ared(s)R(s) + Bred(s)L(s), (24)

а все коэффиöиенты αi и βi поëиноìов Ared(s), Bred(s)

заìеняþтся выpаженияìи  (1 ± /100) и

(1 ± /100), отpажаþщиìи нето÷ности в опpе-

äеëениях паpаìетpов упpавëяеìой систеìы (1), (2).
Пpи этоì пpеäпоëаãается, ÷то паpаìетpы pеаëüных
УУ pавны pас÷етныì зна÷енияì с пpенебpежиìо
ìаëой оøибкой.
Постоянная вpеìени T, котоpая в соотноøении

(24) отpажает вëияние äинаìики быстpой поäсис-
теìы, отсе÷енной пpи синтезе, в пpоöессе иссëеäо-
вания изìеняется от нуëя äо такоãо зна÷ения Tm, red,
пpи котоpоì заìкнутая pеäуöиpованная систеìа
теpяет устой÷ивостü уже пpи  = 0 и  = 0, т. е.

пpи pас÷етных зна÷ениях паpаìетpов , .

В äанной pаботе испоëüзоваëасü упpощенная
коìпüþтеpная пpоãpаììа, позвоëяþщая ввоäитü
оäинаковые относитеëüные откëонения паpаìетpов
упpавëяеìой систеìы, т. е.  =  = Δ. Постpое-
ние ÷етыpех интеpваëüных поëиноìов В. Л. Хаpи-

 =  + u,

y = [3 2,5]  + 1,2u;

 =  + u,

y = [6 7,5]  + 0,86u;

 =  + u,

у = [1,5 2]  + 0,2u.

z·2*
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4– 0
z2*

1,7–

4,2

z2*

z·3*
2,667– 1,833
1,333– 1,667

z3*
0,245
1,002

z3*

z·4*
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z4*
1,2
2,1

z4*

1,2s2 6,6s 18,8+ +

s2 s 2–+
------------------------------------

0,86s2 9,844s 24,44+ +

s2 s 2–+
---------------------------------------------

0,2s2 6,8s 22,4+ +

s2 s 2–+
------------------------------------

Pис. 2. Пеpеходные функции исходной и модально pедуциpо-
ванных моделей

УУМР2*

УУМР3*

УУМР4*

УУМР*

УУМР*

αi
° Δαi

βi
° Δβi

Δαi
Δβi

αi
° βi

°

Δαi
Δβi



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 5, 2016 313

тонова, соответствуþщих заäанныì зна÷енияì Δ,
а также пpовеpка усëовий pобастной устой÷ивости
pеаëизуþтся соответствуþщиìи поäпpоãpаììаìи.
На pис. 3 пpеäставëены соответствуþщие pаз-

ëи÷ныì ìетоäаì pеäукöии ãpафики, отpажаþщие
зависиìостü относитеëüных откëонений Δ = Δm, st
от зна÷ений постоянной вpеìени T. Зäесü Δm, st —
это откëонения паpаìетpов в % к pас÷етныì зна-
÷енияì, кpити÷еские по pобастной устой÷ивости
заìкнутой pеäуöиpованной систеìы, т. е. есëи в вы-
pажении (24) Δ = Δm, st, то заìкнутая систеìа ока-
зывается на ãpаниöе pобастной устой÷ивости.
На pис. 3 сиìвоëаìи БP, ВP и МP обозна÷ены

ãpаниöы устой÷ивости, соответствуþщие систеìаì,
синтезиpованныì на основе баëансной, вpеìен-
ной и ìоäаëüной pеäукöии. Пpи этоì ãpафик, со-
ответствуþщий систеìе, синтезиpованной по ìо-
äеëи МP2 (с вектоpоì состояния ), не пpивеäен,
так как он пpакти÷ески поëностüþ совпаäает с ãpа-
фикоì, соответствуþщиì систеìе, синтезиpован-
ной по ìоäеëи МP1 (с вектоpоì состояния ).

Пpакти÷ески совпаäаþт и ãpаниöы устой÷ивости
pеäуöиpованных систеì, синтезиpованных по ìо-
äеëяì ВP и МP3. 
Дëя боëüøей наãëяäности поëу÷енных pезуëü-

татов в стоëбöах со 2-ãо по 5-й табë. 1 пpеäставëе-
ны кpити÷еские зна÷ения откëонений Δm, st в %,
соответствуþщие pазëи÷ныì ваpиантаì pеäукöии
и зна÷енияì T, pавныì: 0,0 с; 0,01 с; 0,05 с и 0,10 с.
Поä÷еpкнеì, ÷то зна÷ения Δm, st на pис. 3 пpи

T = 0 и втоpой стоëбеö табë. 1 соответствуþт от-
кëоненияì, кpити÷ескиì по pобастной устой÷иво-
сти pасчетных заìкнутых pеäуöиpованных систеì.
В посëеäнеì стоëбöе табë. 1 пpивеäены зна÷ения

постоянной вpеìени Т, пpи котоpых заìкнутые
pеäуöиpованные систеìы оказываþтся на ãpаниöе
устой÷ивости уже пpи pас÷етных зна÷ениях паpа-
ìетpов. Как виäно, в этоì сëу÷ае pеäуöиpованные
систеìы, поëу÷енные ìетоäаìи вpеìенной и ìо-
äаëüной pеäукöии, хаpактеpизуþтся оäниì и теì же
ãpани÷ныì зна÷ениеì Tm, red, котоpое в pассìот-
pенных сëу÷аях pавно 0,137 с.
В сëу÷ае же баëëастной pеäукöии это зна÷ение

pавно 0,0705 с, т. е. наìноãо ìенüøе. Менüøиìи,
по сpавнениþ с äpуãиìи ìетоäаìи pеäукöии, яв-
ëяþтся и зна÷ения кpити÷еских откëонений Δm, st
пpи T m Tm, red. Этот факт явëяется наибоëее не-
ожиäанныì, так как пpи баëëастной pеäукöии пе-
pехоäные функöии pеäуöиpованной и исхоäной
упpавëяеìой систеì, как виäно на pис. 1, явëяþтся
наибоëее бëизкиìи. Веpоятнее всеãо, это обусëов-
ëено теì, ÷то пpи баëëастной pеäукöии изìеняется
äинаìика устой÷ивой ÷асти äоìиниpуþщей поä-
систеìы, в то вpеìя как пpи вpеìенной и ìоäаëü-
ной pеäукöии äинаìика äоìиниpуþщей поäсисте-
ìы поëностüþ соответствует äинаìике сохpаняе-
ìой ÷асти исхоäной ìоäеëи.

Pассìотpенная выøе систеìа (1), (2), явëяется
неустой÷ивой. Кpоìе тоãо, соответствуþщие ей pе-
äуöиpованные систеìы иìеþт пеpеäато÷ные функ-
öии (4), (16) и (20), у котоpых степени ÷исëитеëей
и знаìенатеëей оäинаковы. В связи с этиì анаëоãи÷-
ные опеpаöии, т. е. pеäукöия, синтез УУ и иссëе-
äование pобастной устой÷ивости, быëи выпоëне-
ны и äëя äpуãой исхоäной ìоäеëи, в уpавнениях (1)
котоpой ìатpиöа и вектоpы иìеëи виä

A = ,

b = , c = ,

а пеpеäато÷ная функöия

Wyu(s) =

=  = .

Pис. 3. Гpаницы pобастной устойчивости pедуциpованных систем

Табëиöа 1
Допустимые отклонения Dm, st

Т, с 0,0 0,01 0,05 0,10 Tm, red, c

ВР 17,80 17,0 11,58 3,92 0,137
БР 12,78 10,40 2,92 0,00 0,0705
МР 1 14,46 14,29 12,17 5,25 0,137
МР 2 14,93 14,46 10,57 3,83 0,137
МР 3 17,69 16,85 11,55 3,89 0,137
МР 4 21,22 19,78 13,93 5,15 0,137

Табëиöа 2
Допустимые отклонения Dm, st

Т, с 0,0 0,01 0,05 0,10 Tm, red, c

ВР 14,40 12,86 7,44 2,05 0,123
БР 11,30 10,04 7,35 4,45 0,215
МР 1 11,31 10,41 7,37 4,48 0,217
МР 2 13,93 12,49 7,37 2,10 0,123

z2*

z1*

0,1140– 0,8637– 0,2260–

6,0874 7,5882 10,6909
10,1170– 14,5180– 18,9742–

0,8270–

3,3859
1,4646–

5,6–

1,8–

1,0–

18s 223+

s3 11,5s2 15,5s 5+ + +
------------------------------------------- 18s 223+

s 10+( ) s 1+( ) s 0,5+( )
-------------------------------------------
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В этоì сëу÷ае виäы pеäукöий и усëовия синтеза
pеäуöиpованных устpойств упpавëения испоëüзо-
ваëисü те же, ÷то и в пеpвоì сëу÷ае. Анаëоãи÷но,
в стоëбöах со 2-ãо по 5-й табë. 2 пpивеäены соот-
ветствуþщие этоìу сëу÷аþ кpити÷еские зна÷ения
откëонений Δm, st в пpоöентах, соответствуþщие
pазëи÷ныì ìетоäаì pеäукöии и пpи тех же зна÷е-
ниях Т, ÷то и в табë. 1.
Общий хаpактеp изìенения äопустиìых зна÷е-

ний Δm, st пpи pазëи÷ных зна÷ениях постоянной вpе-
ìени T и в пеpвоì, и во втоpоì сëу÷аях, о÷евиäно,
оäинаков, т. е. с увеëи÷ениеì зна÷ения Т äопустиìые
по pобастной устой÷ивости зна÷ения откëонений
паpаìетpов уìенüøаþтся. Пpи этоì систеìа, по-
ëу÷енная пpи баëансной pеäукöии, также иìеет
ìенüøуþ степенü pобастной устой÷ивости по сpав-
нениþ с ìоäаëüно pеäуöиpованныìи систеìаìи.
Факти÷ески вëияние ìножитеëя (Tp + 1) в pас-

сìотpенных сëу÷аях явëяется стpуктуpныì возìу-
щениеì pеäуöиpованной систеìы [4, 14]. Такиì
обpазоì, как и в сëу÷ае неpеäуöиpованных систеì,
пpи äостато÷ной интенсивности стpуктуpных воз-
ìущений pеäуöиpованные систеìы также теpяþт
устой÷ивостü äаже пpи pас÷етных зна÷ениях паpа-
ìетpов.

Заключение

Пpовеäенное иссëеäование pобастной устой÷и-
вости pеäуöиpованных систеì свиäетеëüствует о су-
щественноì вëиянии отсе÷енной пpи синтезе äина-
ìики на pобастнуþ устой÷ивостü заìкнутых äинаìи-
÷еских систеì, уìенüøая ее. Боëüøинство ìетоäов
pеäукöии äинаìи÷еских систеì закëþ÷ается в от-
се÷ении быстpой äинаìики упpавëяеìых систеì в
пpоöессе синтеза. Pазëи÷ные ìетоäы pеäукöии, как
пpавиëо, пpивоäят к pазëи÷ныì хаpактеpистикаì
pобастности pезуëüтиpуþщих систеì.
Пpакти÷ески все ìетоäы pеäукöии пpиìениìы

ëиøü пpи о÷енü ìаëой äëитеëüности отсекаеìой
äинаìики. В pассìотpенных выøе сëу÷аях отсе÷ен-
ная äинаìика незна÷итеëüно уìенüøаëа pобастнуþ
устой÷ивостü pеäуöиpованных систеì, есëи тоëüко
ее äëитеëüностü пpиìеpно на поpяäок ìенüøе äëи-
теëüности äоìиниpуþщей äинаìики.
Поëу÷енные выøе pезуëüтаты позвоëяþт также

сäеëатü сëеäуþщие вывоäы.
1. Допустиìые по pобастной устой÷ивости от-

кëонения Δm, st паpаìетpов техноëоãи÷еских пpоöес-
сов и объектов упpавëения ìоãут сëужитü "оöенкой
степени pобастной устой÷ивости" как pеäуöиpо-
ванных, так и неpеäуöиpованных синтезиpуеìых
систеì.

2. Чеì боëüøе äëитеëüностü "быстpой äинаìики",
отсе÷енной пpи синтезе заìкнутых систеì, теì
ìенüøе степенü pобастной устой÷ивости pеäуöи-
pованных систеì.

3. Метоä ìоäаëüной pеäукöии явëяется неоäно-
зна÷ныì и ìожет пpивоäитü к pеäуöиpованныì
систеìаì как с боëüøей, так и с ìенüøей степенüþ
pобастной устой÷ивости по сpавнениþ с вpеìен-
ной pеäукöией.

4. Метоä баëëастной pеäукöии пpивоäит к pе-
äуöиpованныì систеìаì с наиìенüøей степенüþ
pобастной устой÷ивости по сpавнениþ с äpуãиìи
ìетоäаìи pеäукöии.

5. Существует оптиìаëüная ìоäаëüная pеäукöия
ëинейных äинаìи÷еских упpавëяеìых систеì, пpи
котоpой степенü pобастной устой÷ивости заìкну-
тых pеäуöиpованных систеì явëяется наибоëüøей.
С у÷етоì øиpокой pаспpостpаненности на пpак-

тике pеäуöиpованных систеì пpеäставëяется öеëе-
сообpазной pазpаботка ìетоäа синтеза ìоäаëüно
pеäуöиpованных систеì, обеспе÷иваþщеãо в за-
äанных усëовиях наибоëüøуþ степенü pобастной
устой÷ивости.
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The article is devoted to the influence of various reduction methods of the mathematical models on the robust stability of
the automation systems of the technological processes. As is known, these automation systems are designed on the basis of the
reduced models. The automation systems of a high order are usually characterized by an increased complexity and high sen-
sitivity to the parameters of deviations from the calculated values. Since the known parameters of the systems are always in-
exact, a high sensitivity (or low robustness) of the systems lowers sharply the quality of the automated technological processes.
Reduction of the dynamic models of the technological processes is frequently applied to eliminate this drawback. The reduction
of the models can be carried out by various methods such as elimination of the poorly influencing bonds and small time con-
stants due to removal of the quickly changing variables (cutting of the quick dynamics), etc. The reduced models also allow
us to design simpler regulators and more robust automation systems of the lower orders. Besides, a solution to the problem of
the automation systems design becomes much easier. However, in a real automation system the cut off quick dynamics in-
fluences the properties of the reduced system. Exactly the influence of this cut off quick dynamics on the robust stability of the
reduced automation systems is the subject of this work. The robust stability is estimated with the help of V. L. Kharitonov cri-
teria. For solving of the problem the models are reduced by three various methods. The reduced automation systems are created
by the analytical design method. The maximal admissible deviations of their parameters for the robust stability are studied with
account of the quick dynamics cut off at the stage of designing. It was established, that the cut off quick dynamics rendered
an essential influence on the robust stability of the reduced automation systems. The received results can be applied for de-
velopment of the automation systems for the technological processes in the chemical, power engineering, aviation, machine-
building and other sectors.
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lytical design, robust stability

Acknowledgements: This work was supported by the Russian Foun-
dation for Basic Research, project no. 13-08-00249.

For citation:

Gaiduk A. R., Plaksienko E. A. Robustness of the Reduced Auto-
mation Dynamic Systems, Mekhatronika, Avtomatizatsiya, Upravlenie,
2015, vol. 17, no. 5, pp. 308—315.

DOI: 10.17587/mau/16.308-315

References

1. Filimonov A. B., Filimonov N. B. Koncepciya modal’noy reduk-
tcii modelei dinamicheskikh sistem (The conception of modal reduc-
tion of models of controlled systems), Mekhatronika, Avtomatizacia,
Upravlenie, 2013, no. 12, pp. 2—8 (in Russian).

2. Tararykin S. V., Apolonskiy V. V. Metody sinteza redutsirovan-
nykh polinomial’nykh regulyatorov dinamicheskikh sistem (Methods of
synthesis of reduced polynomial controls dynamic systems), Mekha-
tronika, Avtomatizacia, Upravlenie, 2015, vol. 16, no. 2, pp. 75—80 (in
Russian).

3. Filimonov A. B., Filimonov N. B. O probleme nerobastnosti spe-
ktra v zadachakh modal’nogo upravleniya (Concerning the problem of
nonrobust of spectrum in tasks of modal control), Mekhatronika, Av-
tomatizacia, Upravlenie, 2011, no. 10, pp. 8—13 (in Russian).

4. Gaiduk A. R., Besklubova K. V. Issledovanie vliyaniya struk-
turnykh vozmushcheniy na ustoychivost’ dinamicheskikh system (Research
of influence perturbations on the stability of dynamical systems),
Nauka i Obrazovanie na Rubezhe Tysyacheletiy. Sbornik Nauchno-
Issledovatel’skikh Rabot, vol. 1, Kislovodsk, 2014, pp. 42—49 (in
Russian).

5. Topcheev Yu. I. Atlas dlya proektirovaniya sistem avtomatiche-
skogo regulirovaniya (Atlas for the design of automatic control sys-
tems), Moscow, Mashinostroenie, 1989 (in Russian).

6. Tyutikov V. V., Tararykin S. V. Robastnoe modal’noe uprav-
lenie tekhnologicheskimi ob"ektami (Robust modal control of techno-
logical plants), Ivanovo, 2006 (in Russian).

7. Gaiduk A. R., Stojkovic N. M. Formation of Transfer Func-
tion for Control Systems under Implementation Conditions, FACTA
UNIVERSITATIS. Series: Automatic Control and Robotics, 2014,
vol. 13, no. 1, pp. 15—25.

8. Neydorf R. A., Sashenko D. S. Parametricheskiy sintez za-
konov upravleniya na osnove obobshchennykh kornevykh ogranicheniy
(Parametric synthesis of control laws based on the generalized root
restrictions), Proceedings of the International Scientific Conference
Mathematical Methods in Engineering and Technology MMET-16,
Russia, St. Petersburg, 2003, vol. 2, pp. 67—69 (in Russian).

9. Balberin V. V. Sbalansirovannye modeli skalyarnykh siystem
(Balanced model of scalar systems), Elektronnoe Modelirovanie, 1988,
vol. 10, no. 5, pp. 6—10 (in Russian).

10. Aliev F. A., Larin V. B., Yasinskiy S. A. О blochnoy diagonali-
zatsii gramianov i reduktsii lineynykh upravlyaemykh sistem (About
gramians’ block diagonalization and reduction of linear control sys-
tems), Izvestiya Rossiyskoy akademii nauk. Teoriya i Sistemy Uprav-
leniya, 1995, no. 4, pp. 16—24 (in Russian).

11. Glover K. All Optimal Hankel Norm Approximation of Linear
Multivariable Systems and their L∞-error Bounds, International Jour-
nal Control, 1984, vol. 39, no. 6, pp. 1145—1193.

12. Safonov M. G., Chiang R. Y., Limebeer D. J. N. Optimal
Hankel Model Reduction for Nonminimal Systems, IEEE Transac-
tion on Automation Control, 1990, vol. 35, no. 4, pp. 496—502.

13. Gaiduk A. R., Plaksienko E. A. Sintez dinamicheskikh sistem po
trebuemym pokazatelyam kachestva (The synthesis of dynamic systems
on the required performanses), Mekhatronika, Avtomatizacia, Uprav-
lenie, 2008, no. 4, pp. 7—12 (in Russian).

14. Gaiduk A. R. Teoriya i metody analiticheskogo sinteza sistem av-
tomaticheskogo upravleniya (Polinomial’nyy podkhod) (The theory and
analytical methods of automatic control systems design (polynomial
approach), Moscow, Fizmatlit, 2012 (in Russian).


