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Введение

Эффективностü среäств и ìетоäов управëения
äвижениеì косìи÷ескоãо аппарата (КА) непосреäст-
венно вëияет на эффективностü выпоëнения öеëе-
вых проãраìì — на объеì реøаеìых заäа÷, прове-
äенных набëþäений и экспериìентов, на то÷ностü
поëу÷енных резуëüтатов, на вреìя активноãо суще-
ствования на орбите и öеëевоãо приìенения КА и
т. ä. К пробëеìе оптиìаëüноãо управëения äвиже-
ниеì КА ìноãие иссëеäоватеëи обращаëисü неоä-
нократно [1—9]. Разработка высокоэффективных
аëãоритìов управëения ориентаöией КА остается
актуаëüной и сеãоäня. КА äистанöионноãо зонäи-
рования Зеìëи, ìониторинãа, а также астрофизи-
÷еские и äруãие нау÷ные КА требуþт периоäи÷е-
ской сìены ориентаöии äëя навеäения нау÷ных
приборов и öеëевой аппаратуры на интересуþщие
у÷астки зеìной поверхности иëи обëастü небесной
сферы. Миниìизаöия äëитеëüности разворота уве-
ëи÷ит вреìя набëþäения и уëу÷øит усëовия их вы-
поëнения. Оптиìизаöия способа переориентаöии
(в сìысëе ìаневренности КА) повыøает эффек-
тивностü испоëüзования КА. Поä ìаневренностüþ
пониìается способностü КА соверøатü ìаневры
вокруã öентра ìасс за ìенüøее вреìя. Чеì быстрее
ìы ìожеì перенаöеëитü КА на новый объект на-
бëþäения (в äанноì сëу÷ае развернутü КА) иëи
провести о÷ереäнуþ коррекöиþ орбиты, теì боëüøе
поëезноãо вреìени буäет äëя выпоëнения öеëевой
заäа÷и (äëя испоëüзования КА по öеëевоìу назна-
÷ениþ — äëя поëу÷ения сниìков из косìоса, äëя
изу÷ения интересуþщих объектов, поëу÷ения ìетео-
инфорìаöии и т.ä.). Нереäко управëение ориента-
öией осуществëяется инерöионныìи испоëнитеëü-
ныìи орãанаìи (систеìой сиëовых ãироскопов иëи
ãироäинаìи) [2]. В этоì сëу÷ае разворот выпоëня-
ется за с÷ет перераспреäеëения кинети÷ескоãо ìо-
ìента ìежäу систеìой ãироäинов и корпусоì КА.
Дëя искëþ÷ения "насыщения" ãиросистеìы ее суì-
ìарный кинети÷еский ìоìент не äоëжен превыøатü
äопустиìоãо зна÷ения. Нахожäениþ оптиìаëüноãо
по вреìени режиìа переориентаöии КА, при ко-

тороì запас кинети÷ескоãо ìоìента систеìы ãиро-
äинов быë бы äостато÷ныì, посвящена äанная
статüя. Управëяþщей функöией с÷итается кинети-
÷еский ìоìент КА.

Уравнения движения и постановка 
задачи оптимального управления

Поä поворотныì ìаневроì пониìаþт перевоä
связанных осей КА из оäноãо известноãо уãëовоãо
поëожения в äруãое известное (обы÷но заäанное)
уãëовое поëожение за коне÷ное вреìя Т. Поëаãаеì,
÷то управëение уãëовыì поëожениеì КА осуществ-
ëяется посреäствоì испоëнитеëüных ìеханизìов,
созäаþщих вращаþщие ìоìенты относитеëüно всех
трех ãëавных öентраëüных осей инерöии КА. Уãëо-
вое äвижение КА как тверäоãо теëа буäеì описы-
ватü кинеìати÷ескиìи уравненияìи, записанны-
ìи в кватернионных переìенных:

(1)

ãäе j (j = ) — коìпоненты кватерниона  [1],
который заäает äвижение связанноãо базиса Е, об-
разованноãо ãëавныìи öентраëüныìи осяìи инер-
öии КА, относитеëüно инерöиаëüноãо базиса I;
Li (i = ) — проекöии вектора L кинети÷ескоãо
ìоìента КА на оси связанноãо базиса E; Ji — ãëавные
öентраëüные ìоìенты инерöии КА. Уравнения (1)
иìеþт ãрани÷ные усëовия (0) = н и (Т) = к, ãäе
Т — вреìя окон÷ания ìаневра переориентаöии. Ква-
тернионы н и к иìеþт произвоëüные напереä за-
äанные зна÷ения, äëя которых к  н и н =
=к = 1 (кватернион  принят норìированныì
[1] äëя уäобства).
В öеëях повыøения ìаневренности КА опти-

ìаëüныì буäеì с÷итатü äвижение, при котороì äëи-
теëüностü ìаневра Т ìиниìаëüна. Поскоëüку ìа-
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невр разворота выпоëняется с поìощüþ сиëовых
ãироскопов [2], существенной характеристикой ста-
новится кинети÷еский ìоìент корпуса КА. При
управëении ориентаöией КА сиëовыìи ãироскопа-
ìи кинети÷еский ìоìент G ãиросистеìы äоëжен на-
хоäитüся внутри заäанной оãрани÷енной обëасти S,
выхоä за которуþ привоäит к потере управëяеìос-
ти КА. Чтобы разворот произоøеë без "разãрузки"
ãиросистеìы, в ëþбой ìоìент вреìени ìоäуëü ки-
нети÷ескоãо ìоìента систеìы ãироäинов äоëжен
бытü завеäоìо ìенüøе раäиуса R0 сферы, вписан-
ной в обëастü возìожных зна÷ений кинети÷ескоãо
ìоìента ãиросистеìы S (R0 > 0) [9—11]. Есëи воз-
ìущаþщие ìоìенты ìаëы, то общий кинети÷е-
ский ìоìент КА как тверäоãо теëа с вращаþщи-
ìися ìассаìи равен иëи бëизок нуëþ (L + G  0).
Поэтоìу оптиìаëüное äвижение КА äоëжно уäов-
ëетворятü усëовиþ

 +  +  m , (2)

ãäе Lmax — ìаксиìаëüно äопустиìое зна÷ение ки-
нети÷ескоãо ìоìента, такое, ÷то 0 < Lmax < R0 (за-
пас кинети÷ескоãо ìоìента R0 – L> 0 необхоäиì
äëя испоëüзования еãо на коìпенсаöиþ преäпоëа-
ãаеìых возìущаþщих ìоìентов Мв).
Заäа÷у оптиìаëüноãо управëения форìаëизуеì

сëеäуþщиì образоì: необхоäиìо развернутü КА из
поëожения (0) = н в поëожение (Т) = к в соот-
ветствии с уравненияìи (1) при оãрани÷ении (2) за
ìиниìаëüное вреìя Т. Принöипиаëüныì отëи÷и-
еì от известных заäа÷ оптиìизаöии явëяется то,
÷то хотя в заäа÷е (1)—(2) Lmax — постоянная веëи-
÷ина, саìо зна÷ение Lmax поäëежит оптиìизаöии
(есëи иìетü в виäу äействие на КА возìущаþщих
ìоìентов).
Особенностü повыøения ìаневренности КА,

управëяеìоãо сиëовыìи ãироскопаìи (ãироäинаìи),
закëþ÷ается в необхоäиìости опреäеëения веëи-
÷ины Lmax и реøении заäа÷и ìаксиìаëüноãо быст-
роäействия как кëасси÷еской заäа÷и оптиìаëüноãо
управëения (Lmax äоëжна бытü как ìожно бëиже к
R0, но при этоì äостато÷ной äëя коìпенсаöии воз-
ìожных возìущений иëи откëонений). Коãäа воз-
ìущаþщие ìоìенты пренебрежиìо ìаëы, зна÷е-
ние Lmax ìожеì с÷итатü известныì (наприìер,
Lmax = 0,95R0). В противноì сëу÷ае (коãäа äейст-
вие возìущаþщих ìоìентов необхоäиìо у÷иты-
ватü) заäа÷а оптиìаëüноãо управëения кинети÷е-
скиì ìоìентоì во вреìя разворота разäеëяется на
äве заäа÷и — нахожäение оптиìаëüноãо зна÷ения
Lmax и построение оптиìаëüной проãраììы изìе-
нения кинети÷ескоãо ìоìента при известноì
зна÷ении Lmax.

Решение задачи оптимального управления
без учета возмущений

В этоì сëу÷ае зна÷ение Lmax известно, и в оãра-
ни÷ении (2) Lmax — параìетр. Буäеì реøатü постав-
ëеннуþ заäа÷у (1)—(2), испоëüзуя принöип ìакси-

ìуìа Л. С. Понтряãина [12]. Управëяþщиìи пере-
ìенныìи приниìаеì коìпоненты кинети÷ескоãо
ìоìента Li. Наëи÷ие фазовоãо оãрани÷ения  = 1
несущественно, так как оно всеãäа выпоëняется (при
ëþбых äвижениях КА вокруã öентра ìасс). Пере-
ìенные j обëаäаþт сëеäуþщиì свойствоì: в сиëу
уравнений (1) норìа  кватерниона  естü ве-
ëи÷ина постоянная,  +  +  +  = const.
В на÷аëüный ìоìент вреìени (0) = н = 1, по-
этоìу (t) = 1 в ëþбой ìоìент вреìени t  [0, T].
Так как критерий оптиìаëüности не вкëþ÷ает по-
зиöионных коорäинат j, ìы ìожеì испоëüзоватü
универсаëüные переìенные ri (i = ) [3], заìеняþ-
щие сопряженные переìенные. Дëя заäа÷и ìакси-
ìаëüноãо быстроäействия (иëи ìаксиìаëüной ìа-
невренности КА) функöия Гаìиëüтона Н равна

H = –1 + L1r1/J1 + L2r2/J2 + L3r3/J3. (3)

Оптиìаëüные функöии ri как коìпоненты век-
тора r уäовëетворяþт уравненияì

 = L3r2/J3 – L2r3/J2;  = L1r3/J1 – L3r1/J3;

 = L2r1/J2 – L1r2/J1. (4)

Функöия Гаìиëüтона Н составëена без у÷ета оã-
рани÷ения  = 1 äëя фазовых переìенных в сиëу
равенства (0) = 1, о ÷еì äоãовориëисü выøе.
Вектор r непоäвижен относитеëüно инерöиаëüноãо
базиса I, из-за ÷еãо r = const  0. Реøение r(t)
систеìы (4) опреäеëяется на÷аëüныì н и коне÷-
ныì к поëоженияìи КА. Оптиìаëüная функöия
r(t) вы÷исëяется ÷ерез кватернион (t) [1, 3]:

r =  é cE é , ãäе cE = н é r(0) é  = const

(составëяþщие вектора cE — проекöии вектора r на
оси инерöиаëüноãо базиса I). Систеìа (4) совìестно
с требованиеì ìаксиìаëüности ãаìиëüтониана H и
усëовияìи трансверсаëüности r(0)  0, r(T)  0 и
Н(Т) = 0 явëяþтся необхоäиìыìи усëовияìи опти-
ìаëüности (заìетиì, ÷то соответствуþщиì выбороì
оптиìаëüноãо зна÷ения r всеãäа ìожно äобитüся,
÷тобы H(T) = 0). Усëовия ìаксиìуìа функöии H
опреäеëяþт искоìое реøение L(t); ãрани÷ные ус-
ëовия по поëожениþ (äëя (0) и (Т)) опреäеëяþт
реøения (t) и r(t).
Краевая заäа÷а принöипа ìаксиìуìа закëþ÷а-

ется в опреäеëении зна÷ения r (0), при котороì ре-
øение систеìы äифференöиаëüных уравнений (1),
(4) с оäновреìенной ìаксиìизизаöией в кажäый
ìоìент вреìени функöии Гаìиëüтона Н уäовëет-
воряет усëовияì разворота (0) = н и (Т) = к.
В сëу÷ае Lm Lmax ìаксиìуì ãаìиëüтониана Н

буäет äостиãатüся при L = Lmax, и поэтоìу опти-
ìаëüные функöии Li опреäеëяþтся зависиìостяìи

Li = , i = .
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2 L2

2 L3
2 Lmax

2
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Поскоëüку оптиìаëüные управëяþщие функöии
Li не зависят от r, перейäеì к норìированноìу
вектору р = r/r и обозна÷иì r0 = r = const =
= r(0) 0. Дëя проекöий pi орта р на оси связан-
ноãо базиса Е справеäëивы уравнения

 = L3p2/J3 – L2p3/J2;  = L1p3/J1 – L3p1/J3;

 = L2p1/J2 – L1p2/J1; (5)

Li = , i = . (6)

В äаëüнейøеì буäеì испоëüзоватü коìпоненты pi
вектора р; тоãäа ri = r0pi, ãäе r0 — константа, кото-
руþ необхоäиìо опреäеëитü в проöессе оптиìиза-
öии. Необхоäиìое усëовие оптиìаëüности ìожно
записатü в виäе

Li = bpi/Ji, (7)

ãäе b > 0 — скаëярная веëи÷ина.
Гаìиëüтониан Н не зависит явно от вреìени, и

äëитеëüностü Т не фиксирована. Поэтоìу Н = 0 в
ëþбой ìоìент вреìени t, а не тоëüко Н(Т) = 0 в ко-
не÷ный ìоìент вреìени t = T [13]. Поäставив оп-
тиìаëüные зна÷ения функöий Li, вы÷исëенные по
соотноøенияì (6), в выражение (3) äëя функöии Н
с у÷етоì равенств ri = r0pi, поëу÷иì уравнение

( /  + /  + / ) = 1, из котороãо

сëеäует /  + /  + /  = const и

r0 = 1/LmaxС — оптиìаëüное зна÷ение, ãäе C =

= ; р10, р20, р30 — коìпо-

ненты вектора р0 = p(0).

Заäа÷а построения оптиìаëüноãо управëения
свеëасü к реøениþ систеìы уравнений уãëовоãо
äвижения КА (1) и уравнений (5) при усëовии, ÷то
управëение L выбрано из требования (6). Сфорìу-
ëированная заäа÷а управëения (1)—(2) реøается äо
конöа. Усëовия ìаксиìуìа функöии H опреäеëяþт
оптиìаëüное реøение L(t). На всеì интерваëе äви-
жения 0 < t < Т КА äоëжен вращатüся с постоянныì
по ìоäуëþ кинети÷ескиì ìоìентоì L = const
(поэтоìу во вреìя иäеаëüноãо по ìаневренности
разворота b = const). Уравнения (1) и (5) совìестно
с соотноøенияìи (7) образуþт заìкнутуþ систеìу
уравнений. Зна÷ение параìетра С зависит от век-
тора р(0), который, в своþ о÷ереäü, опреäеëяется
ãрани÷ныìи зна÷енияìи (0), (Т) и ìоìентаìи
инерöии J1, J2, J3.
Такиì образоì, заäа÷а построения оптиìаëüноãо

управëения L(t) состоит, ãëавныì образоì, в нахож-
äении такоãо зна÷ения вектора р(0), при котороì в
резуëüтате äвижения КА в соответствии с уравне-
нияìи (1), (5), (7) и (0) = н выпоëняется равен-
ство (Т) = к. Общее реøение привеäенной сис-
теìы уравнений найти практи÷ески невозìожно.

Труäностü закëþ÷ается в опреäеëении ãрани÷ных
зна÷ений p(0) и p(T), которые связаны выражениеì

к é p(Т) é  = н é p(0) é 

иëи р(Т) =  é р(0) é p,

ãäе p =  é к — кватернион разворота.
Заäа÷а оптиìаëüноãо управëения с у÷етоì оãра-

ни÷ения (2) буäет реøена, есëи ìы найäеì реøе-
ние систеìы уравнений (1), (5), (6), уäовëетворяþ-
щее ãрани÷ныì усëовияì (0) = н и (Т) = к.
Оптиìаëüный кинети÷еский ìоìент L связан с
кватернионоì ориентаöии  равенствоì

L = J –1Lmax  é cP é /C, (8)

ãäе cР = const = н é p0 é ; J = diag(J1, J2, J3) —
тензор инерöии КА (напоìниì, ÷то рi 0 = рi(0)).
Кëþ÷евой искоìой характеристикой явëяется зна-
÷ение вектора р0 = p(0).
Реøение L(t) во вреìя кинеìати÷ески оптиìаëü-

ноãо разворота (без оãрани÷ений на ìоìенты Мi)
обëаäает сëеäуþщиìи свойстваìи (интеãраëаìи
äвижения):

 +  +  = const,

 +  +  = const. (9)

Поскоëüку управëениеì с÷итается вектор L ки-
нети÷ескоãо ìоìента КА, то поставëеннуþ кине-
ìати÷ескуþ заäа÷у оптиìаëüноãо разворота ìожно
с÷итатü реøенной — уравнения (1), (5) и (6) с у÷е-
тоì ãрани÷ных усëовий (0) = н, (Т) = к поë-
ностüþ опреäеëяþт искоìое реøение L(t). Уравне-
ния äëя управëяþщих функöий Li форìаëизуþтся
сëеäуþщиì образоì:

(10)

Оптиìаëüное управëение пространственныì
разворотоì закëþ÷ается в сообщении КА на÷аëü-
ных усëовий äвижения (рас÷етноãо кинети÷ескоãо
ìоìента в на÷аëе разворота), поääержании враще-
ния КА с требуеìыì (проãраììныì) изìенениеì
кинети÷ескоãо ìоìента L(t), при котороì еãо ìоäуëü
иìеет постоянное зна÷ение L = const, и сбросе
иìеþщеãося кинети÷ескоãо ìоìента äо нуëя в ìо-
ìент вреìени t = Т, коãäа (t) = к (при äостижении
КА коне÷ноãо поëожения к). Основная заäа÷а —
нахожäение закона изìенения вектора p(t), ÷тобы
в резуëüтате реøения систеìы уравнений (1), (5), (6)
с на÷аëüныìи усëовияìи (0) = н ãрани÷ное ус-
ëовие (T) = к на правоì конöе быëо выпоëнено
(опреäеëение вектора p(0) — саìостоятеëüная и äо-
стато÷но непростая заäа÷а).
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Практи÷еское зна÷ение иìеþт заäа÷и, в кото-
рых L(0) = L(Т) = 0 (такие усëовия разворота КА
наибоëее характерны). Разуìеется, в ìоìенты вре-
ìени t = 0 и t = T кинети÷еский ìоìент äëя ноìи-
наëüной проãраììы вращения КА, опреäеëяеìый
уравненияìи (6), не равен нуëþ. Сëеäоватеëüно,
неизбежны перехоäные у÷астки: разãон — перехоä
из состояния покоя (коãäа L = 0) на режиì враще-
ния с кинети÷ескиì ìоìентоì ìаксиìаëüной ве-
ëи÷ины Lmax — и торìожение — ãаøение кинети-
÷ескоãо ìоìента КА äо нуëя. Межäу разãоноì и
торìожениеì выпоëняþтся уравнения (5) и (7),
в которых b = Lmax/С = const.
Есëи усëовия разворота н, к и вреìя Т тако-

вы, ÷то вреìена разãона и торìожения пренебре-
жиìо ìаëы (по сравнениþ с äëитеëüностüþ всеãо
разворота), то сообщение КА необхоäиìоãо кине-
ти÷ескоãо ìоìента Lmax и ãаøение иìеþщеãося
кинети÷ескоãо ìоìента äо нуëя ìожно с÷итатü иì-
пуëüсныì, и по÷ти на всеì развороте (ìежäу раз-
ãоноì и торìожениеì) L (t) = const = Lmax с вы-
поëнениеì уравнений (8), (10). Опреäеëяþщиì
при нахожäении оптиìаëüных реøений p(t), L(t)
явëяется зна÷ение вектора р на ìоìент вреìени t = 0.
Есëи ìоìент управëения М оãрани÷ен, то сооб-

щение требуеìоãо кинети÷ескоãо ìоìента äо уровня
L = Lmax в на÷аëе разворота и ãаøение иìеþще-
ãося кинети÷ескоãо ìоìента äо нуëя в конöе раз-
ворота заниìаþт некоторое коне÷ное (отëи÷ное от
нуëя) вреìя. Интерес преäставëяет общий сëу÷ай,
коãäа усëовия разворота н и к таковы, ÷то пере-
хоäныìи у÷асткаìи (разãоноì и торìожениеì)
неëüзя пренебре÷ü. Есëи управëяþщий ìоìент М
оãрани÷ен усëовиеì

Mm т0, (11)

то законы ìаксиìаëüно быстроãо набора и ãаøения
кинети÷ескоãо ìоìента известны [4].
На участке торможения оптиìаëüное управëе-

ние иìеет виä

М = –m0L/L.

При оптиìаëüноì äвижении кинети÷еский ìо-
ìент КА не ìеняет своеãо направëения в инерöи-
аëüной систеìе коорäинат, а управëяþщий ìоìент
М составëяет с кинети÷ескиì ìоìентоì 180°. Мо-
äуëü кинети÷ескоãо ìоìента КА изìеняется по за-
кону L = Lmax – m0(t – t0), ãäе t0 — ìоìент на÷аëа
остановки вращения.
Оптиìаëüное управëение на участке разгона

иìеет виä

М = m0L/L. (12)

Моäуëü кинети÷ескоãо ìоìента на этоì у÷астке
изìеняется по закону L = m0t. И при разãоне, и при
торìожении оптиìаëüныì по быстроäействиþ
явëяется управëение, при котороì управëяþщий ìо-
ìент все вреìя параëëеëен кинети÷ескоìу ìоìенту.
В ìоìент вреìени t = 0 кинети÷еский ìоìент

КА L = 0, и äëя быстрейøеãо äостижения заäанноãо

уровня L = Lmax необхоäиìо управëение (12).
Пока L(t) < Lmax управëяþщий ìоìент М =
= m0L/L буäет оптиìаëüныì. С ìоìента вреìе-
ни tр, коãäа L(tр) = Lmax, оптиìаëüныì буäет
äвижение (5), (6), при котороì L(t) = Lmax. Из-за
наëи÷ия ãрани÷ноãо усëовия L(Т) = 0 существует
такой ìоìент вреìени tт < Т, на÷иная с котороãо
выпоëняþт ãаøение кинети÷ескоãо ìоìента с ìак-
сиìаëüныì ìоìентоì управëения М = –m0L/L
(ìоìент вреìени tт выбирается с такиì рас÷етоì,
÷тобы к ìоìенту поëной остановки L = 0 КА заняë
требуеìое уãëовое поëожение к). На интерваëах
разãона и торìожения преäеëüно ìаксиìаëüныì
явëяется управëяþщий ìоìент М (усëовие (11) пе-
рехоäит в строãое равенство), а на отрезке ìежäу
разãоноì и торìожениеì выпоëняþтся уравнения
(10) и равенство L = const = Lmax. В резуëüтате
траектория вращения КА (t) разäеëяется на три
составëяþщие: (0) — (tр), (tр) — (tт) и (tт) —
(Т). Кватернион разворота преäставиì в виäе

p =  é к = p é ноì é т,

ãäе p =  é (tр) — кватернион поворота КА за
вреìя разãона; т = (tт) é к — кватернион пово-
рота КА за вреìя торìожения; ноì = (tр) é (tт) —
кватернион поворота за вреìя вращения КА с
ìаксиìаëüныì кинети÷ескиì ìоìентоì Lmax. На-
÷аëüная и коне÷ная уãëовые скорости равны нуëþ,
и äëитеëüностü этапов разãона и торìожения буäет
оäинакова в сиëу тоãо, ÷то веëи÷ина управëяþщеãо
ìоìента постоянна M = const = m0. Оптиìаëüное
реøение L(t) на у÷астке ноìинаëüноãо äвижения
(ìежäу разãоноì и торìожениеì) обëаäает свойст-
ваìи (9), векторы М и L ортоãонаëüны, веëи÷ина
кинети÷ескоãо ìоìента ìаксиìаëüна и постоянен
L = const = Lmax.
Дëя нуëевых ãрани÷ных усëовий L(0) = L(Т) = 0

оптиìаëüный по вреìени разворот КА вкëþ÷ает
äве фазы, в те÷ение которых веëи÷ина ìоìента М
ìаксиìаëüно возìожная — фаза разãона (увеëи÷е-
ние ìоäуëя кинети÷ескоãо ìоìента) и торìожения
(ãаøение кинети÷ескоãо ìоìента äо нуëя) и фаза
ноìинаëüноãо äвижения, при котороì справеäëи-
вы уравнения (9), (10). На у÷астке разãона векторы
М и L иìеþт оäинаковое направëение, а на у÷астке
торìожения векторы М и L иìеþт противопоëож-
ные направëения; вектор кинети÷ескоãо ìоìента L
иìеет постоянное направëение в инерöиаëüноì
пространстве, но ìеняется по веëи÷ине (на у÷астке
разãона он увеëи÷ивается с нуëя äо ìаксиìаëüноãо
зна÷ения Lmax, а на у÷астке торìожения — уìенüøа-
ется äо нуëя). Движение КА во вреìя разворота
происхоäит по сëеäуþщей проãраììе изìенения
кинети÷ескоãо ìоìента: увеëи÷ение ìоäуëя век-
тора L с нуëя äо Lmax с ìаксиìаëüной скоростüþ
(M = m0) при неизìенноì направëении относи-
теëüно опорноãо базиса I; äаëее вращение вектора L
с постоянной веëи÷иной Lmax по оптиìаëüноìу за-
кону, опреäеëяеìоìу уравненияìи (5), (6) и, на-
конеö, уìенüøение ìоäуëя вектора L äо нуëя с ìак-
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сиìаëüной скоростüþ (M = m0) при неизìенноì
направëении относитеëüно опорноãо базиса I. Эта
проãраììа поëностüþ опреäеëяет äвижение КА в про-
öессе перехоäа из состояния  = н, L = 0 в состояние
 = к, L = 0, так как иìеþт ìесто уравнения (1).
Так как при торìожении КА управëяþщий ìо-

ìент М направëен строãо против кинети÷ескоãо ìо-
ìента L, то ìоìент на÷аëа торìожения ìожет бытü
спроãнозирован äостато÷но то÷но. Дëитеëüностü ос-
тановки вращения равна  = L/m0. Моìент на÷аëа
у÷астка торìожения опреäеëяется усëовиеì

4arcsin  = ,

ãäе qj — коìпоненты кватерниона рассоãëасования

(t) é к (j = 0, 1, 2, 3); i — проекöии вектора уã-
ëовой скорости КА w на оси связанной с КА сис-
теìы коорäинат; K = Jw– веëи÷ина кинети÷еско-
ãо ìоìента КА. Гаøение кинети÷ескоãо ìоìента
на у÷астке торìожения осуществëяется по ëиней-
ноìу закону: L(t) = Lmax – т0(t – tт), ãäе tт — ìо-
ìент на÷аëа торìожения.
Опреäеëение ìоìента вреìени tт по факти÷ескиì

(изìеренныì зна÷енияì) параìетраì äвижения (уã-
ëовоìу рассоãëасованиþ и уãëовой скорости w)
повыøает то÷ностü привеäения КА в требуеìое со-
стояние  = к, w = 0.
Особенностüþ управëения кинети÷ескиì ìо-

ìентоì КА во вреìя разворота КА за ìиниìаëüное
вреìя явëяется то, ÷то при наëи÷ии возìущаþщих
ìоìентов Мв  0 зна÷ение кëþ÷евоãо параìетра
Lmax аëãоритìа оптиìаëüноãо управëения заранее
не известно. Поэтоìу при практи÷ескоì проекти-
ровании требуется преäваритеëüно реøитü заäа÷у
опреäеëения оптиìаëüноãо зна÷ения ìоäуëя кине-
ти÷ескоãо ìоìента КА на у÷астке ìежäу разãоноì
и торìожениеì.

Задача выбора оптимального модуля
кинетического момента

Дëя КА с инерöионныìи испоëнитеëüныìи ор-
ãанаìи (сиëовыìи ãироскопаìи) крайне важно оп-
реäеëитü такое зна÷ение параìетра Lmax, ÷тобы во
вреìя äвижения КА вокруã öентра ìасс эвоëþöия
вектора G суììарноãо кинети÷ескоãо ìоìента
систеìы ãироäинов не привеëа к выхоäу еãо за пре-
äеëы обëасти S возìожных зна÷ений ("насыщения"
систеìы ãироäинов не наступит), и "разãрузки",
т. е. снятия накопëенноãо кинети÷ескоãо ìоìента
систеìы ãироäинов за с÷ет приëожения ìоìента
сиë иной прироäы (ìаãнитноãо, вкëþ÷ениеì реак-
тивных äвиãатеëей ориентаöии и äр.) не по-
требоваëосü бы. Такие äвижения КА с÷итаþтся äо-
пустиìыìи (в сìысëе управëения ориентаöией КА
без "разãрузки" систеìы ãироäинов). При этоì за-
пас кинети÷ескоãо ìоìента систеìы ãироäинов
äоëжен бытü ìаксиìаëüныì, ÷то позвоëит уìенü-

øитü вероятностü заäействования äруãих (кроìе
ãироäинов) среäств управëения ориентаöией
(наприìер, реактивных äвиãатеëей) äаже при äей-
ствии на КА возìущаþщеãо ìоìента.
В сëу÷ае нуëевых ãрани÷ных усëовий L(0) =

= L(Т) = 0 реаëизуется тоëüко оäин еäинственный
тип äвижения: первый у÷асток — разãон КА с ìак-
сиìаëüныì управëяþщиì ìоìентоì M = m0 äо
наступëения равенства L = Lmax, äаëее у÷асток
äвижения КА с постоянныì по ìоäуëþ кинети÷е-
скиì ìоìентоì L = Lmax (с выпоëнениеì ра-
венств (9), (10)) и затеì сиììетри÷ный у÷асток
торìожения КА с ìаксиìаëüныì управëяþщиì
ìоìентоì M = m0 äо поëной остановки КА
(МL). Изìенение ìоäуëя кинети÷ескоãо ìоìента
G систеìы сиëовых ãироскопов во вреìя разворота
таково, ÷то на у÷астках разãона и торìожения
d G/dt  const (так как ìоìент М управëяþщих
сиë наìноãо боëüøе возìущаþщеãо ìоìента Мв),
при÷еì в боëüøинстве сëу÷аев ìожно с÷итатü
d G/dt  = d G/dt , ãäе tр — ìоìент
окон÷ания разãона; tт — ìоìент на÷аëа торìожения.
В ãипотети÷ескоì сëу÷ае, коãäа Мв = 0, разãон КА
ìожно осуществëятü äо наступëения ситуаöии
L = R0, так как в этоì иäеаëüноì сëу÷ае L = G
и в интерваëе ìежäу разãоноì и торìожениеì
d G/dt = 0 (напоìниì, R0 — раäиус сферы, впи-
санной в обëастü S возìожных зна÷ений кинети-
÷ескоãо ìоìента G систеìы сиëовых ãироскопов).
В реаëüных усëовиях поëета Мв  0 и поэтоìу

L + G  0, а зна÷ит на у÷астке ноìинаëüноãо вра-
щения (коãäа L(t) = const) в общеì сëу÷ае
d G/dt 0. При наëи÷ии возìущаþщих ìоìен-
тов Мв  0 возникает пробëеìа — какиì äоëжно
бытü зна÷ение Lmax, ÷тобы äо окон÷ания ìаневра
возìожное увеëи÷ение веëи÷ины G быëо ìенüøе
R0 – Lmax. Хотя возìущения Мв ìоãут "поìоãатü"
развороту КА (при этоì d G/dt < 0), но ãаранти-
роватü, ÷то такое поëожение вещей буäет проäоë-
жатüся на всеì отрезке вреìени [0, tт], никак неëüзя.
Поэтоìу при выборе оптиìаëüноãо зна÷ения Lmax
необхоäиìо у÷итыватü наихуäøий сöенарий —
с÷итатü возìущения Мв ìаксиìаëüно возìожныìи
по веëи÷ине и направëенныìи против кинети÷е-
скоãо ìоìента L корпуса КА. Тоãäа dG/dt = Мв
и d |G|/dt = Мв рас, ãäе Мв рас — ìаксиìаëüно

возìожная веëи÷ина возìущаþщеãо ìоìента Мв
(т. е. Мвm Мв рас). Повеäение ìоäуëя кинети÷е-
скоãо ìоìента G ãиросистеìы, коãäа dG/dt l 0,
сëеäуþщее:

G(t) = L(t) + Мвdt,

а разниöа относитеëüно L(t) составит G m Мв рас tт =
= (Т – т)Мв рас, ãäе т — äëитеëüностü торìожения;
G = G. Мы рассìатриваеì тоëüко отрезок вреìени

K q2
2 q3

2
+

J22 2 J33 2+
--------------------------------------

K 2 2
2 3

2
+

m0 J22 2 J33 2+
--------------------------------------------

~

t tр t tт

max
tр < t < tт

 
0

tт





70 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 1, 2018

[0, tт] потоìу, ÷то при торìожении КА dG/dt < 0 (так
как Мвn m0). "Насыщение" систеìы сиëовых ãи-
роскопов ìожет наступитü в преäеëüноì сëу÷ае, есëи
выпоëняется равенство L(tр) + (Т – т)Мв рас = R0.
Такиì образоì, äоëжно выпоëнятüся соотноøе-
ние: Lmax < R0 – (Т – т)Мв рас. Мы заинтересованы
в тоì, ÷тобы Lmax быëо как ìожно боëüøе (äëя ìи-
ниìизаöии вреìени Т). Оäнако с увеëи÷ениеì Lmax
запас R = R0 – Lmax уìенüøается, ÷то в своþ о÷ереäü
повыøает вероятностü наступëения "насыщения"
ãиросистеìы (выпоëнения равенства G = R0). Зäесü
становится актуаëüной заäа÷а ìаксиìаëüноãо испоëü-
зования запаса кинети÷ескоãо ìоìента R0 – L
äëя коìпенсаöии преäпоëаãаеìых возìущаþщих
ìоìентов Мв. Запиøеì уравнение, устанавëиваþ-
щее связü ìежäу оöенкой ìаксиìаëüноãо зна÷ения
возìущаþщих ìоìентов Мв рас и рас÷етныì зна-
÷ениеì Lmax. Нетруäно показатü, ÷то äëя вращений
тверäоãо теëа, уäовëетворяþщих уравненияì (5), (7),
справеäëиво равенство

|L|dt = const = SL,

ãäе веëи÷ина SL опреäеëяется искëþ÷итеëüно ква-
тернионоì разворота p =  é к и инерöионны-
ìи характеристикаìи КА J1, J2, J3 [6]. Есëи при-
нятü, ÷то на у÷астках разãона и торìожения ìоäуëü
кинети÷ескоãо ìоìента изìеняется по ëинейноìу
закону d L/dt = т, ãäе т — ìаксиìаëüная ско-
ростü изìенения ìоäуëя кинети÷ескоãо ìоìента,
то буäут справеäëивы сëеäуþщие соотноøения:

|L|dt = Lmax(Т – т) иëи Lmax(Т – Lmax/т) = SL 

(так как tр  т = Lmax/т).

Поëу÷иëи систеìу äвух уравнений. Выпиøеì
эти уравнения:

Lmax(Т – Lmax/т) = SL и Gmax  Lmax + Мв рас(Т – 
– Lmax/т) = Lmax + Мв расSL/Lmax.

Так как вращение КА без "разãрузки" систеìы ãи-
роäинов возìожно, есëи Gmax < R0, то оптиìаëüное
зна÷ение параìетра Lmax нахоäиì из уравнения

Lmax + Мв расSL/Lmax = R0.

Реøениеì посëеäнеãо уравнения относитеëüно
переìенной Lmax явëяется

Lmax = (R0 + )/2,

ãäе R0 — априорно известная веëи÷ина (зна÷ения
SL и Мв рас также известны).
Чтобы вреìя разворота Т быëо ìиниìаëüныì,

оптиìаëüныì Lmax буäет наибоëüøее зна÷ение,
уäовëетворяþщее усëовиþ Lmax + Мв расSL/Lmax < R0
(о÷евиäно Lmax < R0). Дëитеëüностü ìаневра Т 

 SL/Lmax + Lmax/т0. При m0   веëи÷ины tр  0,
т  0 и SL = LmaxТ; поэтоìу R0 – Lmax = Мв расТ =
= Мв расSL/Lmax.
Есëи ìы не ìожеì утвержäатü, ÷то Мв n m0,

то вреìя разãона (торìожения)  оöенивается ве-
ëи÷иной  = Lmax/(m0 – Мв рас). Крити÷ескиì яв-
ëяется зна÷ение Мв рас (обозна÷иì еãо Мкр), при
котороì разворот из поëожения н в поëожение к
еще возìожен без наруøения требования Gm R0.
Оно равно Мкр = /4SL. С у÷етоì äействия возìу-
щаþщеãо ìоìента Мв, априорно неизвестноãо по ве-
ëи÷ине, оптиìаëüныì зна÷ениеì буäет Lmax = R0/2.

Компьютерная апробация алгоритма
оптимального управления

Рассìотриì разворот КА на 150° из на÷аëüноãо
поëожения н, коãäа оси КА совпаäаþт с осяìи опор-
ноãо базиса I, в заäанное коне÷ное поëожение к;
эëеìенты кватерниона к равны: 0 = 0,2598202;
1 = 0,6834345; 2 = 0,5913393; 3 = 0,3401890. С÷и-
таëосü, ÷то R0 = 60 H•ì•c; J1 = 1760 кã•ì2; J2 =
= 6320 кã•ì2; J3 = 6010 кã•ì2. Мощностü испоëни-
теëüных орãанов характеризуется веëи÷иной m0 =
= 2,5 Н•ì (управëяþщий ìоìент М оãрани÷ен
сферой (11)). Посëе реøения кинеìати÷еской за-
äа÷и разворота (заäа÷и оптиìаëüноãо разворота в
иìпуëüсной постановке) быëи поëу÷ены сëеäуþщие
резуëüтаты: p0 = {0,107354; –0,031616; 0,993718} и
cР = p0 (так как н = 1). Интеãраë SL = 10195 кã•ì2.
Преäпоëожиì, ÷то по экспертныì оöенкаì

суììарный возìущаþщий ìоìент Мв не превы-
øает по веëи÷ине Мв рас = 0,05 H• ì. Поэтоìу
оптиìаëüное зна÷ение оöениì как Lmax < (R0 +

+ )/2 = 49,75 H•ì•c. Приниìаеì

Lmax = 49,7 H•ì•c. Рас÷етное вреìя разãона (тор-
ìожения)  = 19,9 с. Резуëüтаты ÷исëенноãо ìоäе-
ëирования проöесса разворота при оптиìаëüноì
управëении преäставëены на рис. 1, 2. На рис. 1
изображены ãрафики изìенения оптиìаëüных
функöий L1(t), L2(t), L3(t) по вреìени, на рис. 2 —
ãрафики изìенения коìпонент кватерниона (t) те-
кущей ориентаöии. По резуëüтатаì ìоäеëирования
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ìоìент окон÷ания разãона tр = 19,9 с, ìоìент на-
÷аëа торìожения tт = 205,2 с. Общая äëитеëüностü
ìаневра составиëа Т = 225,1 с. Необхоäиìо отìетитü,
÷то L1(t), соответствуþщая проäоëüной оси КА, —
знакопостоянная функöия вреìени (это свойство
набëþäается при ëþбых со÷етаниях ãрани÷ных
зна÷ений н и к).

Заключение

В статüе иссëеäуется пробëеìа повыøения ìа-
невренности КА путеì оптиìизаöии управëения
кинети÷ескиì ìоìентоì при разворотах в требуе-
ìое поëожение. Выписаны усëовия оптиìаëüности
режиìа переориентаöии без "разãрузки" ãиросис-
теìы и изу÷ены свойства оптиìаëüноãо простран-
ственноãо (трехìерноãо) разворота. Реøение заäа÷и
оптиìаëüноãо управëения основано на кватернион-
ноì äифференöиаëüноì уравнении, связываþщеì
кинети÷еский ìоìент КА с кватернионоì ориен-
таöии связанной систеìы коорäинат. Необхоäи-
ìые усëовия ìаксиìаëüноãо быстроäействия запи-
саны в анаëити÷ескоì виäе. В общеì сëу÷ае опти-
ìаëüный ìаневр äеëится на три характерных фазы:
раскрутка КА äо ìаксиìаëüно äопустиìоãо кине-
ти÷ескоãо ìоìента Lmax, вращение с постоянныì
по ìоäуëþ кинети÷ескиì ìоìентоì и ãаøение уãëо-
вой скорости äо нуëя. Заäа÷а управëения ориента-
öией своäится к реøениþ трех заäа÷ — наискорей-
øеìу сообщениþ КА требуеìоãо кинети÷ескоãо
ìоìента, вращениþ КА с рас÷етной скоростüþ
äвижения и ìаксиìаëüно быстроìу торìожениþ
(успокоениþ) КА. На у÷астках разãона и торìоже-
ния управëяþщий ìоìент ìаксиìаëüно возìож-
ный и параëëеëен вектору кинети÷ескоãо ìоìента.
Гëавныì отëи÷иеì от известных пубëикаöий

явëяется то, ÷то хотя в заäа÷е (1)—(2) Lmax — по-
стоянная веëи÷ина, саìо зна÷ение Lmax поäëежит
оптиìизаöии. Даны кëþ÷евые соотноøения и
уравнения äëя оптиìаëüноãо äвижения, которые
опреäеëяþт проãраììу изìенения кинети÷ескоãо
ìоìента КА. Привоäится усëовие äëя опреäеëения
ìоìента на÷аëа торìожения, испоëüзуþщее теку-
щие параìетры äвижения (инфорìаöиþ об уãëовоì

поëожении и изìерения уãëовой скорости КА), ÷то
существенно повыøает то÷ностü привеäения КА в
требуеìое поëожение. Поäробно иссëеäуется про-
бëеìа нахожäения оптиìаëüноãо ìоäуëя кинети-
÷ескоãо ìоìента ìежäу разãоноì и торìожениеì,
есëи КА развора÷ивается в усëовиях возìущений.
Поëу÷ены форìаëизованные уравнения и найäены
рас÷етные выражения äëя вы÷исëения зна÷ения
Lmax при известных усëовиях разворота — на÷аëü-
ноãо и коне÷ноãо поëожений КА и еãо инер-
öионных характеристик. Параìетр Lmax закона уп-
равëения расс÷итывается так, ÷тобы запас кинети-
÷ескоãо ìоìента систеìы ãироäинов позвоëиë
искëþ÷итü привëе÷ение äруãих орãанов управëения
(кроìе ãироäинов) äëя соверøения ìаневра и еãо
заверøения с у÷етоì äействуþщих возìущений.
Преäставëены резуëüтаты ÷исëенноãо ìоäеëирова-
ния äвижения КА в соответствии с разработанныì
способоì управëения. Преäëаãаеìый аëãоритì уп-
равëения переориентаöией КА с инерöионныìи
испоëнитеëüныìи орãанаìи позвоëяет уìенüøитü
вреìя разворота на 25...35 %.
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The problem of improvement of maneuverability of a spacecraft which is controlled by inertial actuators (system of powered
gyroscopes, by gyrodynes) is considered. We suggest to increase speed of implementation of rotary maneuvers by optimization
of control algorithms of spacecraft motion. The task of construction of optimal laws of variation in the angular momentum vector
of a spacecraft as control function so as to ensure the transition of the spacecraft from an arbitrary initial attitude to the required
final angular position at minimal time has been solved completely. Main difference is the necessity of determining during op-
timization the maximum admissible magnitude of the angular momentum since it is unknown a priori. The problem is solved
by using Pontryagin’s maximum principle, and solution is based on the quaternion differential equation relating the vector of
spacecraft angular momentum to the quaternion of orientation of the body-fixed coordinate system.

The optimality conditions of reorientation regime without "unloading" of the gyro-system are written in analytical form,
and the properties of optimal motion are studied. Key relations and the equations for construction of the optimal control pro-
gram are given. The condition for determination of the moment of the beginning of the braking which uses current parameters
of motion (information on angular position of a spacecraft and measurements of angular velocity) was given, it considerably
improves accuracy of spacecraft transfer into a required position. The aspects of determination of optimal modulus of angular
momentum between acceleration and braking if spacecraft rotates under disturbances are discussed in detail. The formalized
equations are derived, and computational expressions for calculating the optimal value of the key parameter of control law
are obtained. Results of the mathematical simulation of the spacecraft motion under the designed control method are presented.
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