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Pобастное упpавление объектом с pаспpеделенным запаздыванием 
и неизвестным поpядком математической модели

Введение

Оäной из основных пpобëеì теоpии автоìати-
÷ескоãо упpавëения äинаìи÷ескиìи объектаìи яв-
ëяется пpоектиpование аëãоpитìи÷ескоãо обеспе÷е-
ния pеãуëиpуþщих устpойств в усëовиях апpиоpной
неопpеäеëенности паpаìетpов ìатеìати÷еских ìо-
äеëей объектов и пpи наëи÷ии внеøних неизìе-
pяеìых возìущений. В таких усëовиях пpоекти-
pуеìая систеìа упpавëения äоëжна обеспе÷иватü
выпоëнение основной öеëи упpавëения, напpиìеp,
сëежение за этаëонныì сиãнаëоì с тpебуеìой то÷-
ностüþ, ÷то возìожно осуществитü, есëи скоìпенси-
pоватü паpаìетpи÷ескуþ неопpеäеëенностü и внеø-
ние возìущения. Оäниì из основных поäхоäов к
pеøениþ этой заäа÷и явëяется испоëüзование pо-
бастных систеì упpавëения. Достато÷но поäpобно
эта пpобëеìа изëожена в pаботе [1], ãäе пpивоäится
кëассификаöия заäа÷ пpоектиpования pобастных
систеì упpавëения и pазëи÷ных типов возìущений.
Особое ìесто в этой пpобëеìе заниìаþт объек-

ты, äинаìи÷еские пpоöессы в котоpых описываþтся
äиффеpенöиаëüныìи уpавненияìи с посëеäейст-
виеì. В зависиìости от типа посëеäействия ìате-
ìати÷еские ìоäеëи äеëятся на ÷етыpе основных
кëасса: систеìы с запазäываниеì по состояниþ,
упpавëениþ, нейтpаëüноãо типа и с pаспpеäеëен-
ныì запазäываниеì pазëи÷ных виäов (т. е. оно тоже
ìожет бытü по состояниþ, упpавëениþ и нейтpаëü-
ноãо типа). Кажäый их этих типов объектов тpебует
своих ìетоäов и поäхоäов äëя постpоения систеì
упpавëения в усëовиях неопpеäеëенности.
В настоящее вpеìя иìеется ìноãо пубëикаöий

по пpиìенениþ pазëи÷ных ìетоäов äëя упpавëе-
ния объектаìи с посëеäействиеì в усëовиях апpи-
оpной неопpеäеëенности. В pаботе [2] синтезиpу-
ется набëþäатеëü äëя неëинейноãо объекта с запаз-
äываниеì, а в pаботе [3] синтезиpуется аëãоpитì

аäаптивной синхpонизаöии äëя объекта с нестаöио-
наpныì äискpетныì и pаспpеäеëенныì запазäыва-
ниеì по состояниþ. В статüях [4, 5] заäа÷а синхpо-
низаöии pеøается с поìощüþ аäаптивноãо поäхоäа,
а в pаботе [6] — как обы÷ная систеìа с обpатной
связüþ. В статüях [7—9] pеøены заäа÷и pобастноãо
упpавëения äëя неëинейноãо объекта с запазäыва-
ниеì по состояниþ и äëя нейтpаëüноãо типа соот-
ветственно. В pаботе [10] испоëüзование спеöиаëü-
ных фиëüтpов позвоëиëо pеøитü заäа÷у pобастной
стабиëизаöии äëя оäноãо кëасса неëинейных объ-
ектов с запазäываниеì. В pаботах [11, 12] pеøены
заäа÷и pобастноãо упpавëения äëя объектов с запаз-
äываниеì по состояниþ и упpавëениþ. В äанной
статüе pезуëüтаты, поëу÷енные в статüе [11], ис-
поëüзуþтся äëя постpоения аëãоpитìа упpавëения
объектоì с pаспpеäеëенныì запазäываниеì, коãäа
неизвестен поpяäок ìатеìати÷еской ìоäеëи.

1. Постановка задачи

Pассìотpиì объект упpавëения, ìатеìати÷еская
ìоäеëü котоpоãо вкëþ÷ает уpавнение состояния и
уpавнение выхоäа:

(t) = Ax(t) + D y(t + θ)dθ + Bu(t) + Γf(t),

x(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [–h, 0], (1.1)

y(t) = Cx(t),

ãäе x(t) ∈ n — вектоp состояния с неизвестной pаз-
ìеpностüþ n; u(t), y(t) — скаëяpные упpавëяþщее
возäействие и pеãуëиpуеìая пеpеìенная; f(t) —
скаëяpное внеøнее возìущение; ϕ(θ) — непpеpыв-
ная на÷аëüная функöия; h — вpеìя запазäывания;
A, D, В, Γ, С — ÷исëовые ìатpиöы соответствуþщих
pазìеpностей.

Pешается задача pобастного упpавления объектом с pаспpеделенным запаздыванием, когда на него действуют огpаничен-
ные внешние возмущения, а поpядок и паpаметpы математической модели неизвестны. Получен алгоpитм упpавления, позво-
ляющий компенсиpовать апpиоpную неопpеделенность паpаметpов и существенно подавить внешние огpаниченные возмущения.
Пpиводится числовой пpимеp и pезультаты моделиpования.
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Тpебуется поëу÷итü аëãоpитì упpавëения, обес-
пе÷иваþщий выпоëнение öеëевоãо усëовия

|у(t) – yì(t)| < δ, пpи t l T0, (1.2)

ãäе веëи÷ина δ > 0 хаpактеpизует то÷ностü упpав-
ëения, T0 — вpеìя, по исте÷ении котоpоãо с на÷аëа
функöиониpования систеìы äоëжно выпоëнятüся
öеëевое неpавенство, yì(t) — заäаþщее возäействие.
Буäеì pеøатü сфоpìуëиpованнуþ заäа÷у пpи

сëеäуþщих оãpани÷ениях. 
Д о п ущ е н и я. 
1. Паpа (А, В) — упpавляема, а паpа (А, С) — на-

блюдаема.
2. Уpавнение (1.1) является минимально-фазовым,

т. е. квазиполином CAdjΛ(s)В является гуpвицевым,
где s — комплексная пеpеменная в пpеобpазовании
Лапласа, Λ(s) = (Is – A – DCσ(s)), I — единичная мат-
pица, AdjΛ(s) — пpисоединенная матpица (тpанспо-
ниpованная матpица алгебpаических дополнений
матpицы Λ(s)),

σ(s) = esθdθ = .

3. У пеpедаточной функции по упpавлению W(s) =
= СΛ–1(s)В поpядки квазиполиномов n и m знамена-
теля и числителя являются неизвестными величинами.

4. Известны величины: максимально возможные
значения n и γ = n – m, котоpые обозначим симво-
лами , , а также диапазоны возможных значений
элементов матpиц А, D, B, Γ, C. Высокочастотный
коэффициент усиления пеpедаточной функции по
упpавлению может менять свой знак в пpоцессе
функциониpования системы, но не чаще, чем длитель-
ность пеpеходного пpоцесса в замкнутой системе.

5. Внешнее возмущение f(t) и задающее воздействие
уì(t) являются гладкими огpаниченными функциями.

6. Пpоизводные pегулиpуемой пеpеменной и упpав-
ляющего воздействия не измеpяются.

2. Метод pешения 

Пpеобpазуеì уpавнение (1.1) в фоpìу вхоä—вы-
хоä и пpиìениì пpеобpазования Лапëаса:

(Q1(s) – Q2(s)σ(s))y(s) = (kR1(s) + R2(s)σ(s))u(s) +
+ (S1(s) + S2(s)σ(s))f(s) + K(s), (2.1)

ãäе y(s), x(s), u(s), f(s) — изобpажение Лапëаса функ-
öий y(t), x(t), u(t), f(t) соответственно; K(s) — изо-
бpажение Лапëаса на÷аëüных усëовий;

Q1(s) + Q2(s)σ(s) = detΛ(s),

kR1(s) + R2(s)σ(s) = CAdjΛ(s)В,

S1(s) + S2(s)σ(s) = CAdjΛ(s)Γ,

пpи÷еì поëиноìы Q1(s), R1(s) явëяþтся ноpìиpо-
ванныìи, так ÷то k — высоко÷астотный коэффи-
öиент усиëения, а поpяäки поëиноìов 

degQ1(s) = n, degQ2(s) m n – 1,
degR1(s) = m, degR2(s) m m – 1,

degS1(s) m n – 1, degS2(s) < degS1(s).

Такиì обpазоì, пеpеäато÷ная функöия по упpав-
ëениþ иìеет виä

W(s) =  = .

Пpеобpазуеì уpавнение (2.1). Воспоëüзуеìся сëе-
äуþщиì о÷евиäныì поëиноìиаëüныì pавенствоì:

Q3(s)M(s) = Q1(s)S0(s) + N(s). (2.2)

Зäесü degQ3(s) = , degM(s) =  – 1, degS0(s) =
=  – m – 1, degN(s) =  +  – 1, поëиноìы Q3(s),
M(s) — ноpìиpованы, Q3(s), M(s), S0(s) — ãуpвиöевы.
Так как degQ3(s)M(s) = degN(s), то всеãäа сущест-
вует поëиноì N(s), обеспе÷иваþщий pавенство (2.2)
äëя ëþбых поëиноìов Q3(s), M(s), Q1(s), S0(s).
Уìножиì уpавнение (2.2) на y(s) и в пеpвое сëа-

ãаеìое пpавой ÷асти поäставиì y(s), опpеäеëенное
из уpавнения (2.1):

y(s) = (–Q2(s)σ(s)y(s) + (kR1(s) +

+ R2(s)σ(s))u(s) + (S1(s) + S2(s)σ(s))f(s) + K(s)),

в pезуëüтате ÷еãо поëу÷иì

Q3(s)М(s)y(s) =
= S0(s)(–Q2(s)σ(s)y(s) + (kR1(s) + R2(s)σ(s))u(s) +

+ (S1(s) + S2(s)σ(s))f(s) + K(s)) + N(s)y(s).

Pазäеëиì поëу÷енное уpавнение на поëиноì M(s)
и выäеëиì öеëые ÷асти в непpавиëüных äpобях:

 = k + ;

 = N2(s) + ;

 = G1(s) + .

Зäесü degN1(s) m  – 2, degN2(s) = , degN3(s) m
m  – 2, degG1(s) m γ – 1.

Pазëожиì ìноãо÷ëен G1(s) на суììу äвух состав-
ëяþщих G1(s) = G4(s) + G3(s), ãäе degG4(s) =  – 1.
Усëовия äëя выбоpа поëиноìов Q3(s) и G4(s) буäут
пpивеäены в äаëüнейøеì. Испоëüзуя поëу÷енные
pазëожения, поëу÷иì

Q3(s)y(s) = –G4(s)σ(s)y(s) + ku(s) + ψ1(s); (2.3)

ψ1(s) = – G3(s) + σ(s)y(s) +

+ u(s)+ N2(s) + y(s) +

+ f(s) + . (2.4)

Такиì обpазоì, в pезуëüтате выпоëненных пpе-
обpазований в уpавнении (2.3) поëу÷иëи уpавне-
ния с известныìи поpяäкаìи поëиноìов и их ко-
эффиöиентов. Вся неопpеäеëенностü, связанная с
неизвестныì поpяäкоì уpавнения (2.1), еãо паpа-
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ìетpаìи, а также с на÷аëüныìи усëовияìи и внеø-
ниìи возìущенияìи соäеpжится в оpиãинаëе
функöии ψ1(t).
Выпоëнив обpатное пpеобpазование Лапëаса,

поëу÷иì уpавнение

Q3(P)y(t) + G4(P) y(t + θ)d θ = ku(t) + ψ1(t), (2.5)

ãäе P = d/dt — опеpатоp äиффеpенöиpования, ψ1(t) —
оpиãинаë изобpажения по Лапëасу ψ1(s). Составиì
уpавнение äëя оøибки e(t) = y(t) – уì(t):

Q3(P)e(t) + G4(P) e(t + θ)dθ = ku(t) + ψ2(t); (2.6)

ψ2(t) = ψ1(t) – Q3(P)yì(t) – G4(P) yì(t + θ)dθ. (2.7)

Пpеобpазуеì уpавнение (2.6) в вектоpно-ìат-
pи÷нуþ фоpìу:

(t) = A1ε(t) + D1 e(t + θ)dθ + B0(ku(t) + ψ2(t));

e(t) = C0ε(t), (2.8)

ãäе ε ∈ , С0 = [1, 0, ..., 0],

B0 = , D1 = , A1 = , q = ,

 — нуëевая ìатpиöа-стpока; g1, ...,  — коэф-

фиöиенты поëиноìа G4(s); q1, ...,  — коэффиöи-

енты ìноãо÷ëена Q3(s);  — еäини÷ная ìатpиöа

поpяäка (  – 1) Ѕ (  – 1). Эти коэффиöиенты вы-
биpаþтся так, ÷тобы pеøениеì уpавнения

НА1 + H + hНD1С0 Н = –hΦ0 – Λ0(2.9)

быëа поëожитеëüно-опpеäеëенная ìатpиöа Н, а по-
ëожитеëüно-опpеäеëенные ìатpиöы Φ0 и Λ0 поäби-
pаþтся в пpоöессе pеøения так, ÷тобы поëу÷итü
тpебуеìый pезуëüтат.
В этоì сëу÷ае уpавнение (2.5) буäет асиìптоти-

÷ески устой÷ивыì, есëи ψ2(t) = 0.
Спpавеäëивостü этоãо утвеpжäения ëеãко обосно-

ватü, есëи вы÷исëитü пpоизвоäнуþ от функöионаëа

V(t) = εт(t)Hε(t) + dθ εт(λ)Φ0ε(λ)dλ

на тpаектоpиях систеìы (2.6), поëожив ψ2(t) = 0,
u(t) = 0.
Сфоpìиpуеì упpавëение в виäе

u(t) = αφ(t)ϑ(t), α > 0, (2.10)

ãäе ϑ(t) — новое упpавëяþщее возäействие, сиãнаë
φ(t) сëужит äëя коìпенсаöии неопpеäеëенности
знака коэффиöиента k.
Функöии φ(t) фоpìиpуþтся сëеäуþщиì обpа-

зоì [13]:

φ(t) = (2.11)

φ(0) = 1,

ãäе t0 — вpеìя пеpекëþ÷ения, w(e(t–τ)) = 1 – ρe2(t – τ),
τ — вpеìя сpабатывания тpиããеpа со с÷етныì вхо-
äоì и с бëокиpовкой вхоäа на вpеìя t1 посëе пеpе-
кëþ÷ения, ρ > 0. На÷аëüное усëовие φ(0) = 1 соот-
ветствует тоìу, ÷то знак высоко÷астотноãо коэф-
фиöиента усиëения k явëяется поëожитеëüныì.
Это соответствует отpиöатеëüной обpатной связи.
Есëи в ìоìент вкëþ÷ения систеìы выпоëнено

усëовие signw(e(0)) l 0, то функöия φ(t) не изìе-
няется. Есëи в ìоìент вpеìени t0 – τ выпоëнится
усëовие signw(e(t0 – τ)) < 0, то функöия φ(t) изìе-
няет свой знак на пpотивопоëожный и сохpаняет
это зна÷ение на отpезке вpеìени [t0, t0 + t1]. В ìо-
ìент вpеìени t > t0 + t1 бëокиpовка сниìается, и
φ(t) опpеäеëяется соãëасно аëãоpитìу (2.9). Чисëо ρ
выбиpается из усëовия 1 – ρe2(0) > 0.
Есëи коэффиöиент k изìеняет свой знак в пpо-

öессе функöиониpования систеìы, то äëя уìенü-
øения ска÷ков оøибок жеëатеëüно зна÷ение ρ
уìенüøитü по исте÷ении некотоpоãо вpеìени τ1 и
выбpатü еãо из усëовия 1 – ρ  = 0, ãäе еäоп яв-
ëяется äопустиìой оøибкой пpи коppекöии знака
обpатной связи. Такиì обpазоì, за искëþ÷ениеì
коpотких пpоìежутков вpеìени, pавных вpеìени
сpабатывания коppектиpуþщеãо устpойства, ÷то
пpоисхоäит пpи изìенении знака обpатной связи,
буäет спpавеäëиво pавенство

φ(t)signk = 1. (2.12)

Поэтоìу сìена знака pавносиëüна äействиþ на
вхоä объекта иìпуëüсноãо возìущения.
В pаботе [13] пpеäëожена схеìа устpойства коp-

pекöии обpатной связи, котоpая пpивеäена на pис. 1.
Пpи вкëþ÷ении систеìы в поäсистеìе, ãäе обpат-

ная связü поëожитеëüная, оøибка pастет, и веëи-
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Pис. 1. Устpойство коppекции знака обpатной связи
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÷ина 1 – ρе2(t) становится отpиöатеëüной. Откpы-
вается кëþ÷ K, и сpабатывает тpиããеp, а функöия
φ(е(t)) ìеняет знак на пpотивопоëожный. Пpи этоì
запускается фоpìиpоватеëü иìпуëüсов F. Чеpез пpо-
ìежуток вpеìени τ1 сиãнаëоì с устpойства t устанав-
ëивается новое зна÷ение веëи÷ины ρ. Это устpой-
ство сpабатывает от опоpноãо сиãнаëа. Фоpìиpо-
ватеëü F, фоpìиpуþщий иìпуëüс äëитеëüностüþ t1,
заäниì фpонтоì выкëþ÷ает кëþ÷ K, и все устpой-
ство устанавëивается в pежиì ожиäания, коãäа ве-
ëи÷ина 1 – ρe2(t) станет отpиöатеëüной.
Дëя поäавëения возìущений необхоäиìо выäе-

ëитü сиãнаë, несущий инфоpìаöиþ о функöии
ψ(t), так как в ней сконöентpиpована вся апpиоp-
ная неопpеäеëенностü паpаìетpов ìатеìати÷еской
ìоäеëи объекта упpавëения и инфоpìаöия о внеø-
них неконтpоëиpуеìых возìущениях. Дëя этой öеëи
ввеäеì вспоìоãатеëüный контуp, äинаìи÷еские
пpоöессы в котоpоì описываþтся уpавнениеì

(t) = A1εb(t) + D1 e(t + θ)dθ + B0βϑ(t),

eb(t) = C0εb(t). (2.13)

Составиì уpавнение äëя вектоpа pассоãëасова-
ния z(t) = ε(t) – εb(t), поäставив (2.10) в (2.8) и вы-
÷итая (2.13) из (2.8):

(t) = A1z(t) + B0ψ(t), ζ(t) = C0z(t). (2.14)

Зäесü ψ(t) = ψ2(t) + (kφ(t)α – β)ϑ(t), z ∈ .
Пpиниìая во вниìание стpуктуpы ìатpиö в

уpавнении (2.14), поëу÷иì

ψ(t) = (t) + ζ(t), (2.15)

ãäе (t) — посëеäняя коìпонента вектоpа z(t). По-
этоìу иäеаëüный закон упpавëения описывается
уpавнениеì

ϑu(t) = – ( (t) + ζ(t)). (2.16)

Тоãäа уpавнение заìкнутой систеìы буäет
иìетü виä

(t) = A1ε(t) + D1 e(t + θ)dθ, e(t) = C0ε(t). (2.17)

Систеìа буäет асиìптоти÷ески устой÷ивой. Оä-
нако в соответствии с øестыì усëовиеì äопуще-
ний аëãоpитì (2.16) не pеаëизуеì. Поэтоìу буäеì
фоpìиpоватü упpавëяþщее возäействие в соответ-
ствии с фоpìуëой

ϑ(t) = – ( (t) + ζ(t)). (2.18)

Зäесü (t) — посëеäняя коìпонента вектоpа
состояния набëþäатеëя ξ(t)[14]:

(t) = F0ξ(t) + аmζ(t) + B1(ζ(t) – (t)),

(t) = C0ξ(t), (2.19)

ãäе ξ ∈ , F0 = ,  = ,

 — нуëевой вектоp-стоëбеö.

Чисëа b1, ...,  выбиpаþтся так, ÷тобы ìат-
pиöа F = F0 + В2С быëа ãуpвиöевой, μ — ìаëое по-
ëожитеëüное ÷исëо, aт = [–q1, ..., – , 0],  =
= [b1, ..., ], (t) — оöенка сиãнаëа ζ(t).
Сëеäует отìетитü, ÷то поpяäок вектоpа ξ(t) на еäи-

ниöу боëüøе, ÷еì это необхоäиìо пpи техни÷еской
pеаëизаöии, ÷то сäеëано äëя уäобства анаëити÷е-
ских пpеобpазований. Поэтоìу ввеäеì новуþ пе-
pеìеннуþ (t) = ψ(t) – ζ(t) и вектоp (t) =
= [zт(t), (t)]. Тоãäа уpавнение (2.14) пpиìет виä

(t) = F0 (t) + ζ(t) + B0( (t) – (t)),

ζ(t) = C0 (t). (2.20)

Зäесü  = [–q1, ..., – , 0, 0]. Вектоp ξ(t) яв-

ëяется оöенкой вектоpа (t). Ввеäеì вектоp ноp-

ìиpованных откëонений η(t) = Γ–1( (t) – ξ(t)), ãäе

Γ = diag{ , ..., μ, 1}. Вы÷итая (2.19) из (2.20), поëу-
÷иì уpавнение äëя ноpìиpованных откëонений η(t):

(t) = Fη(t) + B0( (t) – (t)). (2.21)

У т в е p ж ä е н и е. Пусть выполнены условия до-
пущений, и матpицы А1 и D1 выбpаны так, что спpа-
ведливо уpавнение (2.9). Тогда существует число μ0 > 0
такое, что пpи выполнении неpавенства μ0 > μ для сис-
темы (1.1), (2.10), (2.11), (2.13), (2.19) выполнено це-
левое условие (1.2).
Доказатеëüство пpивеäено в пpиëожении.
Дëя иëëþстpаöии pаботоспособности поëу÷ен-

ноãо аëãоpитìа упpавëения pассìотpиì ÷исëовой
пpиìеp. 
П p и м е p. Pассìотpиì объект упpавëения, ìа-

теìати÷еская ìоäеëü котоpоãо описывается сëеäуþ-
щиì уpавнениеì:

(t) = x(t) + y(t + θ)dθ +

+ u(t) + f(t), (3.1)

y(t) = [1 0 0 0]х(t);

x(θ) = 0, θ ∈ [–4, 0].
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∫
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z a ψ· qγ ζ
·

z

aт qγ 1–

z

z

μγ

η· 1
μ
-- ψ· qγ ζ

·

x·

a1 1 0 0

a2 0 1 0

a3 0 0 1

a4 0 0 0

d1

d2

d3

d4

h–

0

∫

0
b1

b2

b3

c1

c2

c3

c4



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 4, 2016 223

Кëасс неопpеäеëенйости заäан
неpавенстваìи:

–3 m аi m 3, –2 m сi m 2, i = ;

–4 m d1 < –1, –4 m d2 m 2,

–4 m d3 m 2, –4 m d4 m 1,

| f(t)| m 5, 0 m b1 m 2,
0 m b2 m 3, 4 m b3 m 5.

В äанноì сëу÷ае b1 и b2 ìоãут
бытü нуëевыìи. Поэтоìу относи-
теëüная степенü пеpеäато÷ной функ-
öии γ = n – m неизвестна. Известно
ее ìаксиìаëüное зна÷ение  = 4.
Ввоäится новое упpавëяþщее

возäействие ϑ(t):

u(t) = αφ(t)ϑ(t).

ãäе функöия φ(t) фоpìиpуется в соот-
ветствии с фоpìуëой (2.11), в котоpой
на÷аëüное зна÷ение ρ = 100, а ÷еpез
тpи секунäы оно становится pав-
ныì 200, t1 = 12 с.
Уpавнение вспоìоãатеëüноãо кон-

туpа (2.13) возüìеì в виäе

(t) εb(t)+ e(t + θ)dθ + βϑ(t);

eb(t) = [1 0 0 0]εb(t),

ãäе e(t) = y(t) – ym(t). Пpовеpиì спpавеäëивостü
ìатpи÷ноãо уpавнения (2.9). Возüìеì äиаãонаëü-
ные ìатpиöы Φ0 = diag{300 0,1  ...  0,1}, Λ0 = 0,1Φ0.
Тоãäа pеøениеì уpавнения (2.9) с то÷ностüþ äо
тpетüеãо знака явëяется сëеäуþщая ìатpиöа:

H = .

Уpавнения набëþäатеëя (2.19) иìеþт виä

Упpавëяþщее возäействие ϑ(t) буäеì фоpìиpо-
ватü в соответствии с фоpìуëой

ϑ(t) = – (λ( (t)) + 50ζ(t)).

Зäесü λ( (t)) — неëинейная функöия с насыще-
ниеì, котоpая ввоäится äëя оãpани÷ения упpавëяþ-
щеãо возäействия в ìоìент вкëþ÷ения систеìы в pа-
боту. Как отìе÷ает автоp, котоpыì быë пpеäëожен
такой набëþäатеëü [14], в ìоìент вкëþ÷ения вы-
хоäные сиãнаëы набëþäатеëя ìоãут бытü о÷енü
боëüøиìи. Поэтоìу в pаботе [14] pекоìенäуется
ввести оãpани÷ение на упpавëяþщее возäействие.
В äанноì сëу÷ае испоëüзуется тоëüко оäин сиãнаë
с набëþäатеëя, на котоpый и ввеäено оãpани÷ение:

λ( (t)) = 

На pис. 2, 3 пpеäставëены pезуëüтаты ìоäеëи-
pования пpи сëеäуþщих исхоäных äанных: а1 = –2,
а2 = 3, а3 = а4 = 2, d1 = –2, d2 = d3 = 2, d4 = 1,
h = 4 с, а = 0,2, β = 10, f(t) = 2sin0,2t + 3sin0,7t,
ym(t) = 3sin0,2t + 3sin0,3t, χ = 100, μ = 0,01. Все на-
÷аëüные усëовия нуëевые.
На÷аëüное зна÷ение высоко÷астотноãо коэффи-

öиента усиëения pавно –1, т. е. обpатная связü по-
ëожитеëüная. Чеpез кажäые 40 с еãо знак ìеняется
на пpотивопоëожный. Дëя ëþбых паpаìетpов из
заäанноãо кëасса неопpеäеëенности зна÷ение
оøибки посëе окон÷ания пеpехоäноãо пpоöесса не
пpевыøает 0,05. Есëи на÷аëüные усëовия не нуëе-

1 4,

γ

ε·b
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68– 0 0 1
50– 0 0 0
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h–

0

∫
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(t) = ξ3(t) – 40ζ(t) + (ζ(t) – ξ1(t));

(t) = ξ4(t) – 68ζ(t) + (ζ(t) – ξ1(t));

(t) = –50ζ(t) + (ζ(t) – ξ1(t))

ζ(t) = e(t) – eb(t).
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ξ· 4
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Pис. 2. Пеpеходные пpоцессы по упpавлению и ошибке:
b1 = 1, b2 = 3, b3 = 5, γ = 2

Pис. 3. Пеpеходные пpоцессы по упpавлению и ошибке:
b1 = 0, b2 = 1, b3 = 5, γ = 3
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вые, напpиìеp x(θ) = 1, θ ∈ [–4, 0], то необхоäиìо
на÷аëüное зна÷ение коэффиöиента ρ взятü pавныì
тpеì. В пеpехоäных пpоöессах по оøибке увеëи-
÷ится аìпëитуäа пеpвоãо иìпуëüса. Такиì обpа-
зоì, аëãоpитì упpавëения, поëу÷енный äëя  = 4,
pаботоспособен пpи äpуãих зна÷ениях γ.

Заключение

Pеøена заäа÷а pобастноãо упpавëения äëя объ-
екта, ìатеìати÷еской ìоäеëüþ котоpоãо явëяется
ëинейное уpавнение с pаспpеäеëенныì запазäыва-
ниеì. Пpи этоì коэффиöиенты уpавнения и еãо
поpяäок явëяþтся неизвестныìи. Кpоìе тоãо вы-
соко÷астотный коэффиöиент усиëения ìожет из-
ìенятü свой знак в пpоöессе функöиониpования
систеìы. Pезуëüтаты ìоäеëиpования показываþт,
÷то пpеäëоженный аëãоpитì упpавëения позвоëяет
поëу÷итü ка÷ественные пеpехоäные пpоöессы.

ПPИЛОЖЕНИЕ

Дëя äоказатеëüства утвеpжäения äокажеì ëеì-
ìу, котоpая явëяется анаëоãоì ëеììы [15], спpа-
веäëивой äëя систеì без запазäывания.
Л еì ì a. Пусть математическая модель систе-

мы имеет вид

(t) = f(xt(θ), μ1, μ2), х(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [–h, 0],(П.1)

где x ∈ n, μ1 ∈ , μ2 ∈ , xt(θ) = x(t + θ),
хt(θ) ∈ С [–h, 0]; C[–h, 0] — банахово пpостpанство
непpеpывных функций на отpезке [–h, 0]; ϕ(θ) — не-
пpеpывная начальная функция; f(xt(θ), μ1, μ2) — не-

пpеpывное отобpажение из  Ѕ [–h, 0] в n,
липшицево по xt(θ). Пусть система (П. 1) имеет ог-
pаниченную область диссипативности

D = {xt(θ):||V(xt(θ))|| m C}.

где V(xt(θ)) = V1(x(t)) + V2(xt(θ)) — непpеpывный по-
ложительно-опpеделенный функционал на C[–h, 0],

|V(xt(θ))| = |V(xt(θ))|;

V1(x(t)) — непpеpывная положительно опpеделенная
функция; V2(xt(θ)) — функциональная часть функ-
ционала V(xt(θ)). Пpедположим, что для некотоpых
значений θ1 > 0, ε > 0 пpи μ2 = 0 выполнено условие

f(xt(θ), μ1, 0) +

+  m –ε, (П.2)

когда ||V(xt(θ))|| = С. Тогда для достаточно малых
значений θ > 0, таких что |μ2| m θ, область диссипа-

тивности D = {xt(θ):||V(xt(θ))|| m C} остается обла-
стью диссипативности системы (П.1). 
Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë еì ìы. Ввеäеì обозна-

÷ение

Φ(μ2)= f(xt(θ),μ1,μ2)+

пpи ||V(xt(θ))|| = С. В сиëу тоãо, ÷то функöионаë
V(хt(θ)) и отобpажение f(xt(θ), μ1, μ2) непpеpывны
по μ2, функöия Φ(μ2) буäет непpеpывной по μ2. Так
как выпоëнено усëовие (П.2), т. е. Φ(0) < –ε, то буäет
существоватü θ > 0, такое, ÷то пpи выпоëнении не-
pавенства |μ2| m θ буäет выпоëнено усëовие Φ(μ2) < 0.
Это озна÷ает, ÷то обëастü äиссипативности остает-
ся пpежней.
Д о к a з a т е ë ü с т в о  у т в е pж ä е н и я. Поäста-

виì зна÷ение ϑ(t) из (2.18) в фоpìуëы (2.6) и (2.13)
и из уpавнений (2.8), (2.13), (2.14), (2.18), (2.19),
(2.21) поëу÷иì 

(t) = A1ε(t) + D1C0 ε(t + θ)dθ + B0 η(t),

e(t) = C0ε(t); (П.3)

(t)=A1εb(t)+D1C0 ε(t+θ)dθ–B0( (t)+ ζ(t)),

eb(t) = C0εb(t); (П.4)

(t) = F0ξ(t) + amζ(t) + B1(ζ(t) – (t));

(t) = C0ξ(t), ζ(t) = e(t) – eb(t); (П.5)

(t) = A1z(t) + B0ψ(t), ζ(t) = C0z(t); (П.6)

μ1 (t) = Fη(t) + μ2B0(( (t) – (t)),

ζ(t) – (t) = C0Tη(t), (П.7)

ãäе  = [0, ..., 0, 1], μ1 = μ2 = μ.

Пустü внеøние возäействия yì(t) = 0, f(t) = 0.
Тоãäа, пpиниìая во вниìание выражения (2.4), (2.7)
и фоpìуëу ψ(t) = ψ2(t) + (kφ(t)α – β)ϑ(t), поëу÷иì

ψ(t) = (t) + (kφ(t)α – β)ϑ(t),

ãäе (t) поëу÷ается из соотноøения (2.4) с у÷етоì

(2.7), коãäа уì(t) = 0, f(t) = 0. Зäесü

(s) = – G3(s) + σ(s)y(s) +

+ u(s) +

+ N2(s) + y(s) + .
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В этоì сëу÷ае систеìа (П. 3)—(П. 7) автоноìна,
и к ней пpиìениìа ëеììа. Пустü μ2 = о. Возüìеì
функöионаë Ляпунова—Кpасовскоãо

V(t) = εт(t)Hε(t) + ηт(t)H1η(t) +

+ dθ εт(λ)Φ0ε(λ)dλ, (П.8)

ãäе поëожитеëüно опpеäеëенные ìатpиöы H, Φ0
уäовëетвоpяþт уpавнениþ (2.9), а H1 явëяется pе-
øениеì уpавнения

H1F + F тH1 = –ρ1I, ρ1 > 0. (П.9)

Вы÷исëиì пpоизвоäнуþ от функöионаëа (П.8)
на тpаектоpиях систеìы (П.3), (П.7):

(t) = εт(t)(HA1 + H)ε(t) + 2εт(t) Ѕ

Ѕ (HD1C0 ε(t + θ)dθ + B0 η(t)) +

+ ηт(t) (H1F + F тH1)η(t) + hεт(t)Φ0ε(t) –

– εт(t + θ)Φ0ε(t + θ)dθ.

Воспоëüзуеìся pавенствоì и оöенкой

2εт(t)HD1C0 ε(t + θ)dθ – εт(t + θ)Φ0ε(t + θ)dθ =

= hεт(t)HD1C0 Hε(t)– (εт(t)HD1C0  –

– εт(t + θ))Φ0( Hε(t) – ε(t + θ))dθ,

2εт(t)HB0 η(t) m μ1|ε(t)|
2 + |η(t)|2.

Поäставив эти оöенки в фоpìуëу äëя пpоизвоä-
ной от функöионаëа, поëу÷иì

V( ) m εт(t)(HA1 + H +

+ hHD1C0 H + hΦ0)ε(t) +

+ ηт(t) (H1F + F тH1)η(t) + μ1|ε(t)|
2 + |η(t)|2.

Пpиниìая во вниìание соотноøения (2.9) и
(П. 9), поëу÷иì сëеäуþщее неpавенство:

(t) m –(ρ – μ1)|ε(t)|
2 – |η(t)|2,

ãäе ρ = smin(Λ0), smin(Λ0) — ìиниìаëüное собствен-
ное ÷исëо ìатpиöы Λ0. Есëи выбpатü ρ1 и μ1 из ус-

ëовий: ρ – μ1 > 0, ρ1 – |HB0|
2 > 0, то поëу÷иì, ÷то

систеìа (П. 3), (П. 7) асиìптоти÷ески устой÷ива по

пеpеìенныì ε(t), η(t). Так как yì(t) = f(t) = 0, то y(t)
и ее пpоизвоäные стpеìятся к нуëþ пpи t → ∞. Сëе-
äоватеëüно, и пеpеìенная (t) и ее пpоизвоäная

стpеìятся к нуëþ. Тоãäа из соотноøений (2.15)
и (2.18) иìееì

ϑ(t) = – ( (t) + ζ(t)) = – (ψ(t) – η(t)).

Поäставиì в эту фоpìуëу зна÷ение ψ(t), пpини-
ìая во вниìание, ÷то yì(t) = f(t) = 0, в pезуëüтате
÷еãо поëу÷иì

ϑ(t) = – ( (t) + (kφ(t)α – β)ϑ(t) – η(t)).

Pазpеøиì это уpавнение:

ϑ(t) = – ( (t) – η(t)),

откуäа сëеäует

ϑ(t) = 0,

а из выражения (2.10)

u(t) = 0.

Тоãäа из соотноøений (П.4) иìееì

εb(t) = 0,

а из соотноøений (П.5) сëеäует

ξ(t) = 0.

Сëеäоватеëüно, систеìа (П.3)—(П.7) явëяется
асиìптоти÷ески устой÷ивой, есëи ym(t) = f(t) = 0 и
μ2 = 0. Усëовия ëеììы выпоëнены. Сëеäоватеëüно,
существует μ0 > 0 такая, ÷то систеìа (П.3)—(П.7)
буäет äиссипативной, есëи μ2 < μ0.
Есëи на вхоä äиссипативной ëинейной систеìы

поäатü оãpани÷енные вхоäные возäействия, то сис-
теìа останется äиссипативной, а зна÷ит, все пеpе-
ìенные в ней буäут оãpани÷енныìи.
Остается выяснитü, существует ëи μ0 > 0, обес-

пе÷иваþщая выпоëнение öеëевоãо усëовия, коãäа
внеøние возäействия уì(t), f(t) уäовëетвоpяþт ÷ет-
веpтоìу усëовиþ пpеäпоëожений.
Возüìеì функöионаë (П.8) и вы÷исëиì пpоиз-

воäнуþ на тpаектоpиях систеìы (П. 3), (П. 7), пpи-
ниìая во вниìание pавенство μ1 = μ2 = μ0:

(t) = εт(t)(HA1 + H)ε(t) +

+ 2εт(t) HD1C0 ε(t + θ)dθ + B0Cγ + 1η(t)  +

+ ηт(t) (H1F + F тH1)η(t) + hεт(t)Φ0ε(t) –

– εт(t + θ)Φ0ε(t + θ)dθ + 2ηт(t)H1B0( (t) – (t)).

h–

0

∫
t θ+

t

∫

V· A1
т

h–

0

∫ Cγ 1+

1
μ1
----

h–

0

∫

h–

0

∫
h–

0

∫

Φ0
1– C0

т D1
т

h–

0

∫ Φ0
1–

Φ0
1– C0

т D1
т

Cγ 1+

HB0
2

μ1
-------------

t· A1
т

Φ0
1– C0

т D1
т

1
μ1
----

HB0
2

μ1
-------------

V·
ρ1 HB0

2
–

μ1
----------------------

ψ1

1
β
-- ξγ 1+ qγ

1
β
-- Cγ 1+

1
β
-- ψ1 Cγ 1+

1
kφ t( )α
------------- ψ1 Cγ 1+

lim
t → ∞

lim
t → ∞

lim
t → ∞

lim
t → ∞

V· A1
т

 
⎝
⎜
⎛

h–

0

∫ ⎠
⎟
⎞

1
μ0
----

h–

0

∫ ψ· qγ ζ
·
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Воспоëüзуеìся уже пpивеäенныìи оöенкаìи и
неpавенствоì

2ηт(t)H1B0( (t) – (t)) m |η(t)|2 + μ0δ1,

δ1 = |H1B0( (t) – (t))|2.

Тоãäа, пpиниìая во вниìание (2.9) и (П.9), по-
ëу÷иì

(t) m –(ρ – μ0)|ε(t)|
2 – |η(t)|2 + μ0δ1.

Есëи выбpатü ρ1 и μ0 из усëовий: ρ – μ0 = –ρ2,
ρ2 > 0, ρ1 – 1 – |HB0|

2 = –ρ3, ρ3 > 0, ρ = smin(Λ), то
поëу÷иì неpавенство

(t) m –ρ2|ε(t)|
2 – ρ3|η(t)|2 + μ0δ1,

откуäа сëеäует оöенка

|e(t)| m |ε(t)| m . 

Из этой оöенки виäно, ÷то выбоpоì ÷исëа μ0
äостиãается тpебуеìое зна÷ение оøибки в öеëевоì
усëовии. Пpи этоì это зна÷ение буäет äостиãнуто
за коне÷ный пpоìежуток вpеìени.
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The object which mathematical model is the vector equation with the distributed delay on a state vector investigated. It
is supposed, that parameters and order of mathematical model are unknown. On object not measured limited disturbance ope-
rated. The problem of tracing a reference signal is formulated. To provide qualitative tracking a reference signal, it is necessary
to compensate influence of not measured disturbance on the output variable. For the decision of this problem, the method of
an auxiliary contour is used. This method has well proved at designing sensible control for systems without delay. In this paper,
this method was used for systems with the distributed delay. The problem robust control of objects with the distributed delay
on a state vector was solved. It is suppose, that parameters and order of mathematical model of object are unknown, and output
variable are accessible to measurement only. As target conditions accuracy of tracking of a reference signal is accepted. The
algorithm of the control was received allowing compensating aprioristic uncertainty and it is essential to reduce influence not
measured the bounded external limited disturbance to output. The equations of the closed system are singular the system of
equations. In this paper is prove, that the received algorithm of control provides performance of target conditions. Numerical
examples and results of computer simulation, which have shown efficiency of the receive algorithm of tracking.

Keywords: distributed delay, robust control, target condition, functional, reference signal, singular the system of equations
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Pасчет паpаметpов pаспpеделенных систем автоматического 
pегулиpования с паpаллельным коppектиpующим устpойством

Введение

Дëя обеспе÷ения высоких показатеëей ка÷ества
pеãуëиpования пpоöессов в систеìах, иìеþщих
объекты с pаспpеäеëенныìи паpаìетpаìи, обы÷но
пpиìеняþт высокото÷ные pеãуëятоpы, вкëþ÷аеìые
посëеäоватеëüно с неизìеняеìой ÷астüþ систеìы
и pеаëизуþщие пpопоpöионаëüно-интеãpаëüно-äиф-
феpенöиаëüный закон pеãуëиpования. Дëя pас÷ета
паpаìетpов настpойки pеãуëятоpов обы÷но пpиìе-
няþт ÷астотные ìетоäы, в котоpых заäаþтся запа-
сы устой÷ивости по ìоäуëþ и по фазе, ãаpантиpуþ-
щие устой÷ивостü систеì, но напpяìуþ не связан-
ные с показатеëяìи ка÷ества pеãуëиpования [1]. 

Постановка задачи

В äанной pаботе сäеëана попытка обосноватü
возìожностü пpиìенения соãëасно-паpаëëеëüной

коppекöии (СПК) äëя поëу÷ения высоких показа-
теëей ка÷ества pеãуëиpования в систеìах, иìеþщих
объекты с pаспpеäеëенныìи паpаìетpаìи. Как спpа-
веäëиво отìе÷ено автоpаìи pаботы [2], в кëасси-
÷еской и совpеìенной ëитеpатуpе по теоpии авто-
ìати÷ескоãо pеãуëиpования испоëüзование СПК,
как пpавиëо, остается за ãpанüþ вниìания. В на-
званной pаботе изëожены тpи ваpианта испоëüзо-
вания СПК, позвоëяþщие поëу÷итü высокие пока-
затеëи ка÷ества pеãуëиpования в систеìах упpавëения
ëинейныìи стаöионаpныìи объектаìи с pазëи÷-
ныìи äинаìи÷ескиìи хаpактеpистикаìи. В pабо-
тах [3—9] pассìотpены вопpосы иссëеäования äи-
наìики и pас÷ета паpаìетpов систеì автоìати÷е-
скоãо pеãуëиpования (САP) с СПК äëя сëу÷аев
pазëи÷ных объектов с запазäываниеì, в тоì ÷исëе
и с pаспpеäеëенныìи паpаìетpаìи. Особенностüþ
этих САP явëяется то, ÷то поpяäок их инеpöионно-

Pассмотpен метод pасчета паpаметpов систем автоматического pегулиpования с обеспечивающим астатизм паpаллель-
ным коppектиpующим устpойством для объекта с pаспpеделенными паpаметpами, пеpеходная хаpактеpистика котоpого ап-
пpоксимиpуется экспонентой втоpого поpядка с запаздыванием. Методом математического моделиpования пpодемонстpиpо-
вана возможность получения высоких показателей качества pегулиpования пpи использовании систем pассматpиваемого типа
для объектов с pаспpеделенными паpаметpами.
Ключевые слова: система автоматического pегулиpования, объект с запаздыванием, паpаллельное коppектиpующее уст-

pойство, пеpеходный пpоцесс, апеpиодическое звено пеpвого поpядка, объект pегулиpования, пеpедаточная функция, объект с
pаспpеделенными паpаметpами, усилительное звено, кpивые пеpеходных


