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Использование средств инерциальной навигации
для определения ориентации в пространстве
и угла при вершине прямого кругового конуса

Введение

Изìерение ãеоìетри÷еских параìетров изäеëий
и опреäеëение их поëожения в пространстве иãраþт
оãроìнуþ роëü в ìаøиностроении и станкостро-
ении. Существует боëüøое ÷исëо техноëоãи÷еских
заäа÷, требуþщих äëя своеãо выпоëнения приìене-
ния совреìенных изìеритеëüных среäств. К такиì
заäа÷аì ìожно отнести и заäа÷у опреäеëения па-
раìетров кони÷еских иëи öиëинäри÷еских поверх-
ностей и их ориентаöии в пространстве [1—7, 10].
Так, наприìер, на пис÷ебуìажных фабриках,

а также на ìетаëëопрокатных станах öиëинäри÷е-
ские ваëы приниìаþт непосреäственное у÷астие в
форìировании выпускаеìой проäукöии. Непараë-
ëеëüностü ваëов напряìуþ связана с вреìенеì сëуж-
бы буìажных ìаøин иëи ìетаëëопрокатных ста-
нов и ìожет сиëüно повëиятü на ка÷ество ãотовой
проäукöии — непараëëеëüностü ваëов явëяется ос-
новной при÷иной обрывов и форìирования скëа-
äок поëотна буìаãи на буìажноì завоäе [4, 10].
Возникает поäобная заäа÷а и при соеäинении

труб боëüøоãо äиаìетра, коãäа необхоäиìо прово-
äитü контроëü их ãеоìетри÷еских параìетров. Дëя
этоãо на преäприятии созäаþт систеìы ãеоìетри-
÷ескоãо контроëя.
Можно привести ìноãо и äруãих приìеров.
В работе [8] показан оäин из вариантов опреäе-

ëения ориентаöии öентраëüной оси öиëинäри÷е-
ской поверхности относитеëüно выбранной эта-
ëонной систеìы коорäинат. Оäнако, поìиìо ори-
ентаöии, важныì параìетроì явëяется и степенü
конусности поверхности.
В äанной работе преäëаãается вариант реøения,

связанный с созäаниеì переносиìой изìеритеëü-
ной пëатфорìы, который позвоëяет в раìках еäи-
ноãо поäхоäа опреäеëятü не тоëüко ориентаöиþ
öентраëüной оси, но и степенü конусности. При
этоì оказывается возìожныì устранитü уãëовые
возìущения, вызванные äействияìи оператора.

Постановка задачи

Рассìотриì некоторый пряìой круãовой конус,
который характеризуется уãëоì при верøине ϕ
(ϕ < π/2) и еäини÷ныì вектороì направëения е0
öентраëüной оси. Этот конус выступает в ка÷естве
ãеоìетри÷еской ìоäеëи реаëüноãо объекта (трубы,
ваëа и т. п.).
С÷итается, ÷то уãоë ϕ и пространственное поëо-

жение вектора е0 явëяþтся неизвестныìи и поäëе-
жат опреäеëениþ относитеëüно некоторой этаëон-
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Рис. 1. Ориентация конической поверхности
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ной систеìы коорäинат. Дëя этой öеëи в окрестности
реаëüноãо объекта выäеëяется фиксированное
ìесто (стоë), на котороì преäваритеëüно устанав-
ëивается переносная пëатфорìа с жестко закреп-
ëенныì на ней векторныì изìеритеëеì уãëовой
скорости (ВИУС).
Систеìа коорäинат СК0 (x0, y0, z0), связанная со

стоëоì, явëяется непоäвижной относитеëüно Зеìëи,
а систеìа коорäинат СКП (x, y, z) связана с пëатфор-
ìой, и ее вертикаëüная осü y перпенäикуëярна пëо-
скости пëатфорìы. В на÷аëüный ìоìент вреìени
систеìы коорäинат СК0 и СКП совпаäаþт. Уãëы ψ
и ϑ характеризуþт текущее поëожение выäеëенной
оси х СКП в проöессе ìанипуëирования с пëат-
форìой (рис. 1).
Установиì пëатфорìу на поверхностü конуса и

выäеëиì äва äостато÷но произвоëüных поëожения
П1 и П2 пëатфорìы на еãо поверхности.
В кажäоì поëожении П1 и П2 пëатфорìы соот-

ветствуþщие оси у1 и у2 перпенäикуëярны обра-
зуþщиì конуса, а уãëовое расстояние ìежäу пëос-
костяìи, в которых нахоäятся вертикаëüные оси у1
и у2, равно α (рис. 1).
В нижней ÷асти рис. 1 äано се÷ение конуса пëо-

скостüþ, прохоäящей ÷ерез осü конуса е0. Вектор
 — это вектор, ëежащий в пëоскости основания

конуса, провеäенный из öентра основания конуса
в то÷ку на поверхности конуса, а вектор  про-
тивопоëожен по направëениþ вектору .

Решение поставленной задачи 
с использованием свойства скалярного 
и векторного произведения векторов

Провеäеì преäваритеëüное иссëеäование. При-
ìеì систеìу коорäинат, образованнуþ тройкой
еäини÷ных векторов е0, , [е0, ], как начально
ориентированную систему координат (СКНО) (зäесü
[е0, ] — векторное произвеäение е0 и ).
Разëожиì еäини÷ный вектор  оси yi на äве

составëяþщие — по направëениþ еäини÷ноãо век-
тора öентраëüной оси конуса e0 и по направëениþ
соответствуþщеãо еäини÷ноãо раäиус-вектора :

 = –e0sinϕ + cosϕ, i = 1, 2, (1)

ãäе ϕ — уãоë при верøине конуса.
Осуществиì теперü поворот исхоäноãо вектора
 = [–sinϕ cosϕ 0]т, заäанноãо в СНКО, на уãоë α

вокруã оси с еäини÷ныì вектороì e0, т. е.  → .
Матриöа преобразования (пассивная то÷ка зре-

ния) ìежäу äвуìя систеìаìи коорäинат е0, ,
[е0, ] и е0, , [е0, ] в этоì сëу÷ае равна

A = ,

а вектор  в СНКО иìеет виä

 = [–sinϕ cosϕcosα cosϕsinα]т.

Отсþäа скаëярное произвеäение S äвух векто-
ров  и  равно

( , ) = S = sin2ϕ + cos2ϕcosα. (2)

Из соотноøения (2) ìожно виäетü, ÷то скаëярное
произвеäение S äостиãает ìиниìаëüноãо зна÷ения
при уãëе α = ±π. Еãо зна÷ение в этой то÷ке равно

Smin = sin2ϕ – cos2ϕ = –cos(2ϕ),

÷то позвоëяет опреäеëитü уãоë ϕ по форìуëе

ϕ = .

Рассìотриì теперü векторное произвеäение V
äвух векторов  и  в СКНО, которое равно

[ , ] =

= [cos2ϕsinα, sinϕcosϕsinα, sinϕcosϕ(1 – cosα)]т.

Моäуëü вектора [ , ] равен

V = cosϕ . (3)

Из соотноøения (3) сëеäует, ÷то норìа вектор-
ноãо произвеäения V при уãëе α = ±π равна
Vmin = sin(2ϕ), ÷то позвоëяет опреäеëитü уãоë ϕ по
форìуëе

ϕ = .

Такиì образоì, оказывается возìожныì опре-
äеëитü неизвестный уãоë накëона конуса по ска-
ëярноìу иëи по векторноìу произвеäенияì, ис-
поëüзуя экстреìаëüные свойства произвеäений.
Оäнако существуþт обëасти преäпо÷тения, есëи
проанаëизироватü поãреøности вы÷исëения.
Поãреøностü вы÷исëения скаëярноãо произве-

äения (с то÷ностüþ äо ÷ëенов 2-ãо поряäка ìаëос-
ти) равна

δ = (  + δ ,  + δ ) –

– ( , ) ≈ ( , δ ) + ( , δ ) (4)

иëи

|δ| m ||δ || + ||δ || m 2δ0,

ãäе δ  — поãреøностü оöенки вектора , δ0 —
ìаксиìаëüная поãреøностü вы÷исëения норìы (ìо-
äуëя) вектора .
Отсþäа äëя то÷ки α = ±π поãреøностü поëу÷ае-

ìой оöенки

δSmin = 2sin(2ϕ)δϕ и |δSmin| < 2δ0,

÷то äает

|δSmin| = |2sin(2ϕ)δϕ| < 2δ0 → |δϕ| m . (5)

Такиì образоì, простейøий анаëиз поëу÷енной
форìуëы (5) показывает, ÷то в ëþбоì сëу÷ае при
испоëüзовании скалярного произведения то÷ностü
опреäеëения существенно зависит от поãреøности по
норìе и от преäпоëаãаеìоãо зна÷ения уãëа при вер-

er1

er3er1

er1
er1

er1
er1

eyi

eri

eyi
eri

eyi ey1
ey2

er1er1
er2

er2

1 0 0
0 cosα sinα
0 sinα– cosα

ey2

ey2

ey1
ey2

ey1
ey2

arccos Smin–( )
2

----------------------------

ey1
ey2

ey1
ey2

ey1
ey2

cos2ϕsin2α 2sin2ϕ 1 cosα–( )+

arcsin Vmin( )
2

-------------------------

ey1
ey1

ey2
ey2

ey1
ey2

ey1
ey2

ey2
ey1

ey2
ey1

eyi
eyi

eyi

δ0

sin 2ϕ( )
-----------------



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 3, 2016 213

øине конуса ϕ. Посëеäнее привоäит к выäеëениþ
преäпо÷титеëüноãо äиапазона по изìеряеìоìу уãëу ϕ.
Поäобныì образоì и äëя векторноãо произвеäе-

ния в то÷ке α = ±π поãреøностü поëу÷аеìой оöенки

δVmin = 2cos(2ϕ)δϕ,

÷то äает

|δVmin| = |2cos(2ϕ)δϕ| m 2δ0 → |δϕ| m .(5′)

Такиì образоì, поëу÷енный резуëüтат показы-
вает, ÷то при испоëüзовании векторного произведения
то÷ностü опреäеëения зависит от преäпоëаãаеìоãо
зна÷ения уãëа при верøине конуса ϕ, ÷то также
привоäит к выäеëениþ преäпо÷титеëüноãо äиапа-
зона по изìеряеìоìу уãëу ϕ.
Необхоäиìо отìетитü сëеäуþщий важный факт,

который буäет раскрыт äаëее. Так как äëя вы÷ис-
ëения поëожения векторов испоëüзуется проöеäу-
ра интеãрирования кинеìати÷еских соотноøений,
то сëеäует обращатü вниìание на то÷ностü вы-
бранной проöеäуры интеãрирования, в äанноì
сëу÷ае — на коррекöиþ норìы [9].

Особенности реализации найденного решения

Изëоженное выøе ìатеìати÷еское реøение за-
äа÷и явëяется основой äëя практи÷еской реаëиза-
öии. Воспоëüзуеìся уже известныìи резуëüтатаìи,
относящиìися к испоëüзованиþ кинеìати÷ескоãо
поäхоäа [8], основанноãо на интеãрировании кине-
ìати÷еских уравнений уãëовоãо äвижения.
В соответствии с äанныì поäхоäоì выäеëяþтся

сëеäуþщие три этапа реøения заäа÷и.
Этап оценки угловой скорости Земли. Так как ин-
терес преäставëяет относитеëüное äвижение, то
уãëовуþ скоростü Зеìëи сëеäует искëþ÷итü из
проöесса изìерений. Оöенка уãëовой скорости
Зеìëи происхоäит при нахожäении пëатфорìы
на стоëе. Коìпенсаöия изìеренной уãëовой
скорости Зеìëи осуществëяется в аëãоритìе ин-
теãрирования кинеìати÷еских соотноøений уã-
ëовоãо äвижения.
Этап переноса платформы. Данный перенос осу-
ществëяется оператороì и закан÷ивается уста-
новкой пëатфорìы на поверхностü теëа.
Этап проведения измерений. Этот этап явëяется
саìыì важныì. Он на÷инается с ìоìента уста-
новки пëатфорìы на поверхностü конуса (при-
бëизитеëüно в поëожение П1). Посëе этоãо опе-
ратор переìещает пëатфорìу по поверхности
конуса вокруã еãо öентраëüной оси. В кажäоì
поëожении пëатфорìы посреäствоì öифровой
обработки (ëибо в текущеì вреìени, ëибо по за-
писяì посëе провеäения изìерений) опреäеëя-
ется текущее зна÷ение скаëярноãо и векторноãо
произвеäений еäини÷ноãо вектора е1 (на÷аëüное
поëожение П1) и текущеãо вектора еi (текущее
поëожение Пi). При÷еì векторы е1 и еi опреäе-
ëяþтся в этаëонной СК0.

Обозна÷иì x0, y0, z0 этаëоннуþ систеìу коорäинат
СК0, x, y, z — систеìу коорäинат, связаннуþ с поä-
вижной пëатфорìой СКП, а xн0, yн0, zн0 — СКНО.
Ввеäеì в рассìотрение сëеäуþщие ìатри÷ные

операторы (ìатриöы направëяþщих косинусов
(МНК), при÷еì испоëüзуеìые äаëее ìатриöы пре-
образования соответствуþт повороту систеìы ко-
орäинат):

Aэ — МНК ìежäу этаëонной СК0 и поäвижной
СКП, связанной с пëатфорìой; Aэo — МНК ìежäу
СК0 и СКНО; A3(ϕ) — эëеìентарная МНК ìежäу
СКНО и повернутой СК, обусëовëенная наëи÷иеì
конусности; A2(Δψ)— эëеìентарная МНК, обусëов-
ëенная уãëовыìи коëебанияìи пëатфорìы относи-
теëüно ее вертикаëüной оси на уãоë ψ (äаëее буäет
показано, ÷то повороты относитеëüно вертикаëü-
ной оси не оказываþт вëияния); A1(α) — эëеìен-
тарная МНК, опреäеëяеìая поворотоì на уãоë α
относитеëüно вектора е0.
Межäу ввеäенныìи МНК существует простая

связü:

Aэ = A2(Δψ)A3(ϕ)A1(α)Aэо.

Поëожение векторов  и  в этаëонной сис-
теìе коорäинат равно

 = (ϕ) (Δψ1) ,

 = (α) (ϕ) (Δψ2) ,

а их скаëярное произвеäение в этаëонной СК0 бу-
äет равно

 = [0 1 0]A2(Δψ1)A3(ϕ)Aэо (α) Ѕ

Ѕ (ϕ) (Δψ2)  = [0 1 0]Aэ|1 |2  =

= [0 1 0]A3(ϕ) (α) (ϕ)  = ( , ),

÷то и требоваëосü äоказатü.
Зäесü Aэ|1 и Aэ|2 — МНК, опреäеëяþщие поëоже-

ния СКП в äвух поëожениях соответственно. Эти
МНК явëяþтся рас÷етныìи, т. е. вы÷исëяþтся
проöеäурой интеãрирования кинеìати÷еских урав-
нений уãëовоãо äвижения в проöессе переноса
пëатфорìы. Также отчетливо видно, что вращение
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относительно вертикальной оси не оказывает влия-
ния на результат скалярного произведения.
Рассìотриì теперü боëее поäробно операöиþ

векторноãо уìножения [ , ] в СК0 (ранее эта

операöия быëа выражена в СКНО):

[ , ] ≡  (ϕ) (Δψ1) Ѕ

Ѕ  (α) (ϕ) (Δψ2) .

Раскрывая в ìатри÷ноì преäставëении äанное
векторное произвеäение, поëу÷иì

(ϕ) (Δψ1) Ѕ

Ѕ A2(ψ1)A3(ϕ)Aэо (α) (ϕ) (Δψ2)  =

= |1 |1 |2  = [ , ]. (6)

Поскоëüку операторы |1 и |2 известны, то
векторное произвеäение (6) вы÷исëяется, при÷еì
оно не зависит от вращения относитеëüно вертикаëü-
ной оси, так как

(Δψ1) A2(Δψ1) = .

Знание скаëярноãо и векторноãо произвеäений
позвоëяет вы÷исëитü зна÷ение уãëа ϕ. Дëя этой öеëи
осуществëяется переìещение изìеритеëüной пëат-
форìы по поверхности конуса на уãоë α = 180°, ÷то
опреäеëяется по экстреìаëüноìу зна÷ениþ век-
торноãо произвеäения (окрестностü зна÷ения, рав-
ноãо sin(2ϕ), фиксируеìоìу в проöессе поворота,
иëи скаëярноãо произвеäения (окрестностü зна÷е-
ний –cos(2ϕ).
Знание уãëа при верøине конуса ϕ теперü позво-

ëяет найти поëожение öентраëüной оси конуса в СК0.
Действитеëüно, по известныì (т.е. вы÷исëяе-

ìыì) поëоженияì векторов  и  в этаëонной
систеìе коорäинат (сì. соотноøение (6)) в сиëу их
сиììетрии относитеëüно öентраëüной оси конуса
(рис. 1), непосреäственно по их суììе опреäеëяется
направëение вектора öентраëüной оси конуса e0:

 +  = –k0e0,

ãäе k0 — норìа (ìоäуëü) суììы äвух векторов (k0 =
= 2sinϕ).

Зна÷ение норìы позвоëяет непосреäственно су-
äитü о реаëüной форìе. Есëи k0 < ε, ãäе ε — заранее
заäаваеìая константа (заäается разработ÷икоì), то
иìееì öиëинäр, есëи k0 > ε, то конус.
Знание вектора направëения öентраëüной оси

e0 = 

позвоëяет вы÷исëитü и уãëы посëеäоватеëüных по-
воротов ψ0 и ϑ0, опреäеëяþщих поëожение этой
оси, по известныì проекöияì (рис. 1).

Компьютерное моделирование

Наибоëее важныì этапоì явëяется этап изìере-
ний. Дëя этоãо этапа провеäено äетаëüное иссëеäо-
вание на основе коìпüþтерноãо ìоäеëирования со-
ãëасно бëок-схеìе, преäставëенной на рис. 2, ãäе ис-
поëüзованы сëеäуþщие обозна÷ения:

 = [ω1, ω2, ω3]
т — вектор относитеëüной уãëо-

вой скорости;  — вектор абсоëþтной уãëовой
скорости пëатфорìы (СКП);  — вектор уãëовой
скорости Зеìëи на установо÷ноì стоëе (в СК0);

 — вектор уãëовой скорости Зеìëи в осях пëат-
форìы (СКП); Bs ≡ Аэ — кватернион уãëовоãо по-
ëожения пëатфорìы (СКП) относитеëüно устано-
во÷ноãо стоëа (СК0); Ai() — ìатриöа эëеìентарно-
ãо поворота относитеëüно i-й оси (i = 2, 3).
Отìетиì особенности основных эëеìентов äан-

ной бëок-схеìы.
Кинеìати÷еские уравнения в уãëах посëеäова-

теëüных поворотов при äвижении пëатфорìы по
поверхности конуса иìеþт сëеäуþщий виä

 =  = A2(Δψ)A3(ϕ) Ѕ

Ѕ A1(α)Aэо  +  + ;

 =  = A2(Δψ)A3(ϕ)A1(α)Aэо .

Бëоки Фиëüтр 1 и Фиëüтр 2 явëяþтся фиëüтраìи
второãо поряäка и ввеäены äëя öеëей поëу÷ения
выхоäной переìенной и ее произвоäной. Уравне-
ния äанных фиëüтров (с оäниì вхоäоì и äвуìя вы-
хоäаìи, с парой коìпëексно-сопряженных поëþ-
сов и с переäато÷ныì коэффиöиентоì, равныì 1)
в переìенных состояния иìеþт виä
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ãäе

x = ; A = ; B = ;

C = [1 0] иëи C = .

Разностные уравнения Фиëüтров 1 и 2, эквива-
ëентные непрерывныì при кусо÷но-постоянной
аппроксиìаöии вхоäноãо сиãнаëа

u(t) → uk – 1 = const, k = 1, 2, 3, ...,

на k-ì øаãе иìеþт виä

ãäе

AΔ = , Δt = (tk – tk – 1), BΔ = (  – I)A–1B,

A–1 = , A–1B = .

Параìетры фиëüтров выбраны оäинаковыìи.
Моäеëü ВИУС соответствует бëок-схеìе, при-

веäенной в работе [9]. Поëаãаеì, ÷то собственные
поãреøности изìеритеëя отсутствуþт; они коì-
пенсируþтся на этапе каëибровки ВИУС.
Сëу÷айный сиãнаë — сиãнаë äискретноãо беëо-

ãо øуìа, который иìеет оãрани÷енное норìаëüное
распреäеëение.
На рис. 3 привеäены зависиìости скаëярноãо и

ìоäуëя векторноãо произвеäения от уãëа α.

Выводы

1. Преäëаãается поäхоä, основанный на испоëü-
зовании скаëярноãо и векторноãо произвеäений
векторов, к опреäеëениþ ориентаöии и уãëа при
верøине конуса, ÷то позвоëяет искëþ÷итü вëияние
поворотов относитеëüно вертикаëüной оси изìе-
ритеëüной пëатфорìы.

2. Иссëеäованы возìожные варианты поëу÷ения
оöенки уãëа при верøине конуса и пространствен-
ноãо уãëовоãо поëожения öентраëüной оси конуса
(направëение оси конуса), поëу÷ено ìатеìати÷еское
описание и соответствуþщие аëãоритìы.

3. Провеäено ìоäеëирование преäëаãаеìых аë-
ãоритìов в соответствии с разработанной проöеäу-
рой, которое показаëо работоспособностü äанных
аëãоритìов по опреäеëениþ уãëа при верøине ко-
нуса и пространственноãо поëожения оси конуса.
Особое вниìание сëеäует уäеëятü аëãоритìаì интеã-
рирования кинеìати÷еских уравнений и собствен-
ныì поãреøностяì изìеритеëя уãëовой скорости.
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Questions related to description and algorithms for device (platform) used to identify space orientation and vertex angle
of right circular cone are considered. The main measuring facility — rate gyro attached rigidly to measuring platform is used.
Reference frame of platform coincides with gyro frame. For getting solution of the task pointed out above it is suggested to or-
ganize three stage process. First-measuring the Earth angular rate; second — carrying the measuring platform by operator from
one initial position served as a reference to another desired one (cone surface) and third-performing measurements by relo-
cating the platform on cone surface without loss of contact. The most important stage — performing the measurements. To try
out the third stage it was worked out an environmental simple software-based simulator. To delete disturbances from operator
activity it is suggested to measure the vertical axis angular direction of reference platform frame in current platform position.
So properties of dot and cross products for platform different angular positions (for vertical axis only) are used together with
procedure of kinematic equation integration. Mathematical description and processing algorithms are given to perform on-line
treatment of current measurement data and get the estimates of orientation and vertex angle. Experiments were performed on
software-based simulator which showed good results. It is turned out the suggested approach may be extended to more wider
area of application as estimation of mutual orthogonality of separate construction elements and so on.
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