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Маршрутизация полета легкого беспилотного летательного аппарата 
в поле постоянного ветра с учетом ограничения 

на продолжительность полета

Введение

В посëеäнее вреìя появиëся ряä статей [1—8], в
которых с некоторыìи вариаöияìи обсужäается за-
äа÷а преäпоëетной ìарøрутизаöии приìенитеëüно
к беспиëотноìу ëетатеëüноìу аппарату (БПЛА). Ак-
туаëüностü этой заäа÷и обусëовëена теì, ÷то ее ре-
øение необхоäиìо при составëении пëана поëета,
а также при ìоäеëировании приìенения БПЛА
äëя поëу÷ения оöенок еãо öеëевой эффективности.
В указанных работах составëение ìарøрута сво-
äится к опреäеëениþ посëеäоватеëüности проëета
наä то÷каìи с известныìи коорäинатаìи. При этоì
понятие оптиìаëüности ìарøрута авторы связываþт,
с оäной стороны, с увеëи÷ениеì ÷исëа то÷ек, вкëþ-
÷енных в ìарøрут, а с äруãой — с уìенüøениеì
вреìени поëета по ìарøруту. В ÷астности, в рабо-
тах [1, 3—5, 7, 8] заäа÷а ìарøрутизаöии интерпре-
тирована как заäа÷а коììивояжера, ÷то преäпоëа-
ãает ввеäение требования на безусëовный обëет
всех заäанных то÷ек, а вреìя поëета рассìатрива-
ется как ìиниìизируеìый критерий. Стреìëение
уìенüøитü вреìя обëета то÷ек объясняется жеëа-
ниеì снизитü расхоä ãорþ÷еãо и повыситü опера-
тивностü äоставки öеëевой инфорìаöии [2—4].
Испоëüзование такоãо критерия явëяется косвен-
ныì отражениеì тоãо, ÷то и запас ãорþ÷еãо, и вреìя,
в те÷ение котороãо äоëжна бытü äоставëена öеëе-
вая инфорìаöия, факти÷ески оãрани÷ены. В этой
ситуаöии преäставëяет практи÷еский интерес рас-
сìотрение заäа÷и ìарøрутизаöии при явноì у÷ете
оãрани÷ения на вреìя поëета по ìарøруту. При
этоì в ка÷естве ìаксиìизируеìоãо критерия, о÷е-
виäно, äоëжно выступатü ÷исëо то÷ек, которые
уäается связатü ìарøрутоì. Понятно, ÷то в такой
постановке впоëне возìожно, ÷то не все то÷ки из
÷исëа заäанных окажутся вкëþ÷енныìи в опти-
ìаëüный ìарøрут.

Явный у÷ет оãрани÷ения на вреìя поëета по
ìарøруту с то÷ки зрения ìатеìати÷еской трактовки
заäа÷и ìарøрутизаöии уже не позвоëяет ãоворитü
о ней как о кëасси÷еской заäа÷е коììивояжера.
Преäëаãается форìаëизоватü такуþ заäа÷у как за-
äа÷у ëинейноãо буëевоãо проãраììирования.

Техническая постановка задачи

Особенности обсужäаеìой заäа÷и ìарøрутизаöии
поëета обусëовëены типоì рассìатриваеìоãо ëета-
теëüноãо аппарата и характероì öеëевой обстанов-
ки. При употребëении терìина "ëеãкий БПЛА"
иìеется в виäу, ÷то вреìя и зона поëета такоãо ап-
парата äостато÷но ìаëы äëя тоãо, ÷тобы рассìат-
риватü ветер как постоянное ветровое поëе, еãо
возäуøная скоростü ìожет оказатüся соизìериìа
со скоростüþ ветра, а раäиус разворота невеëик.
Цеëевая обстановка заäается совокупностüþ

равноöенных то÷ек с известныì ìестопоëожениеì,
которые жеëатеëüно вкëþ÷итü в ìарøрут. Особен-
ностüþ öеëевой обстановки явëяется то, ÷то то÷ки,
связываеìые ìарøрутоì в зоне поëета, уäаëены
äруã от äруãа настоëüко, ÷то основное вреìя при-
хоäится на поëет ìежäу то÷каìи по опреäеëенноìу
в соответствии с ìарøрутоì курсу, а вреìя на вы-
поëнение разворотов äëя изìенения курса с у÷етоì
высокой ìаневренности ëеãкоãо БПЛА оказывает-
ся пренебрежиìо ìаëыì.
Постановка заäа÷и ìарøрутизаöии форìуëи-

руется сëеäуþщиì образоì. Необхоäиìо с у÷етоì
инфорìаöии о направëении и скорости ветра в зоне
поëета найти ìарøрут обëета ìаксиìаëüноãо ÷исëа
то÷ек из ÷исëа заäанных своиì ìестопоëожениеì
с у÷етоì оãрани÷ения на проäоëжитеëüностü поëета.
Есëи таких ìарøрутов окажется нескоëüко, то из них
наäо выбратü наискорейøий. Высота поëета БПЛА
по ìарøруту поëаãается постоянной. Такиì образоì,
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в общеì сëу÷ае построение ìарøрута своäится к
реøениþ äвух оптиìизаöионных заäа÷. В äаëüней-
øеì äëя уäобства буäеì заäа÷у ìаксиìизаöии ÷ис-
ëа то÷ек в ìарøруте называтü основной, а заäа÷у
ìиниìизаöии вреìени поëета — вспоìоãатеëüной.

Математическая постановка
основной задачи маршрутизации

Форìуëируя ìатеìати÷еские постановки заäа÷
ìарøрутизаöии поëета зäесü и äаëее, буäеì сëеäо-
ватü поäхоäу, изëоженноìу в работе [7]. На÷неì с
форìирования ìатеìати÷еской постановки основ-
ной заäа÷и ìарøрутизаöии, т. е. нахожäения заìк-
нутоãо ìарøрута обëета ìаксиìаëüноãо ÷исëа то÷ек
с у÷етоì оãрани÷ения на проäоëжитеëüностü поëета.
Пустü заäаны коорäинаты n то÷ек, кажäая из кото-
рых иìеет оäин из ноìеров с первоãо по n. Ввеäеì
в рассìотрение n(n – 1) öеëо÷исëенных буëевых пе-
реìенных xij ∈ {0, 1}, (i, j = ; i ≠ j). Есëи xij = 1,
то, äвиãаясü по ìарøруту, БПЛА из то÷ки i пере-
ëетает непосреäственно в то÷ку j. Есëи xij = 0, то
при äвижении по ìарøруту непосреäственный пе-
реëет из то÷ки с ноìероì i в то÷ку с ноìероì j не
преäусìотрен.
Критерий, поäëежащий ìаксиìизаöии, запи-

øется в виäе

xij → max (i = ; j = ; i ≠ j). (1)

Дëя у÷ета оãрани÷ения на проäоëжитеëüностü
поëета необхоäиìо выпоëнитü усëовие

tijxij m Täоп (i = ; j = ; i ≠ j). (2)

Зäесü Täоп — äопустиìое вреìя поëета по ìарø-
руту. Вреìя tij переëета из то÷ки с ноìероì i в то÷ку
с ноìероì j расс÷итывается по ìетоäике, преäëо-
женной в работе [4]. Отìетиì, ÷то ре÷ü иäет о вре-
ìени наискорейøеãо переëета ìежäу äвуìя то÷ка-
ìи в поëе постоянноãо ветра.
Дëя заìкнутоãо ìарøрута äоëжны бытü вы-

поëнены сëеäуþщие оãрани÷ения:

xij m 1 (j = ; j ≠ s); (3)

xij m 1 (i = ; i ≠ s); (4)

xis = 1 (i ≠ s); (5)

xsj =1 (j ≠ s); (6)

xij – xji = 0 (j = ; j ≠ s). (7)

Усëовия (2)—(7) существенно отëи÷аþт ìатеìа-
ти÷ескуþ записü обсужäаеìой заäа÷и от кëасси÷е-
ской заäа÷и коììивояжера. Неравенства (3) и (4)
отражаþт то усëовие, ÷то кажäая то÷ка ìожет бытü

вкëþ÷ена в ìарøрут не боëее оäноãо раза, но ìожет
и не вкëþ÷атüся в неãо. Усëовия (5) и (6) отражаþт
тот факт, ÷то то÷ка с ноìероì s явëяется то÷кой стар-
та и финиøа оäновреìенно. Особое выäеëение то÷ки
старта—финиøа в äанной постановке, в отëи÷ие от
кëасси÷еской заäа÷и коììивояжера, необхоäиìо,
поскоëüку не все то÷ки ìоãут попастü в ìарøрут, но
äëя то÷ки старта—финиøа это необхоäиìо.
Усëовия (7) обеспе÷иваþт связностü, иëи физи-

÷ескуþ реаëизуеìостü, нахоäиìоãо ìарøрута. Ма-
теìати÷ески реøение обсужäаеìой заäа÷и отыска-
ния заìкнутоãо ìарøрута обëета ìаксиìаëüноãо
÷исëа то÷ек с у÷етоì оãрани÷ения на вреìя поëета
своäится к нахожäениþ n(n – 1) буëевых переìен-
ных xij ∈ {0, 1}, (i, j = ; i ≠ j), которые ìакси-
ìизируþт (1) при выпоëнении усëовий (2)—(7),
äопоëненных усëовиеì, искëþ÷аþщиì в реøении
наëи÷ие боëее оäноãо поäöикëа. Найäенные в ре-
зуëüтате переìенные оäнозна÷но опиøут искоìый
оптиìаëüный ìарøрут поëета.

Процедура и пример решения
основной задачи маршрутизации

Реøение заäа÷и (1)—(7) ìожет состоятü из не-
скоëüких простых верøинно-непересекаþщихся
öикëов, так называеìых поäöикëов. Дëя искëþ÷е-
ния появëения реøения в виäе нескоëüких поäöик-
ëов в постановку (1)—(7) обы÷но ввоäятся äопоë-
нитеëüные оãрани÷ения. Оäнако в äанной работе в
ка÷естве аëüтернативы быë испоëüзован боëее эф-
фективный в вы÷исëитеëüноì отноøении ìетоä
посëеäоватеëüноãо искëþ÷ения поäöикëов [9],
схоäиìостü котороãо äоказана [10]. Сутü ìетоäа за-
кëþ÷ается в тоì, ÷то есëи поëу÷аеìое реøение за-
äа÷и (1)—(7) соäержит поäöикëы, то ввоäятся äо-
поëнитеëüные оãрани÷ения, которые запрещаþт
не ìенее оäноãо из этих поäöикëов, посëе ÷еãо ре-
øение ищется заново. В рассìатриваеìоì сëу÷ае
проöесс проäоëжается äо тоãо ìоìента, коãäа в ре-
зуëüтате о÷ереäной итераöии буäет поëу÷ен тоëüко
оäин поäöикë, который и явëяется искоìыì реøе-
ниеì заäа÷и ìарøрутизаöии.
Рассìотриì в ка÷естве иëëþстративноãо при-

ìера рас÷ет заìкнутоãо ìарøрута обëета 10 то÷ек,
распоëожение которых в зоне поëета разìероì
30 Ѕ 30 киëоìетров быëо сãенерировано с поìощüþ
äат÷ика равноìерно распреäеëенных сëу÷айных
÷исеë. Коорäинаты этих то÷ек в систеìе коорäи-
нат, жестко связанной с Зеìной поверхностüþ,
привеäены в табëиöе. В ка÷естве то÷ки старта—
финиøа быëа заäана то÷ка с ноìероì s = 1. Воз-
äуøная скоростü БПЛА при рас÷етах приниìаëасü
равной 18,05 ì/с, а скоростü þãо-запаäноãо ветра —
равной 9,72 ì/с.
Разìещение то÷ек в зоне поëета, направëение

ветра и резуëüтаты реøения рассìатриваеìой ос-
новной заäа÷и ìарøрутизаöии äëя нескоëüких
зна÷ений äопустиìоãо вреìени поëета Täоп приве-
äены на рис. 1. Таì же äëя кажäоãо варианта ìарø-
рута указано вреìя поëета T по этоìу ìарøруту.
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Как сëеäует из рис. 1, при äопустиìоì вреìени
поëета, равноì 7100 с, уäаëосü найти ìарøрут, кото-
рый связаë все заäанные то÷ки. Но уже при äопус-
тиìоì вреìени поëета, равноì 6500 с, ни оäноãо
ìарøрута, связываþщеãо все то÷ки, не оказаëосü.
Оäной из то÷ек приøëосü "пожертвоватü". Даëü-

нейøее уìенüøение äопустиìоãо вре-
ìени поëета привоäит к "потере" в
ìарøруте все боëüøеãо ÷исëа то÷ек.
Интересно отìетитü, ÷то есëи ÷исëо

то÷ек, которые уäается вкëþ÷итü в
ìарøрут, с уìенüøениеì äопустиìо-
ãо вреìени поëета постоянно уìенü-
øается, то в общеì сëу÷ае не набëþ-
äается опреäеëенной законоìерности
по отноøениþ к ноìераì то÷ек, иск-
ëþ÷аеìых из ìарøрута. Это озна÷ает,
÷то проöесс выбывания то÷ек из ìарø-
рута по ìере уìенüøения äопустиìо-
ãо вреìени поëета в общеì сëу÷ае не
явëяется реãуëярныì.
Впоëне естественно преäпоëожитü,

÷то основная заäа÷а ìарøрутизаöии
ìожет иìетü ìножество реøений. Дей-
ствитеëüно, приìенитеëüно к рассìат-
риваеìоìу приìеру, при äопустиìоì
вреìени поëета, равноì 6900 с, зна÷е-
ние критерия n* = 9 äостиãается на не-
скоëüких ìарøрутах (рис. 2).
При этоì проäоëжитеëüностü поëета

T по кажäоìу из этих ìарøрутов иìеет
свое конкретное зна÷ение, которое, ес-
тественно, не превыøает äопустиìоãо.
Общуþ картину вëияния зна÷ения äопу-
стиìоãо вреìени поëета на äостиãаеìое
зна÷ение критерия ìожно увиäетü на
ãрафике n*(Täоп), привеäенноì на рис. 3.

Распоëаãая такиì ãрафикоì, построенныì äëя
конкретной öеëевой обстановки, зна÷ений пара-
ìетров ветра и возäуøной скорости БПЛА, ìожно
без äопоëнитеëüных рас÷етов опреäеëитü ìакси-
ìаëüное ÷исëо то÷ек n*, которое ìожно связатü
ìарøрутоì при конкретноì зна÷ении äопустиìой
проäоëжитеëüности поëета. Наискорейøее вреìя
обëета äëя кажäоãо из возìожных зна÷ений n* от-
ражено на рис. 3. Оäнако в коне÷ноì итоãе при ре-
øении заäа÷и ìарøрутизаöии интерес преäставëяет
тоëüко оäин ìарøрут из ìножества ìарøрутов, обес-
пе÷иваþщих экстреìуì основной заäа÷и ìарøрути-

Рис. 2. Несколько маршрутов, на которых обеспечивается значе-
ние критерия n* = 9, при допустимом времени полета Tдоп = 6900 с

Рис. 3. Зависимость величины достигаемого критерия в основной
задаче маршрутизации от допустимой продолжительности полета

Координаты точек для включения в маршрут

Коор-
äинаты

Ноìер то÷ки

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 29000 27000 16000 8000 1000 13000 5000 1000 16000 21000
y 19000 5000 27000 2000 23000 23000 15000 14000 21000 29000

Рис. 1. Результаты решения основной задачи при различных значениях допустимой
продолжительности полета
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заöии. Это наискорейøий ìарøрут из этоãо ìноже-
ства. Дëя опреäеëения этоãо ìарøрута не требуется
знатü все ìножество ìарøрутов, явëяþщихся реøе-
ниеì основной заäа÷и ìарøрутизаöии. Искоìый
ìарøрут ìожно опреäеëитü в резуëüтате реøения
вспоìоãатеëüной заäа÷и ìарøрутизаöии, испоëüзуя
зна÷ение n*, найäенное при реøении основной заäа÷и.

Математическая постановка 
вспомогательной задачи маршрутизации

Вспоìоãатеëüная заäа÷а ìарøрутизаöии преä-
ставëяет собой заäа÷у поиска ìарøрута наиско-
рейøеãо обëета n* то÷ек из n заäанных. В ка÷естве
критерия äëя этой заäа÷и выступает вреìя поëета,
которое сëеäует ìиниìизироватü:

xijtij → min (i ≠ j). (8)

Искоìое ìножество переìенных xij ∈ {0, 1},
(i, j = ; i ≠ j) äоëжно уäовëетворятü оãрани÷енияì

xij = n* (i ≠ j); (9)

xij m 1 (j = ; j ≠ s); (10)

xij m 1 (i = ; i ≠ s); (11)

xis = 1 (i ≠ s); (12)

xsj = 1 (j ≠ s); (13)

xij – xji = 0 (j = ; j ≠ s). (14)

Оãрани÷ение (9) обеспе÷ивает вкëþ÷ение в ìарø-
рут ровно n* то÷ек. Сìысë оãрани÷ений (10)—(14)
анаëоãи÷ен соответствуþщиì оãрани÷енияì (3)—(7).

Результаты решения задачи маршрутизации

Проöеäура реøения вспоìоãатеëüной заäа÷и
анаëоãи÷на проöеäуре реøения основной заäа÷и
ìарøрутизаöии. Устранение поäöикëов при реøе-
нии вспоìоãатеëüной заäа÷и осуществëяется так же,
как и в основной заäа÷е ìарøрутизаöии. Марø-
рут, найäенный в резуëüтате реøения вспоìоãа-
теëüной заäа÷и, явëяется оäновреìенно искоìыì
реøениеì заäа÷и оптиìаëüной ìарøрутизаöии
с у÷етоì оãрани÷ения на вреìя поëета. На рис. 4
показан оптиìаëüный ìарøрут äëя äопустиìоãо
вреìени поëета, равноãо 6900 с. При этоì ìарø-
рутоì уäается связатü äевятü то÷ек. На рис. 5 по-
казан оптиìаëüный ìарøрут äëя äопустиìоãо вре-
ìени поëета, равноãо 4900 с. В этоì сëу÷ае ìарø-
рут связывает тоëüко øестü то÷ек.
Все рас÷еты, на которые иìеþтся ссыëки в статüе,

быëи выпоëнены на коìпüþтере с проöессороì
Intel(R) i3-4160 CPU @ 3.60GHz и оперативной па-
ìятüþ 4,00 Гбайт с поìощüþ проãраìì, написан-
ных на встроенноì языке среäы MATLAB. Ис-

поëüзоваëосü также станäартное проãраììное
обеспе÷ение MATLAB, в ÷астности проãраììа
bintprog. Вреìя рас÷етов оказаëосü весüìа незна-
÷итеëüныì. Боëее поäробнуþ инфорìаöиþ об
этоì ìожно найти в работе [7].

Заключение

1. Преäëожена ìетоäика нахожäения заìкнутоãо
ìарøрута поëета ëеãкоãо БПЛА, который связыва-
ет ìаксиìаëüное ÷исëо равноöенных то÷ек, нахо-
äящихся в поëе постоянноãо ветра, с у÷етоì оãра-
ни÷ения на вреìя поëета, при÷еì поëу÷енный
ìарøрут явëяется наискорейøиì из всех ìарøру-
тов, связываþщих это ÷исëо то÷ек.

2. Метоäика преäусìатривает посëеäоватеëüное
реøение спеöиаëüныì образоì сфорìированных
основной и вспоìоãатеëüной заäа÷ ìарøрутиза-
öии, которые связаны ìежäу собой и в ìатеìати-
÷ескоì пëане преäставëяþт собой заäа÷и ëинейно-
ãо буëевоãо проãраììирования. Такиì образоì,
ìарøрут поëета нахоäится в äва этапа. На первоì
опреäеëяется ìаксиìаëüное ÷исëо то÷ек, соеäи-
няеìых ìарøрутаìи, вреìя поëета по которыì не
превыøает äопустиìое. На второì этапе среäи
этих ìарøрутов опреäеëяется наискорейøий.

3. Поëу÷енные резуëüтаты ìожно испоëüзоватü
на этапе проектирования БПЛА äëя ìоäеëирова-
ния еãо приìенения и оöенки öеëевой эффектив-
ности, а также при созäании спеöиаëизированноãо
аëãоритìи÷ескоãо и проãраììноãо обеспе÷ения
рабо÷их ìест операторов управëения БПЛА.
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Recently, some articles have appeared which discuss the problem of preflight routing for the unmanned aerial vehicles (UAV).
The importance of the problem is determined by the fact that its solving is necessary for flight planning and modeling of UAV with
a view of an effective assessment of its mission. The above mentioned papers view routing as a sequence of flights over the setpoints
with certain positioning data. The notion of route optimality is associated with, on the one hand, increasing amount of the setpoints
included into the route and, on the other hand, with a decrease of the period of time for an en-route flight. In this case, con-
sideration of the problem of routing with a constraint for the en-route flight time is of practical relevance. Thus, it is the amount
of the setpoints potentially set by the route that must serve as a maximal criterion. It is quite clear that such statement may result
in a situation, when some selected setpoints are out of the optimal route. The paper describes the methods of finding a light UAV
circle trip which links the maximum of the equivalent setpoints in a constant wind field taking into account the time constraint.
The selected route is the fastest of all the routes linking the setpoints. The methods envisage consecutive solving of the purposely
set central and sub-related routing problems. Mathematically, they are the problems of linear Boolean programming. Thus, a flight
route can be divided in two stages. At the first stage, it is necessary to define the maximum of the setpoints linked by the routes
with the flight time, which does not exceed the one, which is allowed. At the second stage, one should define the fastest of the first
stage routes. An example was introduced explaining the details and showing the performance capacity of the present flight routing
procedure. The results can be used at the planning stage for modeling of UAV application with a view to improve assessment of
its mission effectiveness, as well as for designing of special algorithms and software for the UAV controllers’ working area.

Keywords: unmanned aerial vehicles, Boolean linear programming problem, problem of preflight routing, constraint on en-
route flight duration, flight routing procedure, constant wind field
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