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Синтез интерполяционного цифрового регулятора
для дискретной динамической системы

Введение

Совреìенные öифровые ìетоäы управëения во
ìноãоì базируþтся на резуëüтатах, äостиãнутых в
таких обëастях науки, как теория аëãоритìов [1],
äискретная ìатеìатика [2] и ìатеìати÷еское про-
ãраììирование [3]. Центраëüныì коìпонентоì
ëþбоãо совреìенноãо ìетоäа управëения явëяется
вы÷исëитеëüная проöеäура, которая циклически
выполняется управляющей ЭВМ в режиме реального
времени (иëи в режиìе, бëизкоì к реаëüноìу вре-
ìени) [4]. Указанная проöеäура осуществëяет вы-
÷исëение текущеãо управëяþщеãо возäействия на
систеìу путеì ÷исëенноãо реøения заäа÷и управ-
ëения (иëи ее аппроксиìаöии) с у÷етоì текущеãо
и öеëевоãо состояния систеìы, критерия оптиìаëü-
ности (в сëу÷ае еãо наëи÷ия), а также оãрани÷ений,
накëаäываеìых на состояние систеìы и управëя-
þщее возäействие. Разнообразие заäа÷ и объектов
управëения порожäает зна÷итеëüное ÷исëо ÷астных
аëãоритìи÷еских реøений, сëожностü которых на-
пряìуþ зависит от приìеняеìых вы÷исëитеëüных
схеì, а также собственно от äетаëüности постановки
заäа÷и управëения (поряäок объекта управëения,
у÷ет еãо неëинейностей, приìеняеìые критерии
оптиìаëüности проöесса управëения, разëи÷ные
оãрани÷ения и т.п.). По своей сути совреìенное
понятие "алгоритм цифрового управления" äëя äис-
кретных систеì впоëне соответствует терìину "син-
тезирующая функция", приìеняеìоìу в теории не-
прерывноãо оптиìаëüноãо управëения [5].
На фоне усëожнения аëãоритìов управëения

особуþ важностü приобретает пробëеìа их реаëиза-
öии на ЭВМ оãрани÷енной произвоäитеëüности [6].
Оãрани÷ения по вы÷исëитеëüной ìощности уп-
равëяþщеãо контроëëера ìоãут существенно оãра-
ни÷иватü сëожностü реøаеìой заäа÷и управëения.
Данный факт заставëяет разработ÷иков искусст-
венно упрощатü ìоäеëи объектов, снижатü то÷ностü

÷исëенноãо реøения, заãрубëятü обëастü äопусти-
ìых зна÷ений переìенных состояния и управëяþ-
щих сиãнаëов. Оäнако упрощение постановки за-
äа÷и управëения äо преäеëов, приеìëеìых äëя ре-
аëизаöии на выбранноì вы÷исëитеëе, не всеãäа
возìожно [7]. В äанной работе рассìотрен интер-
поëяöионный поäхоä к реаëизаöии оптиìаëüноãо
управëения, позвоëяþщий заранее расс÷итатü оп-
тиìаëüные управëяþщие возäействия на систеìу
наä заäанныì äискретныì поëеì ее переìенных
состояния и, теì саìыì, вынести наибоëее ресур-
соеìкие вы÷исëения за раìки форìата реаëüноãо
вреìени. На этапе функöионирования контура уп-
равëения заäа÷а своäится к корректной интерпо-
ëяöии заранее найäенных управëяþщих возäейст-
вий в то÷ке текущеãо состояния систеìы.

Цифровое управление
по принципу синтезирующей функции.

Обзор решенных задач и разработанных алгоритмов

В настоящее вреìя в открытой пе÷ати описано
зна÷итеëüное ÷исëо аëãоритìов öифровоãо управ-
ëения, преäназна÷енных äëя реаëизаöии в виäе
проãраììноãо коäа управëяþщих ЭВМ. Принöип
работы поäобных систеì управëения преäпоëаãает
заìыкание объекта обратной связüþ по еãо состо-
яниþ [4]. При этоì собранные зна÷ения переìен-
ных состояния поступаþт на вхоä управëяþщей
ЭВМ, которая в äанной постановке заäа÷и высту-
пает в ка÷естве реãуëятора обратной связи (ОС) по
состояниþ (рис. 1).

Анализируются современные алгоритмы цифрового управления с точки зрения вычислительной трудоемкости. Констати-
рована высокая алгоритмическая сложность основных процедур оптимизации, используемых в алгоритмах цифрового
оптимального управления, что ограничивает применимость современных методов управления в контроллерах ограниченной
производительности. Предложен подход, позволяющий адаптировать трудоемкие алгоритмы управления для реализации на
вычислителях невысокой мощности, в основу которого положена идея разделения вычислительного процесса на два этапа: на
первом этапе осуществляется предварительный расчет управляющих воздействий в узловых точках фазового пространства
(offline-расчет); второй этап сводится к интерполяции рассчитанных управляемых воздействий в точке текущего состояния
системы (online-расчет). В результате наблюдается снижение требований к мощности вычислителей (так как процедура
интерполяции является "менее дорогой") при сохранении приемлемого качества регулирования.
Ключевые слова: дискретные системы, оптимальное управление, синтезирующая функция, сложность алгоритма, фазовое
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Рис. 1. Схема синтеза оптимальных управлений
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На рис. 1. приняты сëеäуþщие обозна÷ения:
x = col(x1, x2, ..., xn) — вектор текущеãо состояния
систеìы; x* = col( , , ..., ) — вектор жеëаеìоãо
состояния систеìы; u — управëяþщее возäействие.
Виä аëãоритìа вы÷исëения управëяþщеãо сиã-

наëа, реаëизованноãо в виäе проãраììноãо коäа
ЭВМ, опреäеëяется сëеäуþщиìи фактораìи:
постановкой заäа÷и управëения (виäоì уравне-
ний, описываþщих äинаìику систеìы; наëи÷и-
еì и виäоì оãрани÷ений; наëи÷иеì и виäоì
критерия оптиìаëüности и т.п.);
выбранныì ìетоäоì реøения заäа÷и управëе-
ния (постановкой оптиìизаöионной заäа÷и,
вы÷исëитеëüной схеìой, ÷исëенныì ìетоäоì).
Заìетиì, ÷то в äанной äискретной постановке

заäа÷и аëãоритì вы÷исëения управëяþщеãо сиãнаëа
явëяется анаëоãоì синтезируþщей функöии в за-
äа÷е непрерывноãо оптиìаëüноãо управëения [5].
Основные постановки заäа÷и äискретноãо опти-
ìаëüноãо управëения и разработанные аëãоритìы
их реøения привеäены в работе [8]. Разнообразие
приìеняеìых вы÷исëитеëüных схеì вкëþ÷ает (но
не оãрани÷ивается иìи) проöеäуры ëинейноãо,
кваäрати÷ноãо, äискретноãо и буëева проãраììи-
рования, всевозìожные аëãоритìы направëенноãо
и оãрани÷енноãо перебора, ãраäиентноãо поиска,
проöеäуры ãëобаëüноãо поиска и пр.

Варианты снижения вычислительной 
сложности алгоритмов управления 
и оценка снижения качества решений

О÷евиäно, ÷то при äостато÷ной произвоäитеëü-
ности управëяþщей ЭВМ заäа÷а управëения ìо-
жет бытü реøена в режиìе, бëизкоì к реаëüноìу
вреìени. На практике реøение заäа÷и в режиìе
реаëüноãо вреìени с÷итается уäовëетворитеëüныì,
есëи выпоëняется сëеäуþщее усëовие äискретнос-
ти по вреìени:

τр n Δtу, (1)

ãäе τр — вреìя реøения заäа÷и вы÷исëитеëеì на
кажäоì такте управëения; Δtу — äискретностü
управëения по вреìени (äëитеëüностü оäноãо такта
управëения).
При синтезе контуров управëения äопустиìо

поëüзоватüся требованиеì (1) в ìенее строãой
форìе [4]:

τр < , k l 1. (2)

Оãрани÷ение ìощности вы÷исëитеëя привоäит
к увеëи÷ениþ вреìени реøения τр ÷исëенной заäа÷и
на такте управëения. С у÷етоì усëовия приìени-
ìости вы÷исëитеëя (2) вероятна ситуаöия, в кото-
рой выбранный аëãоритì не ìожет бытü реаëизо-
ван с заäанной äискретностüþ управëения Δtу. За-
ìетиì, ÷то äинаìи÷еские характеристики контура
управëения ухуäøаþтся при ëþбоì зна÷ении вре-
ìени реøения τр, так как проöессы äискретизаöии

и посëеäуþщеãо реøения заäа÷и управëения на
такте вносят в систеìу суììарное запазäывание
(Δtу + τр) [9, 10]. Выпоëнение равенства τр = Δtу яв-
ëяется в äанной ситуаöии ãраниöей приìениìости
контура управëения на заäанной ÷астоте äискрети-
заöии, коãäа управëяþщая ЭВМ не успевает выра-
ботатü возäействие ìежäу äвуìя сосеäниìи во вре-
ìени изìеренияìи состояния объекта. Рассìотриì
возìожностü обеспе÷ения выпоëнения усëовия ре-
аëизуеìости (2) за с÷ет изìенения постановки и
реøения заäа÷и управëения.

1. Увеличение дискретности проöесса управëе-
ния Δtу. Данный способ иìеет ãраниöы приìени-
ìости, проäиктованные сëеäуþщиìи фактораìи:
требуемая точность управления. Увеëи÷ение Δtу
вëияет на äискретнуþ аппроксиìаöиþ объекта
[11], снижая то÷ностü соответствия äискретной
ìоäеëи и исхоäноãо описания систеìы;
граница устойчивости системы. Увеëи÷ение Δtу
вëияет на виä перехоäных проöессов систеìы.
Как показано в работе [12], äискрета вреìени
взаиìно зависиìа с абсоëþтныì ãоризонтоì
проãноза аëãоритìа (в секунäах), ÷то, в своþ
о÷ереäü, вëияет на форìирование суììарной
фазовой траектории объекта. В ÷астности, сëиø-
коì боëüøие зна÷ения äискреты вреìени по-
рожäаþт коëебатеëüные свойства и затяãиваþт
перехоäные проöессы систеìы [6];
требования теоремы Котельникова. Увеëи÷ение
Δtу äëя ëþбой äискретной систеìы иìеет фун-
äаìентаëüное оãрани÷ение в виäе соотноøений
теореìы Котеëüникова. В ÷астности, как пока-
зано в работе [9], ÷астота квантования при пе-
рехоäе от непрерывноãо сиãнаëа управëения к
öифровоìу оãрани÷ена снизу:

 > νmin, (3)

ãäе νу — ÷астота квантования управëяþщеãо сиã-
наëа; νmin — некоторая ìиниìаëüно äопустиìая
÷астота, опреäеëяеìая на основе äинаìи÷еских
свойств объекта управëения.

2. Снижение времени решения заäа÷и вы÷исëи-
теëеì τр реаëизуеìо äвуìя способаìи:
увеличение вычислительной мощности управëяþ-
щей ЭВМ позвоëяет осуществëятü реøение
той же ÷исëенной заäа÷и за ìенüøее вреìя.
Данный вопрос вынесен за раìки настоящей ра-
боты, так как öентраëüныì вопросоì с÷итаеì
обеспе÷ение реãуëирования в усëовиях иìеþ-
щеãося вы÷исëитеëя оãрани÷енной ìощности.
снижение вычислительной трудоемкости [13] ре-
øаеìой заäа÷и за с÷ет:
уменьшения горизонта прогноза аëãоритìа управ-
ëения. В работах [6, 10, 12] показано, ÷то уве-
ëи÷ение ãоризонта проãноза аëãоритìа при фик-
сированной äискретности по вреìени привоäит
к возрастаниþ разìерности оптиìизаöионной
заäа÷и, реøаеìой на кажäоì такте управëения.

x1* x2* xn*

Δtу
k

------

νу
1

Δtу
------=

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞
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Стреìясü снизитü разìерностü заäа÷и, разра-
бот÷ик ìожет уìенüøитü ãоризонт проãноза.
Основныì отриöатеëüныì эффектоì в äанноì
сëу÷ае явëяется повыøение коëебатеëüности и
затяãивание перехоäных проöессов систеìы [6];
упрощения модели. К поäобныì упрощенияì ìож-
но, наприìер, отнести понижение поряäка сис-
теìы (реäукöия ìоäеëи) [14], искëþ÷ение иëи
ëинеаризаöиþ неëинейностей [15], в некоторых
сëу÷аях (в ÷астности, при испоëüзовании ãраäи-
ентных ìетоäов оптиìизаöии) — снятие оãра-
ни÷ений на переìенные состояния и сиãнаë уп-
равëения [3];
загрубления сигнала управления (прореживания
поëя возìожных зна÷ений управëяþщеãо сиã-
наëа). Приìероì äанноãо поäхоäа ìожет сëужитü
заäа÷а öифровоãо реëейноãо управëения, реøа-
еìая в работе [16]. Оãрани÷ение ìножества воз-
ìожных управëений трехпозиöионныì реëе äаëо
возìожностü реøитü заäа÷у управëения пряìыì
перебороì, уëоживøисü в разуìные требования
к вы÷исëитеëþ. Оäнако в зависиìости от кон-
кретной постановки заäа÷и управëения и при-
ìеняеìоãо ìетоäа оптиìизаöии, сужение обëас-
ти äопустиìых зна÷ений сиãнаëа управëения
ìожет привоäитü к противопоëожноìу резуëü-
тату. Наприìер, приìененное в работе [17] оã-
рани÷ение ìножества управëений äискретныì
набороì зна÷ений привеëо к необхоäиìости
преобразования заäа÷и ëинейноãо проãраììи-
рования в боëее ресурсоеìкуþ заäа÷у öеëо÷ис-
ëенноãо проãраììирования;
выбора менее ресурсоемкого вычислительного ме-
тода. Данный поäхоä относится к сфере про-
ектирования систеìы управëения и отражает
уìение проектанта выбиратü разуìные (субопти-
ìаëüные) варианты. О÷евиäно, ÷то корректно
сфорìуëированная заäа÷а ëинейноãо проãраììи-
рования [18] иëи ãраäиентной оптиìизаöии [19]
при опреäеëенных усëовиях иìеет ìенüøуþ аë-
ãоритìи÷ескуþ сëожностü, ÷еì заäа÷а поëноãо
пряìоãо перебора [20]. Оäнако при разуìной
постановке заäа÷и ìетоäы оãрани÷енноãо пере-
бора (наприìер, преäëоженный в работе [16])
ìоãут оказатüся приеìëеìыìи как с то÷ки зре-
ния простоты реаëизаöии, так и с то÷ки зрения
ресурсоеìкости;
задания менее жестких требований по точности
управления. Данный поäхоä относится к сфере
испоëüзования выбранной вы÷исëитеëüной про-
öеäуры. О÷евиäно, ÷то снижение требуеìой то÷-
ности ìиниìизаöии уìенüøает ÷исëо итераöий
÷исëенноãо ìетоäа (сì. в работе [19] на приìере
ãраäиентной ìиниìизаöии).
Такиì образоì, пере÷исëенные способы сни-

жения вы÷исëитеëüной труäоеìкости заäа÷и уп-
равëения иìеþт зна÷итеëüные оãрани÷ения по их
приìениìости, ÷то уìенüøает ожиäаеìый эффект
от их внеäрения. Даëее в äанной статüе преäëожен
и проанаëизирован боëее раäикаëüный ìетоä со-

кращения вы÷исëитеëüных затрат аëãоритìа уп-
равëения за с÷ет вынесения наибоëее "затратных"
вы÷исëитеëüных операöий на преäваритеëüный
этап синтеза контура управëения.

Идея предварительной оптимизации 
процесса управления с последующей интерполяцией 

в точке текущего состояния системы

Оäниì из о÷евиäных способов понижения на-
ãрузки на вы÷исëитеëü явëяется преäваритеëüное
вы÷исëение оптиìаëüноãо управëяþщеãо возäейс-
твия на систеìу äëя всех возìожных со÷етаний ее
переìенных состояния. В резуëüтате указанной
операöии заäа÷а управëения своäится к сëеäуþщей
заäа÷е выбора расс÷итанноãо заранее управëяþще-
ãо возäействия, соответствуþщеãо текущеìу состо-
яниþ систеìы:
имея вектор текущего состояния системы x =

= (x1, ..., xn) и множество рассчитанных заранее опти-
мальных управляющих воздействий U = { , ..., },
каждое из которых соответствует определенной
точке фазового пространства x1, ..., xm, осущест-
вить выбор управляющего воздействия u*, соответ-
ствующего текущему состоянию системы.
В общеì сëу÷ае объеì преäваритеëüных вы÷ис-

ëений кратно возрастает, есëи объекту управëения
в ка÷естве жеëаеìоãо состояния ìожет бытü назна-
÷ено боëее оäной то÷ки фазовоãо пространства.
В преäеëüноì сëу÷ае (наприìер, äëя сëеäящей сис-
теìы) жеëаеìая то÷ка ìожет бытü произвоëüной,
т. е. ìножество öеëевых состояний ìожет иìетü
бесконе÷нуþ разìерностü.
О÷евиäно, ÷то äëя практи÷еской заäа÷и управ-

ëения äинаìи÷еской систеìой поäобный поäхоä
порожäает бесконе÷ноìерное ìножество то÷ек
фазовоãо пространства (как на÷аëüных, так и öе-
ëевых), äëя которых необхоäиìо выпоëнитü вы-
÷исëения. На практике äëя обеспе÷ения разуìноãо
вреìени рас÷ета поëе опорных то÷ек рас÷ета необ-
хоäиìо "прореäитü". При этоì также важно оãра-
ни÷итü набор то÷ек öеëевоãо состояния систеìы,
так как кажäоìу öеëевоìу состояниþ систеìы со-
ответствует отäеëüное интерпоëяöионное ìножес-
тво то÷ек фазовоãо пространства. Иныìи сëоваìи,
заäа÷у управëения необхоäиìо реøитü äëя некото-
роãо с÷етноãо поäìножества то÷ек, образованноãо
от фазовоãо пространства (рис. 2).
В сëу÷ае, коãäа то÷ка текущеãо состояния сис-

теìы не явëяется опорной, вы÷исëение управëяþ-
щеãо возäействия осуществëяется n-ìерной интер-
поëяöией зна÷ений бëижайøих то÷ек сетки [21],
ãäе n — поряäок объекта управëения (рис. 3). 
На рис. 3 показан проöесс посëеäоватеëüной

трехìерной интерпоëяöии зна÷ений то÷ек сетки,
состоящий из сëеäуþщих этапов [21]:
шаг 1: интерпоëяöия исхоäных то÷ек сетки (во-
сеìü то÷ек, изображенных ÷ерныì öветоì) по пе-
реìенной состояния x3 (резуëüтат øаãа — ÷етыре
то÷ки, изображенные теìно-серыì öветоì);

ux1
uxn



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 3, 2016 161

шаг 2: интерпоëяöия то÷ек, поëу÷енных на øаãе 1,
по переìенной состояния x2 (резуëüтат øаãа —
äве то÷ки, изображенных светëо-серыì öветоì);
шаг 3: интерпоëяöия то÷ек, поëу÷енных на øаãе 2,
по переìенной состояния x1 (резуëüтат øаãа —
оäна резуëüтируþщая то÷ка, изображенная
беëыì öветоì).
Такиì образоì, окон÷атеëüная постановка за-

äа÷и приìет сëеäуþщий виä:
имея вектор текущего состояния системы x =

= (x1, ..., xn) и множество рассчитанных заранее оп-
тимальных управляющих воздействий в опорных точ-
ках фазового пространства U = { , ..., }, мето-
дом интерполяции ближайших рассчитанных значений
определить оптимальное управляющее воздействие u*,
соответствующее текущему состоянию системы x.

Обзор реализованных задач 
интерполяционного и табличного управления

Разëи÷ные интерпретаöии описанноãо выøе
поäхоäа øироко приìеняþтся во ìноãих обëастях
техники (наприìер, в энерãетике [22], ìеханооб-
работке [23], автоìобиëестроении [24, 25] и пр.).
Резуëüтаты отражены в зна÷итеëüноì ÷исëе работ
как оте÷ественных, так и зарубежных авторов. Среäи

оте÷ественных иссëеäований в обëасти öифровоãо
табëи÷ноãо и интерпоëяöионноãо управëения наи-
боëее бëизки к пробëеìатике настоящей статüи ра-
боты, опубëикованные в Санкт-Петербурãскоì ãо-
суäарственноì поëитехни÷ескоì университете
[26], Даëüневосто÷ноì ãосуäарственноì техни÷ес-
коì университете [27], МГТУ "Станкин" [28], Оì-
скоì ãосуäарственноì техни÷ескоì университете
[29]. В ÷астности, в работе [26] сфорìуëирована
поøаãовая инструкöия синтеза öифровоãо реãуëя-
тора на основе опреäеëения поверхности перекëþ-
÷ения в табëи÷ной форìе. Вопросы рас÷ета повер-
хностей перекëþ÷ения, а также их посëеäуþщей
корректировки в режиìе реаëüноãо вреìени в за-
висиìости от ìеняþщихся внеøних усëовий рас-
сìотрены в работе [27]. В работе [29] äëя восста-
новëения поверхности управëения по табëи÷ныì
äанныì испоëüзуется ãрафи÷еский ìетоä с при-
вëе÷ениеì ìноãоìерной интерпоëяöии. Табëи÷-
ные ìетоäы управëения внеäрены на конкретных
техни÷еских объектах в сëеäуþщих работах:
в работе [28] описано приìенение табëи÷ноãо
реãуëирования в ìехатронных привоäах;
в работе [30] преäставëена реаëизаöия систеìы
управëения äвиãатеëя внутреннеãо сãорания ав-
тоноìноãо роботизированноãо катера;
в работе [31] рассìотрена реаëизаöия äанных
ìетоäов на приìере äвижитеëей теëеуправëяе-
ìоãо поäвоäноãо аппарата.
Резуëüтаты зарубежных авторов по теìатике на-

стоящей статüи преäставëены в сëеäуþщих работах:
в работах [32, 33] коëëективоì авторов синтези-
рованы аëãоритìы интерпоëяöионноãо öифро-
воãо управëения (interpolative control) и иссëе-
äованы их устой÷ивостü и робастностü;
в работе [34] переìенные состояния систеìы
разäеëены на äве ãруппы: свобоäные и опорные.
Проöеäура табëи÷ноãо рас÷ета управëения при-
ìеняется тоëüко по первой ãруппе переìенных;
в работе [35] схожая проöеäура рас÷ета поверх-
ности управëения в ка÷естве опорных то÷ек за-
äействует сëу÷айный набор то÷ек пространства
состояния систеìы;
в работе [36] поверхностü управëения восстанав-
ëивается куби÷ескиì спëайноì, резуëüтаты äе-
ìонстрируþтся на приìере систеìы первоãо и
второãо поряäков;
в работе [37] закон управëения аппроксиìиру-
ется кусо÷но-аффинныìи и непрерывныìи
функöияìи состояния.

Апробация интерполяционного решения 
на модельном примере

Без оãрани÷ения общности реøиì заäа÷у опти-
ìаëüноãо управëения неëинейной систеìой с по-
ìощüþ аëãоритìа ãëобаëüной оптиìизаöии, поä-
робно рассìотреннуþ в работе [38]. В указанной
работе приìенен высокоэффективный ìетоä ìи-
ниìизаöии — "ìетоä сëу÷айноãо поиска". Из-за

Рис. 3. Интерполяция управляющего сигнала на основе
ближайших точек сетки (на примере системы третьего порядка)

Рис. 2. Множество опорных точек фазового пространства (на
примере системы третьего порядка)

ux1
uxm
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÷резвы÷айной вы÷исëитеëüной труäоеìкости äан-
ноãо ìетоäа [21] он не приìеняется в управëяþ-
щих ЭВМ реаëüноãо вреìени. В работе [38] ìетоä
сëу÷айноãо поиска испоëüзован тоëüко в режиìе
рас÷етов "offline" на стенäе проверки корректности
работы ìенее ресурсоеìких субоптиìаëüных аëãо-
ритìов управëения, основанных на проöеäурах
ëокаëüной оптиìизаöии. Иìея в распоряжении
вы÷исëитеëüные ресурсы, ìноãократно превосхо-
äящие произвоäитеëüностü управëяþщих ЭВМ,
испоëüзуеì äанный аëãоритì äëя преäваритеëüных
рас÷етов управëяþщеãо сиãнаëа в опорных то÷ках
фазовоãо пространства. Перепиøеì постановку
заäа÷и, привеäеннуþ в работе [38].
Пример 1. Управëение коëебатеëüныì звеноì.

Объект описывается переäато÷ной функöией виäа

W(s) =  = ,

÷то эквиваëентно систеìе äифференöиаëüных
уравнений

Ob:

на÷аëüные усëовия (x1(0) x2(0))т = (x(0) (0))т;
öеëевое состояние (  )т = (x* )т = (0 0)т;
функöионаë ка÷ества J(x)=α1(x1– )2+α2(x2– )2;
управëение оãрани÷ено по ìоäуëþ: u ∈ [–M; +M].
В работе [38] äëя öеëей опреäеëения этаëонных

оптиìаëüных фазовых траекторий систеìы реаëи-
зован аëãоритì управëения, в основе котороãо ëе-
жит вы÷исëитеëüная проöеäура ìетоäа сëу÷айноãо
поиска [21]. Данный аëãоритì позвоëяет найти ãëо-
баëüный ìиниìуì öеëевой функöии J(x) и обеспе-
÷итü оптиìаëüное управëение систеìой на кажäоì
такте управëения. Оäнако, как быëо упоìянуто ра-
нее, высокая вы÷исëитеëüная труäоеìкостü äанно-
ãо ìетоäа не позвоëяет реаëизоватü еãо напряìуþ
в управëяþщей ЭВМ. Дëя интерпоëяöионной ап-
проксиìаöии резуëüтатов приìенения аëãоритìа
сëу÷айноãо поиска заäаäиìся поëеì опорных то÷ек
фазовоãо пространства, äëя которых буäет осуще-
ствëен рас÷ет оптиìаëüноãо управëяþщеãо возäей-
ствия P = {x1, ..., xm} → U = { , ..., }. Приìе-
ниì аëãоритì рас÷ета управëяþщеãо возäействия,
разработанный в работе [38], к ìножеству опорных
то÷ек P = {x1, ..., xm} и свеäеì резуëüтаты рас÷етов
в интерпоëяöионнуþ табëиöу. В сиëу боëüøоãо
÷исëа то÷ек поëу÷енной табëиöы привеäеì тоëüко
параìетры ее разìерности, а также ìиниìаëüные
и ìаксиìаëüные зна÷ения переìенных состояния:

 = {(x1; x2)1, ..., (x1; x2)3569}|x1 = (–5, ..., 5),

x2 = (–25, ..., 25).

Поверхностü управëения, построенная наä фа-
зовой пëоскостüþ систеìы по то÷каì , приве-

äена на рис. 4 (сì. вторуþ сторону обëожки). За-

ìетиì, ÷то äанная ãрафи÷еская интерпретаöия
анаëоãи÷на преäставëениþ реëейноãо закона уп-
равëения в виäе ëинии перекëþ÷ения на фазовой
пëоскости [39].
В наøеì сëу÷ае управëяþщий сиãнаë ìожет при-

ниìатü зна÷ения из непрерывноãо оãрани÷енноãо
ìножества, всëеäствие ÷еãо конöепöиþ ëиний пе-
рекëþ÷ения, приìеняеìуþ в работе [39] äëя реëей-
ноãо сëу÷ая, естественно обобщитü поверхностüþ
управëения (рис. 4, сì. вторуþ сторону обëожки).
Сравниì ãрафики перехоäных проöессов в сис-

теìе при ìоäеëüной реаëизаöии исхоäноãо аëãо-
ритìа сëу÷айноãо поиска и еãо интерпоëяöионной
аппроксиìаöии (рис. 5, 6 äëя разëи÷ных на÷аëü-
ных усëовий, сì. вторуþ сторону обëожки). Пара-
ìетры ìоäеëирования привеäены в табë. 1.
Пример 2. Управëение неустой÷ивой систеìой

второãо поряäка

W(s) =  = ;

на÷аëüные усëовия (x1(0) x2(0))т = (x(0) (0))т;
öеëевое состояние (  )т = (x* )т = (0 0)т;
функöионаë ка÷ества J(x)=α1(x1– )2+α2(x2– )2;
управëение оãрани÷ено по ìоäуëþ: u ∈ [–M; +M].
По анаëоãии с приìероì 1 заäаäиìся поëеì

опорных то÷ек фазовоãо пространства и соответс-
твуþщиì ìножествоì расс÷итанных управëяþщих
возäействий P = {x1, ..., xm} → U = { , ..., }.
Преäеëüные зна÷ения переìенных состояния и
ìножество опорных то÷ек оставиì без изìенений
относитеëüно приìера 1.
Поверхностü управëения, построенная наä фа-

зовой пëоскостüþ систеìы по то÷каì P = {x1, ..., xm},
привеäена на рис. 7 (сì. третüþ сторону обëожки).
Графики перехоäных проöессов и соответствуþ-
щие сиãнаëы управëения äëя аëãоритìа сëу÷ай-
ноãо поиска и еãо интерпоëяöионной аппроксиìа-
öии привеäены на рис. 8, а—в (сì. третüþ сторону
обëожки).
Дëя провеäения сеансов рас÷ета приìеì пара-

ìетры ìоäеëирования и пере÷енü на÷аëüных усëо-
вий, привеäенные в табë. 2.

x1 s( )
u s( )
--------- 1

T 2s2 2ξTs 1+ +
-------------------------------

x·1 x2;=

x·2
1

T 2
-----x1

2ξ
T
----x2– 1

T 2
-----u;+–=

x·

x1* x2* x·*
x1* x2*

ux1
uxm

P
43Ѕ83

P
43Ѕ83

Табëиöа 1
Параметры моделирования (колебательное звено)

Обозна÷ение 
и зна÷ение Описание

T = 0,1 с Постоянная вреìени коëебат. звена
ξ = 0,3 Показатеëü коëебатеëüности
ν = 100 Гö Частота äискретизаöии систеìы
M = 5 Ресурсные оãрани÷ения u ∈ [–M; +M]
ε1 = 0,01 То÷ностü аëãоритìов по переìенной 

состояния x1

ε2 = 0,1 То÷ностü аëãоритìов по переìенной 
состояния x2

N = 4 Горизонт проãноза аëãоритìа
α1 = 1, α2 = 0,001 Весовые коэффиöиенты критерия J(x)

x1 s( )
u s( )
--------- 1

T1s 1+( ) T2s 1–( )
-----------------------------------

x·

x1* x2* x·*
x1* x2*

ux1
uxm
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Перехоäные проöессы, изображенные на рис. 5, 6
и 8 (сì. третüþ сторону обëожки), показываþт äо-
стато÷нуþ бëизостü реøений заäа÷и оптиìаëüноãо
управëения пряìыì оптиìизаöионныì и интер-
поëяöионныìи ìетоäаìи. Откëонения зна÷ений
управëяþщеãо сиãнаëа, поëу÷енные в резуëüтате
вы÷исëения по интерпоëяöионной табëиöе (преä-
ставëение табëиöы в виäе поверхности показано на
рис. 4 и рис. 7, сì. третüþ сторону обëожки), вы-
званы оãрани÷енной то÷ностüþ операöии интер-
поëирования. Заìетиì, ÷то то÷ностü интерпоëя-
öии напряìуþ зависит от øаãа сетки [21] и ìожет
бытü повыøена за с÷ет увеëи÷ения ÷исëа опорных
то÷ек поверхности (сì. рис. 2).

Заключение

В äанной статüе рассìотрена пробëеìа реаëиза-
öии аëãоритìов оптиìаëüноãо öифровоãо управëе-
ния äинаìи÷ескиìи объектаìи. Совреìенный уро-
венü развития теории управëения позвоëяет без
упрощений у÷итыватü реаëüные особенности сов-
реìенных объектов управëения. К такиì особен-
ностяì относятся:
высокий поряäок систеìы уравнений объекта;
наëи÷ие неëинейностей;
нестаöионарностü параìетров объекта;
высокое быстроäействие и ÷астота квантования;
сëожные критерии оптиìаëüности и т. п.
Пëатой за эффективностü поëу÷аеìых реøений

явëяется ÷резвы÷айно высокая вы÷исëитеëüная тру-
äоеìкостü аëãоритìов и повыøенные требования
к произвоäитеëüности управëяþщих ЭВМ. Не-
реäко реаëизаöия разработанных аëãоритìов уп-
равëения невозìожна на совреìенной эëеìентной
базе. В настоящей работе преäëожена иäея обеспе-
÷ения реаëизуеìости указанных аëãоритìов за с÷ет
вынесения наибоëее труäоеìких рас÷етов на этап
преäваритеëüноãо синтеза контура управëения с по-
сëеäуþщиì их сохранениеì в паìяти управëяþ-
щей ЭВМ. В режиìе реаëüноãо вреìени работа аë-
ãоритìа заìеняется интерпоëяöией управëяþщеãо
сиãнаëа на основе провеäенных ранее рас÷етов.

Приìенение преäëоженноãо поäхоäа проäеìон-
стрировано на приìере аëãоритìа оптиìаëüноãо
управëения, основанноãо на проöеäуре сëу÷айноãо
поиска. Труäоеìкостü указанноãо аëãоритìа не
позвоëяет орãанизоватü еãо пряìое приìенение в
режиìе реаëüноãо вреìени [38]. Преобразования
аëãоритìа, провеäенные в настоящей работе, поз-
воëиëи поëу÷итü иäенти÷ные работе [38] резуëüта-
ты, оäновреìенно понизив труäоеìкостü заäа÷и
управëения äо уровня, приеìëеìоãо äëя реаëиза-
öии на станäартноì управëяþщеì ìикроконтроë-
ëере. Резуëüтаты ìоäеëирования поäтвержäаþт ра-
ботоспособностü преäëоженноãо поäхоäа.
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In this paper the authors analyze a variety of modern discrete control algorithms from the point of view of their compu-
tational complexity. The outcome of their analysis revealed high complexity of the major optimization procedures employed
in the discrete algorithms of the optimal control. This uncovered disadvantage concerns implementation of the modern control
algorithms in the digital real-time controllers of a limited computational power. The article suggests an approach how to adopt
the time-consuming algorithms to the low productivity controllers. This approach is based on the idea to divide the computation
process into two stages: the first stage includes preventive offline calculation of the optimal control values for a defined set of
points in the system’s state space; the second stage involves an online interpolation of the previously calculated control values
for the current state of the system (only the second stage is realized in a real-time controller). As a result we observe reduction
of the requirements to the controller processing power (assuming that the interpolation procedure is less time-consuming than
the investigated optimization methods) accompanied with an insignificant decrease of the transient performance of the system.
A practical analysis of the obtained results was conducted for the sample optimal control loop based on the numerical procedure
of a random search. The random search procedure belongs to the top computation-consuming algorithms and in most cases
is not available for implementation in the real-time controllers. Adaptation of this algorithm to the above-described two-steps
computational process simplifies the on-line calculations down to the interpolation operation which can be performed by the
modern digital controllers of a modest capacity. The findings of this paper were proved by the results of computer simulation.

Keywords: discrete systems, optimal control, control function, computational complexity, phase space, state space, system
state, interpolation, tabular control, interpolative control
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