
84 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 2, 2016

УДК 681.513 DOI: 10.17587/mau.17.84-93

В. И. Ловчаков1, д-p техн. наук, пpоф., lovvi50@mail.ru,
Е. В. Ловчаков2, канд. техн. наук, инженеp, spartannez@rambler.ru,

Е. И. Кpетов1, аспиpант, neitworld@ya.ru,
1 Тульский госудаpственный унивеpситет,

2 ООО "Сеpвис-Софт", Тула

Синтез быстpодействующих систем упpавления с использованием 
теоpии аналитического констpуиpования оптимальных pегулятоpов

Введение

Дëя повыøения пpоизвоäитеëüности ìноãих
техноëоãи÷еских пpоöессов, пpоизвоäственных аã-
pеãатов, эëектpоìехани÷еских систеì жеëатеëüно,
÷тобы систеìы упpавëения, вхоäящие в их состав,
отве÷аëи кpитеpиþ оптиìаëüности по быстpоäей-
ствиþ, котоpый непосpеäственно опpеäеëяет эффек-
тивностü их функöиониpования. Оäнако pеøение за-
äа÷ оптиìаëüноãо упpавëения по кpитеpиþ быстpо-
äействия в фоpìе обpатной связи, как показывает
анаëиз известных pабот [1—16], пpеäставëяет сеpü-
езнуþ теоpети÷ескуþ пpобëеìу äаже äëя объектов
относитеëüно невысокоãо поpяäка (n = 3, 4, 5). Поä-
÷еpкнеì, ÷то существует боëüøое ÷исëо, оöенивае-
ìое сотняìи, pабот, посвященных анаëизу и син-
тезу оптиìаëüных по быстpоäействиþ систеì
упpавëения (в списке ëитеpатуpы äанной статüи
указаны основные ìоноãpафии, суììаpная бибëио-
ãpафия котоpых от÷асти отpажает это ìножество
pабот). Анаëиз их установиë, ÷то заäа÷а быстpо-
äействия поëностüþ pеøена äëя объектов втоpоãо
поpяäка ìетоäоì фазовой пëоскости [1—3, 5, 6].
Дëя объектов тpетüеãо поpяäка быстpоäействуþщее
упpавëение то÷но (анаëити÷ески) найäено тоëüко
в отäеëüных сëу÷аях, в ÷астности, äëя тpех посëе-
äоватеëüно соеäиненных интеãpатоpов [2], соеäи-
нения äвух интеãpатоpов и апеpиоäи÷ескоãо звена
[1—3], соеäинения интеãpатоpа и äвух апеpиоäи÷е-
ских звенüев [1, 3]. Пpи этоì существенныì обpазоì
испоëüзоваëисü ãеоìетpи÷еские ìетоäы (постpое-
ния), напpиìеp, пpоекöии вынужäенных тpаекто-
pий объекта в тpехìеpноì фазовоì пpостpанстве
на соответствуþщие пëоскости [1, 2]. Дëя объектов
высокоãо поpяäка (n l 4) пpиìенение ìетоäа фа-
зовой пëоскости и ãеоìетpи÷еских постpоений су-
щественно затpуäнено, и, как сëеäствие, äëя них
пpакти÷ески неизвестны анаëити÷еские pеøения
заäа÷и быстpоäействия [16]. В связи с этиì ìноãо-

÷исëенные pаботы [4, 6—12] напpавëены на pазpа-
ботку pазëи÷ных способов нахожäения аппpоксиìа-
öионноãо pеøения заäа÷и оптиìаëüноãо быстpоäей-
ствия и, в ÷астности, на опpеäеëение pазнообpазных
аппpоксиìаöий повеpхности пеpекëþ÷ения опти-
ìаëüноãо pеëейноãо pеãуëятоpа [6, 7, 10, 12]. Pе-
зуëüтат такоãо pеøения называется квазиопти-
мальным упpавлением.
В настоящей pаботе äëя неëинейных объектов

с поëиноìиаëüныìи иëи äpобно-pаöионаëüныìи
хаpактеpистикаìи пpеäëожен новый аппpоксиìа-
öионный ìетоä нахожäения квазиоптиìаëüных по
быстpоäействиþ упpавëений в фоpìе ãëаäких
функöий, ваpüиpование опpеäеëенных паpаìетpов
котоpых (пpибëижение их зна÷ений к пpеäеëüно
ìаëыì) позвоëяет повыøатü степенü квазиопти-
ìаëüности систеìы, иìеþщей асиìптоти÷ески ус-
той÷ивое тpивиаëüное pеøение. Гëаäкостü функ-
öий упpавëения, аппpоксиìиpуþщих оптиìаëü-
ные pазpывные аëãоpитìы, позвоëяет:

1) к pеøениþ заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения
ìатеìати÷ески обоснованно пpиìенитü ìетоä äина-
ìи÷ескоãо пpоãpаììиpования P. Беëëìана [17, 19]
и теоpиþ анаëити÷ескоãо констpуиpования опти-
ìаëüных pеãуëятоpов (АКОP) [19, 20];

2) существенно уìенüøитü объеì вы÷исëений
пpи синтезе квазиоптиìаëüных систеì; 

3) искëþ÷итü скоëüзящий pежиì pаботы систе-
ìы, котоpый нежеëатеëен äëя ìноãих объектов
упpавëения. 
Метоä основан на пpеäставëении (аппpоксиìа-

öии) еäини÷ной функöии функöионаëа быстpоäей-
ствия поëожитеëüно опpеäеëенныìи поëиноìи-
аëüныìи иëи äpобно-pаöионаëüныìи функöияìи
в öеëях тpансфоpìаöии заäа÷и быстpоäействия в
соответствуþщуþ заäа÷у АКОP, котоpая äаëее pе-
øается известныì ìетоäоì — ìетоäоì степенных
pяäов [19].

Для шиpокого класса объектов с полиномиальными и дpобно-pациональными нелинейностями pазpабатывается метод син-
теза квазиоптимальных замкнутых систем упpавления высокого поpядка по кpитеpию быстpодействия. Данный метод ос-
нован на замене pешения задачи быстpодействия pешением соответствующей задачи аналитического констpуиpования оп-
тимального pегулятоpа для pассматpиваемого объекта по заданному опpеделенным обpазом функционалу качества. Для pе-
шения последней задачи модифициpуется известный метод степенных pядов А. А. Кpасовского.
Ключевые слова: нелинейный объект, кpитеpий быстpодействия, гладкая функция Беллмана, аналитическое констpуиpо-

вание оптимального pегулятоpа
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1. Постановка задачи быстpодействия 
и обоснование подхода к ее pешению

Pассìотpиì кëасс неëинейных объектов, äина-
ìика котоpых в непpеpывноì вpеìени t описывается
äиффеpенöиаëüныìи уpавненияìи состояния виäа

(t) = ai[X(t)] + bi[X(t)]u(t);

i = 1, 2, ..., n; |u(t)| m Umax = 1, (1)

ãäе xi(t) — фазовые кооpäинаты, составëяþщие
вектоp состояния X объекта и иìеþщие физи÷е-
ский сìысë откëонения пеpеìенных объекта от за-
äанноãо pежиìа; u(t) — сиãнаë упpавëения, оãpа-
ни÷енный веëи÷иной Umax; ai(X ) ≡ ai(x1, x2, ..., xn),
bi(X ) ≡ bi(x1, x2, ..., xn) — оäнозна÷ные поëиноìи-
аëüные иëи äpобно-pаöионаëüные функöии от коì-
понент вектоpа состояния. Такие ìоäеëи явëяþтся
типи÷ныìи, напpиìеp, äëя эëектpотехни÷еских
объектов, в ÷астности, äëя эëектpопpивоäа пpи
у÷ете еãо хаpактеpных неëинейностей.
Дëя äанных объектов иссëеäуется кëасси÷еская

заäа÷а быстpоäействия, фоpìуëиpуеìая сëеäуþщиì
обpазоì [1—3]: тpебуется найти аëãоpитì упpавëе-
ния в фоpìе обpатной связи u(Х ), пеpевоäящий
объект (1) из на÷аëüноãо состояния Х(0) = Х0 в ко-
не÷ное нуëевое с ìиниìаëüныì зна÷ениеì функ-
öионаëа быстpоäействия

I1 = 1•dt = Т → min. (2)

Пpи синтезе заìкнутых систеì оптиìаëüноãо
упpавëения ÷асто испоëüзуется ìетоä äинаìи÷е-
скоãо пpоãpаììиpования P. Беëëìана [17], основ-
ное функöионаëüное уpавнение котоpоãо äëя заäа÷и
(1), (2) иìеет виä

•[ai[X(t)] + bi[X(t)]u(t)]  = –1. (3)

Миниìизаöия выpажения в фиãуpных скобках
по упpавëениþ в указанной оãpани÷енной обëасти
позвоëяет найти оптиìаëüное упpавëение

u(Х ) = –sign bi[X(t)] (4)

÷еpез функöиþ Беëëìана S(X ). Поäставив упpав-
ëение (4) в уpавнение (3), поëу÷иì уpавнение в ÷а-
стных пpоизвоäных

ai(X ) –  = –1 (5)

äëя опpеäеëения функöии S(X ), называеìое уpав-
нениеì Гаìиëüтона—Якоби—Беëëìана (ГЯБ). Есëи
уpавнение (5) с кpаевыì усëовиеì S[X(T )] = 0 воз-
ìожно анаëити÷ески pеøитü, то в соответствии
с соотноøениеì (4) ëеãко нахоäится искоìый за-

кон оптиìаëüной обpатной связи. Оäнако отыска-
ние анаëити÷ескоãо pеøения уpавнения (5), äаже
пpибëиженноãо, встpе÷ает сеpüезные ìатеìати÷е-
ские и вы÷исëитеëüные тpуäности — уpавнение (5)
pеøено тоëüко äëя отäеëüных объектов втоpоãо и
тpетüеãо поpяäков [2, 17]. Посëеäнее обстоятеëüство
во ìноãоì опpеäеëяется наëи÷иеì в уpавнении (5)
неëинейности виäа ìоäуëüной функöии, котоpая
явëяется не äиффеpенöиpуеìой в то÷ке изìенения
знака пеpеìенной. Это пpивоäит к тоìу, ÷то функ-
öия Беëëìана оказывается pазpывной функöией
пpи опpеäеëенных зна÷ениях своих аpãуìентов
äаже äëя ëинейных объектов упpавëения. Данный
факт ставит поä соìнение пpавоìеpностü пpиìе-
нения äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования в заäа÷е
быстpоäействия, так как пpи вывоäе соотноøений
(3), (4) и (5) апpиоpи пpеäпоëаãается äиффеpенöи-
pуеìостü функöии S(X ) [17]. По этой пpи÷ине öе-
ëесообpазен пеpехоä к синтезу квазиоптиìаëüных
быстpоäействуþщих систеì упpавëения с ãëаäки-
ìи функöияìи S(X ) и и(Х ).
Сеpüезныì pезуëüтатоì в указанноì напpавëе-

нии явëяется теоpия квазиоптиìаëüноãо быстpо-
äействия (ТКОБ), pазpаботанная пpофессоpоì
P. А. Нейäоpфоì и еãо у÷еникаìи [10—12]. В pа-
ботах P. А. Нейäоpфа заäа÷а оптиìаëüноãо по бы-
стpоäействиþ упpавëения pассìатpивается с то÷ки
зpения пpакти÷еской pеаëизуеìости асиìптоти÷е-
ски устой÷ивых систеì с обpатной связüþ. Исхоä-
ныì основопоëаãаþщиì pезуëüтатоì ТКОБ явëя-
ется утвеpжäение, ÷то äëя äинаìи÷ескоãо объекта
пеpвоãо поpяäка

(t) = u(t), |u(t)| m Umax

ìожно постpоитü ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü КОБ
систеìы пеpвоãо поpяäка

 = Sran(x, ε), Sran(x, ε) = –Umaxx/ , ε > 0, (6)

в виäе äpобно-pаäикаëüной функöии Нейäоpфа
Sran(x, ε) [10, 11]. В ней ìаëый паpаìетp ε опpеäеëяет
заäаннуþ степенü пpибëижения квазиоптиìаëüноãо

упpавëения u(x) = –Umaxx/  к строãо опти-
ìаëüноìу закону упpавëения объектоì пеpвоãо по-
pяäка u(x) = –Umaxsign[x(t)].

Оттаëкиваясü от äанноãо pеøения заäа÷и быст-
pоäействия пеpвоãо поpяäка, в указанных работах
пpеäëаãаþтся ваpианты постpоения ìатеìати÷е-
ских ìоäеëей систеì КОБ боëее высокоãо поpяäка,
пpовоäятся иссëеäования неëинейных паpаìетpи-
÷ески настpаиваеìых функöий, аппpоксиìиpуþщих
pазpывные функöии оптиìаëüноãо упpавëения,
äоказывается свойство асиìптоти÷еской устой÷и-
вости тpивиаëüноãо pеøения, а также анаëизируþтся
способы напpавëенноãо фоpìиpования ε-паpаìетpи-
÷еской квазиоптиìаëüности в систеìах. Так, в pа-
боте [12] пpеäëаãается и иссëеäуется ìоäеëü КОБ
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систеìы n-ãо поpяäка, постpоенная на основе
функöии Нейäоpфа сëеäуþщиì обpазоì:

(7)

ãäе αi = const ≠ 0, εi = const > 0, i = 1, 2, ..., n. Пpи
такоì постpоении ìоäеëи пеpвая пеpеìенная состоя-
ний x1(t) обëаäает наибоëüøей инеpöионностüþ,
а посëеäняя пеpеìенная xn(t) стpоãо поä÷иняется
закону КОБ пеpвоãо поpяäка. Свойства квазиопти-
ìаëüности быстpоäействия посëеäоватеëüно пеpе-
äаþтся от х1(t) к xn(t), а интенсивностü пеpеäа÷и
опpеäеëяется паpаìетpаìи αi, εi, .
Пpеäëоженные законы обpатной связи, pеаëи-

зуþщие äвижение заìкнутой систеìы в соответст-
вии с уpавненияìи (7), как утвеpжäаþт их pазpа-
бот÷ики, пpиäаþт систеìаì упpавëения не тоëüко
свойство квазиоптиìаëüности по быстpоäействиþ,
но и свойства pобастности, асиìптоти÷еской ус-
той÷ивости в öеëоì и отëи÷аþтся относитеëüно
пpостой стpуктуpой в сpавнении со стpоãо опти-
ìаëüныìи упpавëенияìи. Отìе÷енные свойства
иссëеäуеìых систеì, на наø взãëяä, в основноì
опpеäеëяþтся ãëаäкостüþ функöий упpавëения и,
соответственно, буäут пpисущи систеìаì, синте-
зиpуеìыì пpеäëаãаеìыì äаëее ìетоäоì.
В pаботах äpуãоãо напpавëения — pаботах пpофес-

соpа В. В. Суpкова и еãо коëëеã [13—15] — пpи кон-
стpуиpовании быстpоäействуþщих систеì также
отказаëисü от опpеäеëения pазpывной функöии
Беëëìана, а на кажäоì интеpваëе упpавëения на-
хоäят непpеpывнуþ на неì функöиþ пеpекëþ÷е-
ния ψi(X ), и найäенные функöии в äаëüнейøеì со-
пpяãаþтся в еäинуþ функöиþ пеpекëþ÷ения ψ(X )
оптиìаëüной pеëейной систеìы упpавëения. В ос-
нове пpеäëоженноãо в этих pаботах ìетоäа синтеза
ëежит теоpеìа об интеpваëах упpавëения [13, 14],
котоpая пpи опpеäеëенных усëовиях утвеpжäает,
÷то äëя оптиìаëüноãо по быстpоäействиþ упpав-
ëения неëинейныì объектоì (1) n-ãо поpяäка не-
обхоäиìо и äостато÷но не боëее n интеpваëов
упpавëений виäа ui = –sign(ψi(X )). Эта теоpеìу
ìожно pассìатpиватü как pазвитие и уто÷нение
теоpеìы А. А. Феëüäбауìа [1—3] о n интеpваëах
постоянства зна÷ений упpавëения на неëинейные
объекты. В pаботах указанноãо напpавëения, в от-
ëи÷ие от А. А. Феëüäбауìа, за интеpваë упpавëения
пpиниìается пpоìежуток вpеìени, в те÷ение ко-
тоpоãо изобpажаþщая то÷ка äвижения объекта пе-
pехоäит на новуþ субповеpхностü пеpекëþ÷ения
ψi(X ) = 0, пpинаäëежащуþ (вëоженнуþ) повеpхно-
сти ψ(X ) = 0. Поä÷еpкнеì, ÷то пониìаеìый такиì
обpазоì интеpваë упpавëения ìожет соäеpжатü, на-

пpиìеp äëя осöиëëиpуþщих объектов, нескоëüко
интеpваëов постоянства зна÷ений упpавëения
(u = +1 иëи u = –1) — интеpваëов А. А. Феëüä-
бауìа. Пpи этоì кажäая непpеpывная функöия
ψi(X), i = 1, 2, ..., n, нахоäится pеøениеì соответст-
вуþщеãо уpавнения в ÷астных пpоизвоäных пеpвоãо
поpяäка, составëяеìоãо с испоëüзованиеì основ-
ноãо функöионаëüноãо уpавнения ìетоäа [13, 14].
Данный то÷ный ìетоä pеøения заäа÷ быстpоäей-
ствия сопpяжен с боëüøиì объеìоì вы÷исëений,
связанных с необхоäиìостüþ pеøения п уpавне-
ний в ÷астных пpоизвоäных и äаëüнейøиì сопpя-
жениеì найäенных pеøений.
В äанной pаботе пpеäëаãается ìетоä синтеза

квазиоптиìаëüных по быстpоäействиþ систеì
упpавëения, искëþ÷аþщий необхоäиìостü pеøения
боëüøоãо ÷исëа указанных уpавнений в ÷астных
пpоизвоäных и обеспе÷иваþщий обоснованное
пpиìенение пpоöеäуpы äинаìи÷ескоãо пpоãpаì-
ìиpования за с÷ет виäоизìенения кpитеpия быст-
pоäействия вкëþ÷ениеì сëаãаеìоãо ru2(t), оãpани-
÷иваþщеãо энеpãиþ сиãнаëа упpавëения:

I1 = (1 + ru2(t))dt → min, r > 0. (8)

Данный кpитеpий пpи r → 0 пpибëижается к ис-
хоäноìу функöионаëу (2), и еãо испоëüзование
пpи äостато÷но ìаëоì зна÷ении паpаìетpа r позво-
ëяет опpеäеëятü квазиоптиìаëüные по быстpоäей-
ствиþ упpавëения.
Пpиìенение ìетоäа äинаìи÷ескоãо пpоãpаì-

ìиpования к заäа÷е упpавëения (1), (8) позвоëяет
найти оптиìаëüное упpавëение

u(Х ) = –sat bi[X(t)] , (9)

в котоpоì станäаpтная функöия y(x) = sat(x) опpе-
äеëяется выpажениеì

y = 

В упpавëении (9) функöия Беëëìана в обëасти
ëинейности функöии sat уäовëетвоpяет уpавнениþ
в ÷астных пpоизвоäных

•ai(X ) – •bi(X )  = –q

(q = 1). (10)

Данное уpавнение в отëи÷ие от уpавнения (5),
соответствуþщеãо стpоãой заäа÷е быстpоäействия,
иìеет кваäpати÷нуþ неëинейностü, äиффеpенöиpуе-
ìуþ пpи ëþбоì зна÷ении аpãуìента. Это обеспе÷и-
вает äëя объектов (1) с поëиноìиаëüныìи (äpобно-
pаöионаëüныìи) неëинейностяìи существование
äиффеpенöиpуеìой функöии Беëëìана S(X) в фазо-
воì пpостpанстве объекта. Посëеäнее утвеpжäение
вытекает из известной теоpеìы Коøи—Коваëев-

(t) = – Sran(x1 + α1x2, ε1);

(t) = – Sran(x2 + α2x3, ε2);

...

 = – Sran(xn – 1 + αn – 1xn, εn – 1);

(t) = – Sran(xn, εn),
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ской [18], котоpая устанавëивает существование
еäинственноãо анаëити÷ескоãо pеøения äëя ана-
ëити÷еских äиффеpенöиаëüных уpавнений в ÷аст-
ных пpоизвоäных, т. е. äëя уpавнений, в котоpых
функöии ai(X ), bi(X ) пpеäставëяþтся степенныìи
pяäаìи, схоäящиìися в опpеäеëенных обëастях.
О÷евиäно, вывоä теоpеìы спpавеäëив и äëя уpав-
нений с поëиноìиаëüныìи функöияìи, явëяþщи-
ìися ÷астныì сëу÷аеì анаëити÷еских. Указанная
теоpеìа опpеäеëяет наäежный теоpети÷еский фун-
äаìент пpеäëаãаеìоãо поäхоäа к констpуиpованиþ
быстpоäействуþщих систеì упpавëения, состоя-
щеãо, в отëи÷ие от pабот [13—15], в нахожäении
pеøения оäноãо уpавнения в ÷астных пpоизвоäных
(10), с посëеäуþщиì опpеäеëениеì искоìой об-
pатной связи по выpажениþ (9).
В настоящее вpеìя пpакти÷ески еäинственныì

общиì ìетоäоì pеøения уpавнений в ÷астных пpо-
извоäных явëяется ìетоä степенных pяäов (МСP).
В теоpии оптиìаëüноãо упpавëения МСP наибоëее
pазpаботан [19, 20] äëя синтеза систеì, оптиìаëü-
ных по кваäpати÷ноìу функöионаëу ка÷ества и
функöионаëаì с поëиноìиаëüной поëожитеëüно
опpеäеëенной функöией Q(X ):

I2 = (Q(X ) + ru2(t))dt. (11)

Пpи констpуиpовании систеì упpавëения объек-
таìи (1) по кpитеpиþ (11) оптиìаëüное упpавëение
описывается выpажениеì (9), в котоpоì функöия
Беëëìана опpеäеëяется как pеøение уpавнения

αi(X) – bi(X)  = –Q(X).(12)

Данное уpавнение отëи÷ается от уравнения (10)
тоëüко пpавой ÷астüþ — вìесто константы q стоит
поëожитеëüно опpеäеëенная функöия Q(X ).
Метоä степенных pяäов pеøения уpавнения (12)

основан на опpеäеëении функöии Беëëìана в фоp-
ìе pяäа

S(X ) = Aijxixj + Aijkxi xjxk +

+ Aijkl xixj xkxl + ...

с искоìыìи коэффиöиентаìи Aij, Aijk, Аijkl, пpи÷еì
поëиноìиаëüные функöии ai(X ), bi(X ), Q(X ) уpав-
нения пpеäставëяþтся в анаëоãи÷ноì виäе. Метоä
пpеäпоëаãает выпоëнение сëеäуþщих пpоöеäуp.

1. Поäстановка в уpавнение (12) функöий S(X ),
ai(X ), bi(X ), Q(X ) в фоpìе поëиноìов, выпоëнение
опеpаöий пеpеìножения и суììиpования поëино-
ìов в öеëях пpивеäения ëевой ÷асти (12) к pезуëü-
тиpуþщеìу поëиноìу.

2. Составëение систеìы аëãебpаи÷еских уpавне-
ний äëя опpеäеëения искоìых паpаìетpов Aij, Aijk,
Аijkl пpиpавниваниеì коэффиöиентов пpи оäина-
ковых пpоизвеäениях кооpäинат объекта в ëевой и
пpавой ÷астях уpавнения (12).

3. Pеøение поëу÷енной систеìы аëãебpаи÷еских
уpавнений, котоpая pаспаäается на независиìые
поäсистеìы äëя коэффиöиентов Аij пpи кваäpати÷-
ных ÷ëенах функöии Ляпунова, äëя коэффиöиен-
тов Аijk пpи куби÷еских ÷ëенах и т. ä. Отìетиì, ÷то
÷исëо уpавнений в указанных поäсистеìах совпа-
äает с ÷исëоì неизвестных, а уpавнения äëя коэф-
фиöиентов ÷ëенов функöии Беëëìана тpетüей и
выøе степеней явëяþтся ëинейныìи и, как пpавиëо,
иìеþт оäнозна÷ные pеøения.
Оäнако äанный станäаpтный МСP непpиìениì

к уpавнениþ (10), так как еãо пpавая ÷астü не явëя-
ется отpиöатеëüно опpеäеëенной функöией, pавной
нуëþ в на÷аëе кооpäинат. Чтобы иìетü возìожностü
испоëüзоватü äанный ìетоä, необхоäиìо пpибëизитü
еäини÷нуþ функöиþ кpитеpия быстpоäействия
f 1(X ) = 1 в заäанной обëасти фазовоãо пpостpан-
ства X поëожитеëüно опpеäеëенной функöией, на-
пpиìеp, в фоpìе поëиноìа.
В связи с этиì в äанной pаботе пpеäпоëаãается

иссëеäоватü способы заäания функöии Q(X ) в функ-
öионаëе ка÷ества (11), связанные с аппpоксиìа-
öияìи выpажения f1(X) = 1, котоpые обеспе÷иëи бы
пpибëижение свойств систеì упpавëения объекта-
ìи (1), синтезиpованных по кpитеpиþ (11), к свой-
стваì систеì, оптиìаëüных по кpитеpиþ (8). Pазpа-
ботка ÷етких pекоìенäаöий по заäаниþ функöии
Q(X ) пpевpатит пpеäëоженный поäхоä констpуи-
pования в обоснованный ìетоä синтеза квазиоп-
тиìаëüных по быстpоäействиþ систеì.

2. Метод синтеза квазиоптимальных 
систем упpавления

2.1. Аппpоксимации функции кpитеpия. Пpи вы-
боpе поëожитеëüно опpеäеëенной функöии Q(X )
функöионаëа (11) необхоäиìо у÷итыватü äва ос-
новных тpебования, обеспе÷иваþщих бëизостü pе-
øений указанных заäа÷ упpавëения: 1) äанная
функöия äоëжна бытü как ìожно бëиже к функöии
f 1(X ) = 1 во всеì фазовоì пpостpанстве X объекта
за искëþ÷ениеì то÷ки Х = 0, в котоpой Q(0) = 0
(это обеспе÷ивает повыøение быстpоäействия систе-
ìы); 2) функöия Q(X ) äоëжна иìетü соответствуþ-
щуþ стpуктуpу, обеспе÷иваþщуþ возìожностü
пpиìенения станäаpтноãо ìетоäа степенных pяäов
в pеøении заäа÷и АКОP.
Втоpое тpебование непосpеäственно выäеëяет äва

кëасса функöий, в котоpых сëеäует искатü зависи-
ìостü Q(X ): 1) кëасс поëиноìов и 2) кëасс äpобно-
pаöионаëüных функöий. Иìенно эти функöии по-
звоëяþт пpиìенитü описанный ìетоä степенных
pяäов в иссëеäуеìой заäа÷е упpавëения.
В соответствии с pезуëüтатаìи pаботы [21]

äëя объектов, иìеþщих канони÷еский базис
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X = (x, , ..., x(n – 1))т, функöиþ Q(X) öеëесообpазно
заäаватü как функöиþ оäной выхоäной пеpеìен-
ной объекта Q(X ) = Q(x1). В указанной pаботе äëя
ëинейных объектов утвеpжäается, ÷то ввеäение в
кваäpати÷ный кpитеpий составëяþщих qi (t),
i = 2, 3, ..., n, увеëи÷ивает вpеìя пеpехоäных пpо-
öессов в оптиìаëüной систеìе, так как это пpиво-
äит к оãpани÷ениþ зна÷ений скоpости, ускоpения
и т. ä. выхоäной пеpеìенной. Есëи тепеpü у÷естü,
÷то f 1(x1) = 1 явëяется ÷етной функöией своеãо аp-
ãуìента, то пpихоäиì к вывоäу о необхоäиìости
искатü функöиþ Q(x1) в стpуктуpе поëиноìа 

Q(x1) = a1  + a2  + a3  + ... (13)

иëи äpобно-pаöионаëüной функöии

Q(x1) = (14)

с коэффиöиентаìи аi, bi, i = 1, 2, 3, ... .
Относитеëüно пpосто коэффиöиенты поëино-

ìиаëüной аппpоксиìаöии (13) pасс÷итываþтся ìе-
тоäоì наиìенüøих кваäpатов (МНК) [18], в кото-
pоì искоìые коэффиöиенты опpеäеëяþтся из ус-
ëовий ìиниìуìа сpеäнекваäpати÷ной оøибки
аппpоксиìаöии

J = dx,

т. е. pеøениеì систеìы уpавнений

аi = , k = 1, 2, ..., m, (15)

ãäе [–d, d] — pассìатpиваеìый интеpваë опpеäе-
ëения функöии.

Поëиноìиаëüные аппpоксиìаöии, постpоенные с
испоëüзованиеì уpавнений (15), с увеëи÷ениеì по-
pяäка äовоëüно ìеäëенно пpибëижаþтся к функöии
f 1(X ) = 1, пpи÷еì тоëüко на пpинятоì интеpваëе
аппpоксиìаöии; за пpеäеëаìи этоãо интеpваëа ап-
пpоксиìиpуþщие функöии неоãpани÷енно увеëи-
÷иваþтся по ìоäуëþ (pис. 1, а). Повеäение же
äpобно-pаöионаëüных функöий (14) пpинöипи-
аëüно иное. Напpиìеp, пpостейøая äpобно-pаöио-
наëüная аппpоксиìаöия

Q1(x1) = (16)

пpи боëüøих зна÷ениях аpãуìента пpакти÷ески сов-
паäает с еäиниöей, асиìптоти÷ески пpибëижаясü к
ней (pис. 1, б). Поэтоìу она пpи опpеäеëенных зна-
÷ениях паpаìетpа а обеспе÷ивает ìенüøуþ сpеä-
некваäpати÷ескуþ оøибку пpибëижения, ÷еì поëи-
ноì восüìой степени, коэффиöиенты котоpоãо
pасс÷итаны с поìощüþ МНК.
По указанныì пpи÷инаì пpи pеøении заäа÷и

упpавëения (1), (2) pекоìенäуется испоëüзоватü, как
пpавиëо, äpобно-pаöионаëüные аппpоксиìаöии и,
в ÷астности, (16). Паpаìетp а функöии (16) ìожно
также опpеäеëитü ìетоäоì наиìенüøих кваäpатов.
Оäнако поскоëüку веëи÷ина а в основноì вëияет
на скоpостü ìонотонноãо пpибëижения функöии к
еäиниöе и, соответственно, на веëи÷ину интеpваëа,
в котоpоì она существенно, напpиìеp, боëее ÷еì на
5 %, отëи÷ается от еäиниöы, то зна÷ение а ìожно
pасс÷итатü из äpуãих сообpажений. Так, напpиìеp,
зна÷ение а öеëесообpазно выбиpатü непосpеäст-
венно в пpоöессе синтеза (ìоäеëиpования).
Заìетиì, ÷то функöия (16) пpопоpöионаëüна

кваäpату функöии Нейäоpфа (6), ÷то свиäетеëüст-
вует об иäейной связи пpеäëаãаеìоãо ìетоäа син-
теза с ìетоäоëоãией pабот [10—12].
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2.2. Этапы метода синтеза. Поäытоживая выøе-
изëоженное, сфоpìуëиpуеì основные этапы пpеä-
ëаãаеìоãо ìетоäа синтеза квазиоптиìаëüных по
быстpоäействиþ систеì.

1. Заäаеì в соответствии с pекоìенäаöияìи pаз-
äеëа 2.1 поëожитеëüно опpеäеëеннуþ функöиþ Q(x1)
кpитеpия (11) в фоpìе поëиноìа (13) иëи äpобно-
pаöионаëüной функöии (14) (посëеäнее ÷асто
пpеäпо÷титеëüнее с то÷ки зpения то÷ности и, воз-
ìожно, объеìа вы÷исëений).

2. Опpеäеëяеì функöиþ Беëëìана äëя заäа÷и
АКОP (1), (11) как pеøение уpавнения ГЯБ виäа
(12) станäаpтныì ìетоäоì степенных pяäов.

3. Опpеäеëяеì по фоpìуëе (9) квазиоптиìаëü-
ное упpавëение.

4. Пpи ìоäеëиpовании синтезиpованной систеìы
упpавëения уто÷няеì зна÷ение паpаìетpа r кpите-
pия ка÷ества: зна÷ение r постепенно уìенüøается
äо ìоìента äостижения систеìой ìаксиìаëüноãо
быстpоäействия с äопустиìыì пеpеpеãуëиpованиеì.
Есëи испоëüзуется аппpоксиìаöия (16), то указан-

ная пpоöеäуpа осуществëяется совìестно с уто÷нени-
еì зна÷ение паpаìетpа а аппpоксиìаöии äëя пpи-
бëижения к той же öеëи — увеëи÷ения быстpоäей-
ствия систеìы пpи тpебуеìоì пеpеpеãуëиpовании.

5. Есëи жеëаеìоãо быстpоäействия синтезиpуе-
ìой систеìы не уäается äости÷ü, то увеëи÷ивается
степенü поëиноìа, аппpоксиìиpуþщеãо функöиþ
Беëëìана, и/иëи изìеняется аппpоксиìаöия функ-
öии Q(x1) кpитеpия и äаëее этапы 2—5 повтоpяþтся.

6. На закëþ÷итеëüноì этапе оöенивается то÷ностü
pеøения заäа÷и упpавëения, опpеäеëяеìая веëи-
÷иной [S(X0) – J(X0)]/S(X0), ãäе J(X0) — зна÷ение
функöионаëа (11), вы÷исëенное на тpаектоpии äви-
жения синтезиpованной систеìы из на÷аëüноãо
состояния Х0 äо коне÷ноãо X = 0. Есëи она не уст-
pаивает пpоектиpовщика, то пп. 1—6 повтоpяþтся
пpи повыøенной то÷ности аппpоксиìаöии функ-
öий Q(x1), S(X0).
Поä÷еpкнеì, ÷то анаëиз pезуëüтатов синтеза по

пп. 5 и 6, как пpавиëо, выпоëняется оäновpеìенно.
2.3. Анализ pаботоспособности метода синтеза.

Пpиìениì äанный ìетоä к pеøениþ заäа÷и быст-
pоäействия äëя пpостейøеãо объекта втоpоãо по-
pяäка

(t) = x2(t), (t) = u(t), |u(t)| m 1, (17)

äëя котоpоãо известен оптиìаëüный по быстpоäей-
ствиþ закон упpавëения [1, 2]

u(Х ) = –sign(x1 + 0,5х2|х2|). (18)

В äаëüнейøеì сpавнение упpавëения (18) с упpав-
ëениеì, найäенныì с пpиìенениеì пpеäëоженно-
ãо ìетоäа синтеза, позвоëит сäеëатü опpеäеëенные
вывоäы о pаботоспособности и особенностях ис-
сëеäуеìоãо ìетоäа.

2.3.1. Пpименение метода пpи полиномиальной ап-
пpоксимации функций. Пpеäпоëожиì, ÷то пpоекти-
pовщика СУ интеpесует äвижение объекта (17) пpи
изìенении кооpäинаты x1 в интеpваëе [–2.5, 2.5].
В соответствии с изëоженныì ìетоäоì квази-

оптиìаëüное по быстpоäействиþ упpавëение объ-
ектоì (17) нахоäиì по выpажениþ

u(Х ) = –sat , (19)

в котоpоì функöия Беëëìана S(X ) уäовëетвоpяет
сëеäуþщеìу уpавнениþ в ÷астных пpоизвоäных:

x2 – β  = –α1  – α2  – α3 ,(20)

ãäе β = 1/4r, α1 = 1,440, α2 = –0,507, α3 = 0,0502 (па-
pаìетpы α1, α2, α3 найäены pеøениеì уpавнений (15)). 

Уpавнение (20) pеøаеì ìетоäоì степенных pяäов

S(X ) = A11  + 2A12x1x2 + A22  + A111  +

+ A112 x2 + A122x1  + A222 ... .

Поäставëяеì этот pяä в уpавнение (20):

(2A11х1 + 2A12х2 + ...)х2 – β(2A12х1 + 2A22х2 + ...)2 =

= –α1  – α2  – α3 . (21)

Пpиpавниваниеì коэффиöиентов пpи кваäpа-
ти÷ных сëаãаеìых уpавнения (21) поëу÷аеì систеìу
уpавнений

: –4β  = α1, х1х1: 2A11 – 8βA12А22 = 0,

: 2А12 – 4β  = 0.

Ее pеøениеì опpеäеëяеì искоìые коэффиöи-
енты пpи кваäpати÷ных ÷ëенах функöии Беëëìана:

A12 = 0,5 , A22 = , A11 = 2βA12A22. 

Дëя указанных исхоäных паpаìетpов заäа÷и
упpавëения d = 2,5, r = 0,1 эти коэффиöиенты пpи-
ниìаþт зна÷ения A11 = 1,045, A12 = 0,379, A22 = 0,275.
Соответственно, пpиpавниваниеì коэффиöиен-

тов пpи сëаãаеìых уpавнения (21) тpетüей степени
поëу÷аеì систеìу оäноpоäных уpавнений (их пpа-
вые ÷асти pавны нуëþ). Так как ìатpиöа паpаìет-
pов этой систеìы ëинейных уpавнений явëяется
невыpожäенной, то поëу÷аеì A111 = A112 = А122 =
= A222 = 0. Анаëоãи÷ныì обpазоì устанавëиваеì, ÷то
A11111 = A11112 = A11122 = А11222 = A12222 = A22222 = 0,
и посëеäуþщие коэффиöиенты функöии Беëëìана
пpи ÷ëенах поëиноìа не÷етной степени также pав-
ны нуëþ.
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Пpиpавниваниеì коэффиöиентов пpи сëаãае-
ìых уpавнения (21) ÷етвеpтой степени поëу÷аеì
систеìу уpавнений

 : –4βA12A1112 = –α2,

: 4A1111 – β(8A12A1122 + 4A22A1112) = 0,

: 3A1112 – β(12A12A1222 + 8A22A1122) = 0,

х1 : 2А1122 – β(16A12A2222 + 12A22A1222) = 0,

: А1222 – 16βА22A2222 = 0.

Чисëенныì pеøениеì äанной систеìы ëиней-
ных аëãебpаи÷еских уpавнений нахоäиì зна÷ения
коэффиöиентов А1112 = –0,134, А1122 = –0,0386,
А1222 = –0,0165, A2222 = –0,0015 функöии Беëëìана.
Анаëоãи÷ныì обpазоì, ÷исëенныì pеøениеì

систеìы уpавнений, поëу÷енной пpиpавниваниеì
коэффиöиентов пpи сëаãаеìых уpавнения (21) øес-
той степени, нахоäиì зна÷ения коэффиöиентов
А111112 = 0,0132, A111122 = 3,43•10–3, А111222 =
= 4,15•10–3, A112222 = –4,814•10–8, A122222 =
= –1,398•10–8, A222222 = –8,458•10–10 искоìой
функöии Беëëìана и, соответственно, упpавëения

u(Х ) = –sat (A12x1 + 2A22х2 + A1112  +

+ ... + A222222 ) . (22)

Квазиоптиìаëüные систеìы упpавëения объек-
тоì (17) с законаìи обpатной связи u1(Х ), u3(Х ),
u5(Х ), поëу÷аеìыìи из соотноøения (22), соответ-
ственно, уäеpжаниеì тоëüко ëинейных сëаãаеìых,
тоëüко сëаãаеìых äо тpетüей степени и тоëüко сëа-
ãаеìых äо пятой степени, быëи пpоìоäеëиpованы с
испоëüзованиеì ìатеìати÷ескоãо пакета MathCAD.
Отäеëüные пеpехоäные пpоöессы пеpевоäа объекта
их на÷аëüноãо состояния Х0 = (2.5, 0)т в коне÷ное
нуëевое состояние пpеäставëены на ãpафиках pис. 2.
Пpи ìоäеëиpовании систеì упpавëения зна÷ение

паpаìетpа r = 0,1 быëо выбpано из усëовия наи-
ëу÷øеãо пpибëижения пеpехоäных пpоöессов сис-
теìы с законоì u5(Х ) к оптиìаëüныì пpоöессаì.
Оäнако быстpоäействие äанной систеìы tп.п ≈ 4 с
(pис. 2, б) существенно отëи÷ается от оптиìаëüноãо

 = 3,16 с, и пеpехоäной пpоöесс иìеет пеpеpе-
ãуëиpование.
Поä÷еpкнеì, ÷то систеìа упpавëения с законоì

u3(Х) оказаëасü неpаботоспособной — неустой÷ивой,
и поэтоìу ее пеpехоäные пpоöессы не указаны на
pис. 2. Явëение неустой÷ивости систеìы с упpавëе-
ниеì u3(Х ) в отëи÷ии упpавëений u1(Х ), u5(Х )
ìожно объяснитü теì, ÷то испоëüзуеìая пpи синтезе
упpавëения u3(Х ) функöия f3(х) = (65/3)х2 – 130х4,
аппpоксиìиpуþщая f1(x) = 1, в отëи÷ие от функ-
öий f1(х) = (65/3)х2 и f5(x) = (65/3)х2 – 130х4 +
+ (2210/7)х6, пpи боëüøих зна÷ениях аpãуìента
функöия не явëяется поëожитеëüно опpеäеëенной
из-за отpиöатеëüности сëаãаеìоãо с наибоëüøей ис-
поëüзуеìой степенüþ, ÷то наpуøает усëовия теоpе-
ìы устой÷ивости Ляпунова [20].
Обобщиì и уто÷ниì отìе÷енный факт о неустой-

÷ивости некотоpых систеì упpавëения, синтезиpуе-
ìых пpеäëаãаеìыì ìетоäоì. С испоëüзованиеì сис-
теìы уpавнений (15) в общеì сëу÷ае поëу÷ается ап-
пpоксиìаöия функöии f1(X) = 1 в фоpìе поëиноìа 

fm(x) = C1x
2 – C2x

4 + C3x
6 – C4x

8 + ... + Cmx2m =

= (–1)k – 1Сkх
2k, (23)

пpи÷еì, ÷то пpинöипиаëüно важно, с поëожитеëü-
ныìи коэффиöиентаìи Сk. Пpеäпоëожиì, ÷то пpи
синтезе квазиоптиìаëüноãо pеãуëятоpа ìы оãpани-
÷иваеìся опpеäеëениеì поëиноìиаëüной функöии
Беëëìана (она же явëяется функöией Ляпунова äëя
синтезиpуеìой систеìы), соäеpжащей ÷ëены с наи-
боëüøей степенüþ Ns = 2k. Есëи зна÷ение k — ÷ет-

ное, то соãëасно (23) коэффиöиент (–1)k – 1Сk буäет
отpиöатеëüныì, т. е. функöия (23), а соответствен-
но и функöия Беëëìана как pеøение уpавнения
ГЯБ (12), не явëяþтся поëожитеëüно опpеäеëен-
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Pис. 2. Пеpеходные пpоцессы в оптимальной и квазиоптимальных системах:
а — упpавëение (18) — tп.п = 3,16 с; б — упpавëение (22) — tп.п ≈ 4,0 с; в — упpавëение (26) — tп.п ≈ 3,3 с
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ныìи в обëасти боëüøих откëонений систеìы,
а саìа систеìа упpавëения, соãëасно теоpеìе Ля-
пунова, неустой÷ивой в этой обëасти. Такиì обpа-
зоì, äоказано утвеpждение: äëя обеспе÷ения ус-
той÷ивости систеìы, синтезиpуеìой пpеäëожен-
ныì ìетоäоì, необхоäиìо заäаватü ìаксиìаëüное
зна÷ение степени Ns = 2k сëаãаеìых поëиноìиаëü-
ной функöии Беëëìана, соответствуþщее не÷етноìу
зна÷ениþ k, т. е. устой÷ивостü обеспе÷ивается
упpавëенияìи u1(Х ), u5(Х ), u9(Х ), ..., u2k – 1(Х ).

Это утвеpжäение, искëþ÷аþщее из pассìотpе-
ния поëовину неуäовëетвоpитеëüных упpавëений,
иìеет важное пpикëаäное зна÷ение.

2.3.2. Пpименение метода пpи дpобно-pациональной
аппpоксимации функций. Существенно боëее высо-
кое ка÷ество систеìы упpавëения быëо поëу÷ено
пpи испоëüзовании пpеäставëения еäини÷ной функ-
öии кpитеpия быстpоäействия выpажениеì

Q2(x1) = (b  + а2 )/(1 + a )2 (24)

с паpаìетpаìи а = 25, b = 55,5 и аппpоксиìаöии
функöии Беëëìана также äpобно-pаöионаëüныì
выpажениеì

S(X ) = A(X )/(1 + a ), (25)

ãäе А(Х ) — искоìый поëиноì:

А(Х ) = A11  + А12х1х2 + А22  + А1111  +

+ А1112 х2 + А1122  + А1122х1  + ... .

Еãо коэффиöиенты пpи r = 1,55 быëи найäены
ìетоäоì степенных pяäов: А11 = 32,086, А12 = 18,55,
А22 = 5,362, А1111 = 165,128, А1112 = 104,448, A1122 =
= 24,5, А1222 = –18,014, А2222 = –1,302.

Соãëасно уpавненияì (19), (24), (25) искоìый
закон обpатной связи пpиниìает виä 

u3(X) =

=–sat .(26)

Данный аëãоpитì упpавëения по стpуктуpе явëя-
ется боëее пpостыì в сpавнении с аëãоpитìоì (22):
÷исëо поëиноìиаëüных сëаãаеìых в упpавëении
(26) в äва pаза ìенüøе (5 в отëи÷ие от 10). В то же
вpеìя он явëяется и боëее бëизкиì к оптиìаëüноìу:
äëитеëüностü пеpехоäноãо пpоöесса по кооpäинате x1
соãëасно pис. 2, в пpибëизитеëüно pавна tп.п = 3,3 с
и бëизко к оптиìаëüноìу зна÷ениþ  = 3,16 с.
В связи с этиì упpавëение (26) боëее пеpспектив-
но äëя пpакти÷ескоãо испоëüзования.
Отìетиì, ÷то пpеäëоженный ваpиант ìетоäа син-

теза с испоëüзованиеì äpобно-pаöионаëüных функ-
öий (24), (25), показавøий своþ pаботоспособ-
ностü в pеøении заäа÷и быстpоäействия втоpоãо
поpяäка, быë также пpотестиpован в pеøении заäа÷
тpетüеãо поpяäка. Так, напpиìеp, с испоëüзованиеì
описанноãо ваpианта ìетоäа синтеза äëя объекта с
тpойныì интеãpиpованиеì (еäини÷ные паpаìет-
pы) пpи зна÷ениях а = 25, b = 2,22a, r = 3 быë по-
ëу÷ен сëеäуþщий закон упpавëения: 

u(X ) = sat {0,7093  + 6,9212 x2 +

+ 7,8529x1  + 109,8462x1  + 23,6460x3  +

+ 28,309  + 57,1858x1x3x2 + 0,1667[(19,515 +

+ 262,192 )x3 + (143,302  – 31,737)x2] –

– 0,1667(145,3095  + 25,8070)x1} (27)

Pис. 3. Пеpеходные пpоцессы систем упpавления тpетьего поpядка:
а — квазиоптиìаëüное упpавëение (27); б — оптиìаëüное упpавëение [3]
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(÷исëитеëü функöии Беëëìана (25) опpеäеëяëся в
виäе поëиноìа 4-й степени).

Pезуëüтаты ìоäеëиpования квазиоптиìаëüной и
оптиìаëüной систеì пpивеäены на pис. 3.
Как виäно из пpеäставëенных ãpафиков, пеpе-

хоäный пpоöесс в квазиоптиìаëüной систеìе иìеет
боëüøуþ äëитеëüностü и пеpеpеãуëиpование.
Оäнако, есëи äëитеëüностü пpоöессов в систеìе
изìеpятü по кооpäинате x1(t) и пpенебpе÷ü пеpеpе-
ãуëиpованиеì по этой кооpäинате, то поëу÷иì
tп.п ≈ 4 с, т. е. зна÷ение, бëизкое к стpоãо оптиìаëü-
ноìу. Пpи этоì поä÷еpкнеì, ÷то сëожностü стpук-
туpы закона упpавëения (27), оöениваеìая ÷исëоì
испоëüзуеìых ìатеìати÷еских опеpаöий, пpибëи-
зитеëüно эквиваëентна сëожности стpоãо опти-
ìаëüноãо упpавëения [3].
Необхоäиìо также отìетитü, ÷то в заäа÷ах опти-

ìаëüноãо быстpоäействия о÷енü остpо стоит пpо-
бëеìа поpяäка объекта, связанная со стpеìитеëü-
ныì pостоì объеìа вы÷исëений в опpеäеëении по-
веpхности пеpекëþ÷ения оптиìаëüноãо pеëейноãо
pеãуëятоpа пpи увеëи÷ении поpяäка объекта упpав-
ëения. Хотя в äанной pаботе пpивеäены пpиìеpы
пpиìенения пpеäëоженноãо ìетоäа синтеза квази-
оптиìаëüных pеãуëятоpов äëя объектов не выøе
тpетüеãо поpяäка, но важно указатü, ÷то теоpия
синтеза фоpìаëüно пpиìениìа äëя объектов пpо-
извоëüноãо поpяäка с указанныìи поëиноìиаëü-
ныìи и äpобно-pаöионаëüныìи неëинейностяìи,
пpи÷еì ìетоä синтеза äопускает относитеëüно
пpостуþ аëãоpитìизаöиþ с испоëüзованиеì совpе-
ìенных систеì коìпüþтеpной ìатеìатики. Так,
напpиìеp, в ìатеìати÷еской сpеäе Maple с пpиеì-
ëеìой то÷ностüþ и за пpиеìëеìое вpеìя быë син-
тезиpован квазиоптиìаëüный pеãуëятоp äëя объек-
та øестоãо поpяäка.

Заключение

В pаботе pазpаботан и стpоãо обоснован ìетоä
синтеза квазиоптиìаëüных по быстpоäействиþ pе-
ãуëятоpов äëя объектов высокоãо (n) поpяäка с поëи-
ноìиаëüныìи и äpобно-pаöионаëüныìи неëиней-
ностяìи, иìеþщий сëеäуþщие пpинöипиаëüные
особенности: 1) пpеäставëение еäини÷ной функ-
öии кpитеpия быстpоäействия поëожитеëüно опpе-
äеëенныìи поëиноìиаëüныìи иëи äpобно-pаöио-
наëüныìи функöияìи обеспе÷ивает ãëаäкостü
функöии Беëëìана и пpиìениìостü ìетоäа äина-
ìи÷ескоãо пpоãpаììиpования к pеøениþ иссëеäуе-
ìой заäа÷и быстpоäействия пpи зна÷итеëüноì
уìенüøении объеìа вы÷исëений (äëя объекта n-ãо
поpяäка в n pаз); 2) закон упpавëения опpеäеëяется
в фоpìе äpобно-pаöионаëüноãо выpажения от кооp-
äинат объекта, ÷то в сpавнении с ìетоäоì степенных
pяäов А. А. Кpасовскоãо существенно увеëи÷ивает
то÷ностü пpибëижения к стpоãо оптиìаëüноìу
упpавëениþ пpи оäинаковоì ÷исëе паpаìетpов;
3) ìетоä синтеза, иìеþщий итеpаöионный хаpак-
теp, äопускает относитеëüно пpостуþ аëãоpитìи-

заöиþ; 4) ìетоä пpиìениì äëя pеøения как заäа÷
быстpоäействия, так и заäа÷ энеpãосбеpеãаþщеãо
упpавëения; 5) поëу÷аеìое непpеpывное, неpеëей-
ное упpавëение искëþ÷ает скоëüзящие и автокоëе-
батеëüные pежиìы pаботы, котоpые нежеëатеëüны
äëя иссëеäуеìых объектов.
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The method for synthesis of closed loop quasi-time-optimal high-order (n-order) control systems is developed for a wide
class of objects with polynomial and rational nonlinearities. This method is based on the transition from the problem of time-
optimal control to the corresponding problem of analytical design of an optimal controller for the considered object using the
specifically given performance index. Well-known A. A. Krasovsky’s power series method is modified to solve the latter prob-
lem, that allows to obtain the sequence of approximations to the optimal control with increasing accuracy. The proposed syn-
thesis method has the following principal features: 1) the representation of the unit function in the time-optimal criterion by
a positively defined polynomial or rational function, that ensures the smoothness of a Bellman function and applicability of the
dynamic programming method to the solution of the time-optimal control problem with a significantly lower amount of computations
(n times reduction for a n-th order object); 2) the control law is defined in the form of a rational expression of object coordinates,
that significantly increases accuracy of optimal control approximation in comparison with A. A. Krasovsky ’s method under the
same number of parameters; 3) the synthesis method has an iterative character and allows a relatively simple implementation;
4) the method is applicable for solution of both problems of time-optimal and energy-saving control design; 5) the obtained control
is continuous, not relay one, which eliminates sliding and oscillatory modes that are undesirable for considered objects.
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