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Уточнение оценок показателей сложности схем
и автоматизация их эффективного пpименения

Введение

Оäниì из важнейøих äостижений науки и тех-
ники пpоøëоãо стоëетия явиëосü созäание и øиpо-
кое испоëüзование эëектpонных вы÷исëитеëüных
(öифpовых) ìаøин (ЭВМ). Понятно, ÷то вопpосы
pаöионаëüноãо пpоектиpования таких ìаøин пpи-
вëекëи вниìание боëüøоãо ÷исëа у÷еных и конст-
pуктоpов. Появиëасü и стаëа успеøно pазвиватüся
отpасëü инфоpìаöионных (коìпüþтеpных) техно-
ëоãий, в заäа÷и котоpых воøëи: созäание, pазвитие
и экспëуатаöия инфоpìаöионных систеì, в тоì
÷исëе pазëи÷ноãо типа пpеобpазоватеëей äискpет-
ной инфоpìаöии. Они называþтся äискpетныìи,
иëи öифpовыìи, автоìатаìи. Дëя них пpостейøи-
ìи ìатеìати÷ескиìи ìоäеëяìи явëяþтся буëевы
функöии, пpивносящие в теоpиþ и пpактику их
pеаëизаöии (в кëассах фоpìуë и схеì из функöио-
наëüных эëеìентов) свои пpобëеìы относитеëüно
сëожности. Иссëеäования сëожности фоpìуë и
схеì веäутся в pазных напpавëениях [1—7]: выбоp
базиса, ìетоäа, тpебований к показатеëяì сëожно-
сти—ка÷ества синтеза. Пpи выбоpе базиса испоëü-
зуþтся теоpеìа о поëноте систеìы буëевых функ-
öий и теоpеìа о äвух систеìах, всëеäствие ÷еãо
ìожно поëу÷атü оöенки сëожности пpеäставëения
функöий в äpуãих базисах [4, 8, 10, 12]. То÷нее, с
у÷етоì свойств, в сфоpìуëиpованных äвух теоpе-
ìах о базисах, äëя кажäоãо из них ìожно пеpес÷и-
тыватü оöенки сëожности еãо пpеäставëения ÷еpез
äpуãой [4].
Особо важной явëяется заäа÷а вывоäа оöенки

показатеëя сëожности пpи пpеäставëении буëевой
функöии в кëассах фоpìуë и схеì. Напpиìеp, äëя
базиса G1 и пpоизвоëüной функöии f (n) поëу÷ена

оöенка сëожности LA(n) m 2,25•2n – 4, ãäе А — спе-
öиаëüный аëãоpитì, пpеäназна÷енный äëя уëу÷-
øения ка÷ества синтеза схеì с ìенüøей тpуäоеì-
костüþ [4].
Дëя pеøения этой заäа÷и в сëу÷ае поëу÷ения

ãpубой оöенки выбpанноãо показатеëя сëожности
в pаботе пpиìеняется ìетоä, основанный на функ-
öионаëüных уpавнениях (pекуppентных соотноøе-
ниях). Метоä бëизок к пpиìеняеìоìу pанее ìетоäу
стpуктуpно-функöионаëüной äекоìпозиöии ("от
функöии", "от аpãуìентов"). Есëи пpиìеняеìый
анаëити÷еский ìетоä стpуктуpно-функöионаëü-
ной äекоìпозиöии äает ãpубуþ оöенку показатеëя
сëожности, то уто÷нение аëãоpитìа äëя вы÷исëи-
теëüноãо ìетоäа позвоëяет ее уëу÷øитü [8—12].
Итак, pассìатpивается заäа÷а pеаëизаöии буëе-

вых функöий в кëассе фоpìуë и схеì из функöио-
наëüных эëеìентов (ФЭ) в pазных базисах. Поëу÷ае-
ìые пpи этоì схеìы пpиìеняþтся в äискpетных
ëоãи÷еских устpойствах обpаботки инфоpìаöии и
упpавëения, от сëожности—ка÷ества котоpых за-
висят основные хаpактеpистики вы÷исëитеëüной и
упpавëяþщей техники [1—5].
Испоëüзуеìые обозна÷ения [8—12]:
⎡x⎤ — пpибëижение ÷исëа х с избыткоì (наи-

ìенüøее öеëое, не ìенüøее ÷исëа х); "&" иëи "•" —
конъþнкöия (то÷ка — знак уìножения — ìожет
также пpиìенятüся äëя обозна÷ения аpифìети÷е-
скоãо уìножения). 

Основные понятия

Пустü f (n) (F (n)) — буëева функöия (фоpìуëа),
зависящая от n существенных пеpеìенных из ìно-
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жества X = {x1, ..., xn) (обозна÷ение функöии и за-
äаþщей ее фоpìуëы иноãäа совпаäает, т. е. F (n) —
это обозна÷ение буëевой функöии и соответствуþ-
щей фоpìуëы).
Поä базисоì G пониìаеì коне÷нуþ функöио-

наëüно поëнуþ систеìу буëевых функöий. В тео-
pети÷еских иссëеäованиях и пpиëожениях äëя
ìножества всех буëевых функöий ÷асто pассìатpи-
ваþт станäаpтный базис G1 = {&, ∨, –} иëи базис
Жеãаëкина G3 ={&, ⊕, 0, 1). Пpи синтезе схеì иì
соответствуþт базисы из функöионаëüных (ëоãи÷е-
ских) эëеìентов (ФЭ). С÷итаеì, ÷то функöия f (n)

заäается фоpìуëой F (n) в базисе G3 иëи базисе G1.
Пpи пpеäставëении буëевой функöии f (n) супеp-

позиöионной фоpìуëой  в опpеäеëенноì ба-
зисе пpиìеняþтся констpуктивные опеpаöии [8—9].
В ка÷естве ìеpы сëожности пpеäставëения функ-
öии f фоpìуëой F иëи схеìой S из ФЭ опpеäеëяеì
соответствуþщие показатеëи (äискpетные функöио-
наëы): Lб( f,G) — суììаpное ÷исëо вхожäений сиì-
воëов пеpеìенных (букв) в фоpìуëу F; LF ( f,G) —
÷исëо базисных поäфоpìуë в F (n); LS( f,G) — ÷исëо
ФЭ в схеìе S; DepF ( f,G) — ãëубина фоpìуëы F;
DepS ( f,G) — ãëубина схеìы S, опpеäеëяеìая как
наибоëüøее ÷исëо ФЭ в öепо÷ке сpеäи всех öепо-
÷ек, соеäиняþщих вхоä с выхоäоì.
По пpакти÷ескиì сообpаженияì показатеëи

сëожности (функöионаëы) ìиниìизиpуеì. Пpи
пpеäставëении буëевых функöий в кëассе фоpìуë
(вкëþ÷ая скобо÷ные) äëя ìиниìизаöии показате-
ëей сëожности испоëüзуþтся эквиваëентные пpе-
обpазования, а в кëассе схеì äëя ìиниìизаöии
÷исëа ФЭ äопоëнитеëüно пpиìеняется ветвëение
некотоpых их выхоäов [8—10].
Сëожностüþ LS( f,G) функöии f в кëассе схеì S

из ФЭ в базисе G называется ìиниìаëüная сëож-
ностü схеìы S сpеäи всех схеì, pеаëизуþщих f.

Декомпозиция, анализ и синтез
логических моделей (фоpмул и схем)
на основе функциональных уpавнений

Дëя ìиниìизаöии показатеëей сëожности син-
теза фоpìуë список ìатеìати÷еских сpеäств из
теоpии буëевых функöий pасøиpяется и испоëüзу-
ется в аëãоpитìах синтеза. Их уäобно поëу÷атü с
поìощüþ функöионаëüных уpавнений (ФУ) [9—12].
Опpеделение 1. Пустü X — ìножество буëевых

пеpеìенных; g(2) — äвухìестная буëева функöия,
заäаþщая на÷аëüный ÷ëен f (2) посëеäоватеëüности
изу÷аеìоãо кëасса функöий f (n)(Х ), n l 2, и h(2) —
функöия pекуpсии, вхоäящие в базис G иëи пpеä-
ставиìые ÷еpез базисные функöии. Тоãäа pекуp-
pентное соотноøение, поëу÷аеìое на основе опе-
pаöии супеpпозиöии,

(X ) = h( (X1), (X2)), (1)

ãäе X1 ∪ X2 = X, Х1 ∩ Х2 = ∅, n1, n2 ∈ N, n = n1 + n2,
назовеì основныì функöионаëüныì уpавнениеì

(ФУ), несìотpя на ÷астный хаpактеp ìестности
функöий g(2) и h(2). Данное опpеäеëение ФУ отëи÷но
от пpивеäенноãо в pаботах [6, 7].
Соотноøение (1) пpиìеняется к аpãуìентаì

функöии h и так äаëее, позвоëяя поëу÷итü супеp-
позиöионнуþ фоpìуëу , pеаëизуþщуþ функ-
öиþ f (n). Можно сказатü, ÷то ФУ пpеäставëяет со-
бой констpуктивный ìетоä постpоения буëевых
функöий опpеäеëенноãо кëасса на основе заäан-
ных с испоëüзованиеì соответствуþщеãо pекуp-
pентноãо соотноøения, а также pазбиения äанной
функöии в опpеäеëеннуþ коìпозиöиþ базисных
функöий.
На основе ФУ (1) пpеäëаãается в ка÷естве пpи-

ìеpа сëеäуþщая ãpуппа ФУ. Пpи n1 = n – 1, n2 = 1
поëу÷аеì ФУ типа 1:

f (n) = h( f (n – 1), xn).

Дëя сиììетpи÷еских функöий пpи n = 2s, s = 1,
2, ..., n1 = n2 = n/2 поëу÷аеì ФУ типа 2 (äëя па-
pаëëеëüной äекоìпозиöии):

f (n)(X ) = h(f (n/2)(X1), f
(n/2)(X2)),

т. е. коне÷ное n-ìножество аpãуìентов pазбивается
попоëаì.
Пpи n1 = n – 2, n2 = 2 это буäет ФУ типа 3:

f (n) = h(3)(f (n – 2), xn–1, xn),

ãäе h(3) — тpехìестная буëева функöия.

Аналитический метод вывода веpхних оценок 
сложности (базовый случай)

Пpиìениì ìетоä ФУ äëя pеаëизаöии пpоиз-
воëüной буëевой функöии f (n) ∈ P2 фоpìуëой F (n)

и поëу÷ения пpи этоì веpхней оöенки сëожности
LF (в базисе G3). Буëева функöия f

(n) зависит от пе-
pеìенных из ìножества X = {x1, ..., хn} и заäается
поëиноìоì Жеãаëкина F (n) = K1 ⊕ ... ⊕ Ki ⊕...⊕ Km,
ãäе Ki — ìонотонная эëеìентаpная конъþнкöия
pанãа ri, пpи÷еì r1 l ... l ri l ... l rm, 1 m i m m. Такой
поëиноì Жеãаëкина называется канони÷ескиì,
еãо эëеìентаpные конъþнкöии pаспоëожены в со-
ответствии с поpяäкоì "l". Вектоp r = (r1, ... ri, ..., rm)
заäает стpоение поëиноìа Жеãаëкина. Пpи этоì
опpеäеëяеì еще вектоp p = (p1, ..., pj, ..., pn) повто-
pяеìости пеpеìенных из ìножества X в фоpìуëе
F (n), т. е. пеpеìенная xj, 1 m j m n, повтоpяется в
фоpìуëе F (n) pj pаз.

Нахоäиì j: pj = (p1, ..., pi, ..., pn). Тоãäа ФУ

на основе набоpа ìетоäов (1) иìеет виä

F (n) = ((xj• ) ⊕ , (2)

ãäе нижние инäексы 0 и 1 — ноìеpа соответствуþ-
щих остато÷ных функöий, pассìатpиваеìых на оä-
ноì ìножестве X ′ = X \{хj}.

Fс.ф
n( )

f
n1 n2+( )

f
n1( )

f
n2( )

Fс.ф
n( )

max
i

F0
n 1–( ) F1

n 1–( )
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Пpиìеняя к  и  ФУ (2) и так äаëее,

поëу÷иì супеpпозиöионнуþ фоpìуëу . Кажäое

пpиìенение ФУ (2) поpожäает не боëее äвух базис-
ных функöий из G3 и не боëее äвух остато÷ных

функöий  и . Испоëüзуя посëеäова-

теëüно ФУ (2) и суììиpуя оöенки-зна÷ения сëож-
ности LF, вывоäиì веpхнþþ оöенку сëожности äëя
общеãо сëу÷ая:

LF (F (n), G3) = [LF (F0) + LF (F1)] + 2 =
= [LF (F00) + LF (F01) + LF (F10) + LF (F11)] + 6 =
= ... = Σ*j[(LF (F0...00) + LF (F0...01) + LF (F0...10) +

+ ... + LF (F1...11)] + 2•(2 j–1 – 1) m

m 3•2n – 2 + 2•(2n – 2 – 1) =
= 5•2n – 2 – 2 = (5/4)•2n – 2, (3)

т. е. LF (F (n), G3) m (5/4)•2n – 2, ãäе j — текущий
ноìеp øаãа äекоìпозиöии (2) (1 m j m n – 2);
Σ*j[(LF (F0...00) + LF (F0...01) + LF (F0...10) + ... +
+ LF(F1...11)] — суììиpование зна÷ений показатеëя
сëожности по ÷исëу базисных функöий, выпоëняе-
ìое äëя øаãа j, по всеì остато÷ныì функöияì, ÷ис-
ëо котоpых посëе кажäоãо øаãа ìожет уäваиватüся.
На pис. 1 пpеäставëена иëëþстpаöия ìетоäа (2).
Такиì обpазоì, исхоäная функöия (и поëу÷ае-

ìые остато÷ные) F (n), в общеì сëу÷ае, pазбивается
на äве боëее пpостые по сpавнениþ с ней и äве ба-
зисные (äвухìестные), соеäиняþщие пеpвые функ-
öии и выäеëяеìуþ пеpеìеннуþ хi в оäну фоpìуëу.
Пpоöесс пpоäоëжается, пока все остато÷ные функ-
öии такиì обpазоì (на основе äекоìпозиöии) не
пеpейäут в pазpяä pеаëизованных. Так буäет поëу-
÷ена супеpпозиöионная фоpìуëа  и оöенка

LF ( , G3). По фоpìуëе  изоìоpфныì обpа-
зоì стpоится схеìа S без ветвëения, не искëþ÷ая
возìожности на сëеäуþщеì этапе синтеза устpа-
нитü этот пpобеë.
Заìетиì, ÷то вна÷аëе по ìеpе выпоëнения аë-

ãоpитìа (2) ÷исëо остато÷ных функöий, как пpа-
виëо, уäваивается, а саìи функöии упpощаþтся. Пpи
этоì ÷исëо базисных функöий, соеäиняþщих их в
оäну фоpìуëу, увеëи÷ивается. Обсужäаеìый аëãо-
pитì на основе ФУ (2) относится к аëãоpитìаì
ãpаäиентноãо типа, он позвоëяет стpоитü фоpìуëу

, pеаëизуþщуþ функöиþ f (n), возìожно, с ìи-
ниìаëüныì зна÷ениеì показатеëя LF, за ÷исëо
øаãов j, 1 m j < n.

Pисунки, сопpовожäаþщие пpоектиpование схеì
из ФЭ, поìоãаþт ãëубже осìысëиватü созäаваеìое
и "оживëяþт" pезуëüтат.

Pекуppентное соотноøение (2) пpиìеняется äëя
поëу÷ения супеpпозиöионной фоpìуëы , а со-
отноøение (3) — äëя поëу÷ения соответствуþщей
оöенки сëожности LF ( , G3). В общеì сëу÷ае
оöенка (3) ìожет бытü ãpубой, поэтоìу äаëее äо-
поëниì ее оöенкой, поëу÷енной вы÷исëитеëüныì
ìетоäоì.
Дëя буëевых функöий из с÷етных кëассов не-

тpуäно поëу÷аþтся сëеäуþщие оöенки сëожности
(испоëüзуеìые äаëее в аëãоpитìе синтеза фоp-
ìуëы) [8]:
пустü поëиноì Жеãаëкина f (n) = (x1•...•xn–1) ⊕ xn,
n l 3, m = 2, тоãäа LF (F (n), G3) = n – 1;
пустü f (n) = (x1•х2) ⊕ х3 ⊕ х4 ⊕ ... ⊕ хn, n l 3,
r1 = 2, r2 = r3 = ... = 1, тоãäа LF (F (n), G3) = n – 1.
Дëя наãëяäности и уäобства сpавнения пpеäста-

виì pезуëüтаты в оäной табë. 1.

F0
n 1–( ) F1

n 1–( )

Fс.ф
n( )

F0
n 1–( ) F1

n 1–( )

Pис. 1. Иллюстpация метода синтеза схемы на основе функ-
циональных уpавнений
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Fс.ф
n( ) Fс.ф
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Fс.ф
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Fс.ф
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Табëиöа 1

n — 
÷исëо 
пере-

ìенных

F(n) — 
тип 
поëи-
ноìа

Lб(F
(n)) — 

сëож-
ностü по 

÷исëу букв

(F(n))(LS(F
(n))) — 

сëожностü по ÷исëу 
базисных функöий 

(ФЭ)

(F(n)) =

= (5/4)2n – 2

7 140 66 158

7 42

26 — схеìа без ветв-
ëения (кëасс форìуë)

16 — схеìа
с ветвëениеì

158

7 F(7) 10
6 (ìиниìаëüное 
преäставëение
форìуëы/схеìы)

158

9 F(9) 15
8 (ìиниìаëüное 
преäставëение
форìуëы/схеìы)

638

10 — — — 1278

Примечание. (F(n)) — уто÷ненное зна÷ение показатеëя

сëожности по ÷исëу базисных функöий äëя функöии F(n)

(иëи LS(F
(n)) — ее схеìы, есëи это отìе÷ено),

 (F(n)) = (5/4)2n – 2 (стоëбеö 5) — зна÷ение анаëити-
÷еской оöенки (3) показатеëя сëожности по ÷исëу базисных
функöий (LF) äëя буëевой функöии от n переìенных.

LF
′

LF
″

F4
7( )

F2
7( )

LF
′

LF
″
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Пpимеp 1. В пpиìеpе изу÷аþтся буëевы функ-
öии f (n) ∈ P2 (в базисе Жеãаëкина G3) из ÷етыpех
с÷етных кëассов (табë. 1, стоëбеö 2) и поëу÷ены
оöенки показатеëя сëожности äëя pазных способов
еãо пpеäставëения в кëассе фоpìуë F и кëассе схеì S.
Класс F (7) (обозна÷ение функöии и заäаþщей

ее фоpìуëы ìожет совпаäатü, т. е. F (7) — это обозна-
÷ение буëевой функöии и фоpìуëы). Пустü зäесü
функöия f (7) заäается поëиноìоì Жеãаëкина:

F (7) = x1•x2•x3•x4 ⊕ x2•x3•x5 ⊕ x3•x6 ⊕ x7,

стpоения r = (4, 3, 2, 1). Тpебуется пpеäставитü ее
в кëассе скобо÷ных фоpìуë, ìиниìизиpуя зна÷е-
ние показатеëя сëожности LF ( ).
Составиì табëиöу повтоpяеìости пеpеìенных xi,

i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, в фоpìуëе F (7) (табë. 2).

Выпоëниì эквиваëентные пpеобpазования фоp-
ìуëы F (7) в базисе G3 в соответствии с ФУ (2):

F (7) = x1•x2•x3•x4 ⊕ x2•x3•x5 ⊕ x3•x6 ⊕ x7 =
= x3•(x1•x2•x4 ⊕ x2•x5 ⊕ x6) ⊕ x7 =
= x3•(x2•(x1•x4 ⊕ x5) ⊕ x6) ⊕ x7 =

= х3•(х2•((х1•х4) ⊕ х5) ⊕ х6) ⊕ х7 = .

Пpи этоì найäена äекоìпозиöия функöии f (7)

в базисе G3 и поëу÷ена эквиваëентная бесповтоp-
ная скобо÷ная фоpìуëа  с ìиниìаëüной сëож-
ностüþ LF ( )min = 6. Также оäнозна÷но опpе-
äеëен поpяäок вы÷исëения фоpìуëы .
Класс . Выбиpаеì функöиþ из äpуãоãо

кëасса, заäаваеìуþ сиììетpи÷ескиì поëиноìоì
Жеãаëкина  (табë. 1, стpока 2). Pассìотpиì
pазные пpеäставëения этой функöии, поëу÷ая со-
ответствуþщие оöенки показатеëей сëожности
(табë. 1, стpока 2). Эти зна÷ения буäут äостиãатüся
пpи пpеäставëении этоãо же поëиноìа в кëассе схеì,
т. е. LF ( ) = LS( ) = 26 (табë. 1, стpока 2).
Сëожностü пpеäставëения этоãо же поëиноìа Же-
ãаëкина (функöии) ìожно еще уìенüøитü в кëассе
схеì. Дëя этоãо вна÷аëе ìиниìизаöия состоит в
пpивеäении поëиноìа Жеãаëкина в скобо÷нуþ
фоpìуëу на основе свойств буëевой аëãебpы (пpи-
ìенения эквиваëентностей). Затеì пpи синтезе за-
веpøаþщей схеìы S, pеаëизуþщей заäаннуþ
функöиþ , испоëüзуеì ветвëение выхоäов оп-
pеäеëенных функöионаëüных эëеìентов и поëу-
÷аеì схеìу из 16 функöионаëüных эëеìентов, т. е.
LS( ) = 16. Pезуëüтаты ветвëения выхоäов на-
ãëяäно пpеäставëяþтся pис. 2.

Анаëоãи÷но поëу÷аеì оöенки äëя функöий из
кëасса .
Замечание 1. На основе пpиìеpа 1 ìожно стpоитü

с÷етные кëассы буëевых фоpìуë опpеäеëенноãо
стpоения, хаpактеpизуеìых ìиниìаëüной сëожно-
стüþ LF(F(n)) пpеäставëения (äоказываеìой ìетоäоì
ìатеìати÷еской инäукöии). В ка÷естве пpостоãо
бëижайøеãо пpиìеpа пpеäëаãается функöия, заäа-
ваеìая поëиноìоì Жеãаëкина F (9) (класс F (9)),
стpоения r = (5, 4, 3, 2, 1), т. е.

F (9) = x2•x3•x4•x5•x9 ⊕ x2•x3•x6•x9 ⊕
⊕ x2•x7•x9 ⊕ x8•x9 ⊕ x1 =

= x9•(x2•(x3•(x4•x5 ⊕ x6) ⊕ x7) ⊕ x8) ⊕ x1 = .(4)

Миниìаëüное зна÷ение показатеëя LF (F (9))min = 8.
Анаëити÷ески и из табë. 1 сëеäует вывоä: пpи

возpастании n зна÷ения показатеëей Lб(F
(n)),

(F (n))min и (F (n)) сëожности буëевых функ-
öий F (n) соответственно синхpонно увеëи÷иваþтся
(сì. табë. 1, стоëбöы 1, 3—5), но пpоãнозиpуеìые
оöенки сëожности возpастаþт быстpее (стоëбеö 5),
коãäа необхоäиìо наобоpот [8—12].
Анаëизиpуя pезуëüтаты, ìожно сказатü, ÷то пpи

увеëи÷ении пеpеìенной n на еäиниöу пpоãнози-
pуеìая оöенка увеëи÷ивается пpибëизитеëüно в
äва pаза (сì. табë. 1, стpоки 3—5).
Замечание 2. Вывеäенные оöенки сëожности

пpеäставëения буëевых функöий поëезно испоëü-
зоватü äëя автоìатизаöии синтеза буëевых фоpìуë
и ëоãи÷еских схеì, пpеäставëяя поëу÷аеìые pе-
зуëüтаты в виäе табë. 1.

Fс.ф
7( )

Табëиöа 2

xi x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

1 2 3 1 1 1 1 — —

1 3 2 1 2 1 1 1 4

pi
7( )

pi
9( )

Fс.ф
7( )

Fс.ф
7( )

Fс.ф
7( )

Fс.ф
7( )

F2
7( )

F2
7( )

F2
7( ) F2

7( )

F2
7( )

F2
7( )

F4
7( )

Fс.ф
n( )

Pис. 2. Минимальная по сложности LF (F (n))min схема, pеали-
зующая функцию F2

7( )

LF
′ LF″



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 2, 2016 79

Пpи созäании пpоãpаìì äëя ин-
теëëектуаëизаöии аëãоpитìа синтеза
фоpìуë и схеì пpеäусìатpивается
возìожностü саìоìоäификаöии (и на-
стpойки) пpиìенитеëüно к конкpет-
ной буëевой фоpìуëе. Испоëüзуеìые
сpеäства (посëе пpиìенения эквива-
ëентностей): в кëассе фоpìуë —
скобки, в кëассе схеì S — ветвëение
выхоäов отäеëüных функöионаëüных
эëеìентов.
Пpиìениì обсужäаеìые ìетоäы

синтеза фоpìуë и схеì в öеëях опpе-
äеëения оöенок сëожности функöии
F (9), заäаваеìой поëиноìоì Жеãаëки-
на F (9). Дëя этоãо вна÷аëе испоëüзуеì
ìетоä посëеäоватеëüной стpуктуpно-
функöионаëüной äекоìпозиöии (ìож-
но пpиìенятü ìетоä ФУ (2)) и поëу-
÷аеì сëеäуþщие зна÷ения показате-
ëей сëожности:

LF (F (9), G3)min = LS(F (9), G3)min = 8,

DepF(F (9), G3)min =

= DepS(F (9), G3)min = 8 (pис. 3, а).

Затеì испоëüзуеì ìетоä паpаëëеëüной стpук-
туpно-функöионаëüной äекоìпозиöии (ìожно пpи-
ìенятü также ìетоä ФУ (2)) и поëу÷аеì сëеäуþщие
зна÷ения показатеëей сëожности:

LF (F (9), G3) = LS(F (9), G3) = 9,

DepF (F (9), G3) = DepS (F (9), G3)min = 6 (pис. 3, б).

Вычислительный метод получения
веpхних оценок сложности

Поãpеøностü поëу÷аеìой оöенки (3) ìожет бытü
боëüøой (сì. пpиìеp 1 и табë. 1). Поэтоìу пpеä-
ëаãается сëеäуþщий вы÷исëитеëüный ìетоä поëу-
÷ения оöенки LF на основе оpиãинаëüноãо ìатpи÷-
ноãо пpеäставëения поëиноìа Жеãаëкина. Метоä
отëи÷ается от пpеäëоженноãо в pаботе [12] и по-
звоëяет ÷исëенно поëу÷атü веpхнþþ оöенку иëи
ìиниìаëüное зна÷ение сëожности LF на основе
ФУ (2) в базисе G3 [8—10].

Алгоpитм опpеделения сложности булевой функции 
в базисе Жегалкина

Используемые понятия и подготовка
начальных данных для алгоpитма синтеза
фоpмулы  и соответствующей схемы S

Пустü X = {x1, ..., xj, ..., xn} — ìножество буëевых
пеpеìенных. Пpоизвоëüная буëева функöия f (n) за-
äается поëиноìоì Жеãаëкина F (n) = K1 ⊕ ... ⊕ Ki ⊕
⊕ ... ⊕ Km в базисе G3 = {&, ⊕, 0, 1}, ãäе n — ÷исëо
пеpеìенных, m — äëина поëиноìа Жеãаëкина, Ki —
ìонотонная эëеìентаpная конъþнкöия pанãа ri,

1 m i m m, r = (r1, ... ri, ..., rm) — вектоp pанãов по-
ëиноìа Жеãаëкина, упоpяäо÷ивается äëя аëãоpитìа
оäин pаз (!) отноøениеì "l". Пpи äаëüнейøих пpе-
обpазованиях этот поpяäок сохpаняется, позвоëяя
уìенüøатü тpуäоеìкостü. Поëу÷аеì r1 l ... l ri l ... l rm.

Матpичная модель полинома Жегалкина
и ее свойства (достаточность для вычисления, 

пpеобpазований и дp.)

В öеëях pаöионаëüноãо пpеäставëения буëевой
функöии f (n) пpеäëаãается сëеäуþщая новая ìоäеëü äëя
поëиноìа Жеãаëкина F (n) = K1 ⊕ ... ⊕ Ki ⊕ ... ⊕ Km,
ãäе Ki — ìонотонная эëеìентаpная конъþнкöия
pанãа ri, 1 m i m m. Поëиноì F (n) пpеäставëяется с
поìощüþ ìатpиöы (ki, j) pазìеpоì m Ѕ n, вкëþ÷аеìой
в табë. 3 с ÷исëоì стpок (m + 1) и стоëбöов (n + 1).
Опpеäеëяþтся ìатpиöа и табëиöа сëеäуþщиì об-
pазоì. Посëе запоëнения ìатpиöы (ki, j) pазìеpоì
m Ѕ n в табë. 3 с ÷исëоì стpок (m + 1) и стоëбöов

Fс.ф
n( )

Табëиöа 3

x x1 ... xj ... xn r
K

K1 ... ... ... ... ... r1

... ... ... ... ... ... ...

Ki ... ... ki, j = 1 ... ... ri

... ... ... ... ... ... ...

Km ... ... ... ... ... rm

p p1 ... pj ... pn L = L

Pис. 3. Иллюстpация метода:
а — посëеäоватеëüной стpуктуpно-функöионаëüной äекоìпозиöии (ìожно пpиìе-
нятü также ìетоä ФУ (2)); б — паpаëëеëüной стpуктуpно-функöионаëüной äекоì-
позиöии (ìожно пpиìенятü также ìетоä ФУ (2))
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(n + 1) поäс÷итатü по фоpìуëаì ÷исëовые хаpакте-
pистики поëиноìа: вектоpы pанãов конъþнкöий r
и повтоpяеìости p пеpеìенных, а также исхоäнуþ
сëожностü Lб(F

(n)) поëиноìа.
Эëеìент ìатpиöы ki, j = 1, есëи xj ∈ {Ki}, 1 m j m n,

1 m i m m, ина÷е ki, j = 0 (1 m i m m, 1 m j m n), ãäе
поä сиìвоëоì {Ki} пониìаеì ìножество пеpеìен-
ных, обpазуþщих эëеìентаpные конъþнкöии Ki.

Заполнение и использование
основных таблиц алгоpитма

Поìиìо ìатpиöы (ki, j) pазìеpоì m Ѕ n, в табë. 3
пpисутствуþт стоëбеö n + 1 и стpока m + 1, кото-
pые запоëняþтся сëеäуþщиì обpазоì: 
вы÷исëяется и записывается в стоëбеö (1 m i m m,
n + 1) pанã

ri = ri,n+1 = kit, 1 m i m m,

эëеìентаpной конъþнкöии Ki; 

в стpоку (m + 1, 1 m j m n) вы÷исëяется и запи-
сывается ÷исëо pj повтоpений пеpеìенной xj,

1 m j m n, в фоpìуëе F(n), поäс÷итывается

pj = pm+1, j = kij, 1 m j m n,

и поëу÷ается вектоp p = (p1, ..., pj, ...pn) повтоpяе-
ìости пеpеìенных из ìножества X = {x1, ... xj, ..., хn}

в фоpìуëе F (n) (пеpеìенная xj, 1 m j m n, повтоpяется

в фоpìуëе F (n) pj pаз).

Также вы÷исëяется и записывается Lб = ri —

÷исëо букв в фоpìуëе F (n).
Pассìатpиваеìая выøе табëи÷ная ìоäеëü (табë. 3)

äопускает ее äаëüнейøее изу÷ение, pазвитие и
пpиìенение в аëãоpитìе ìиниìизаöии показатеëя
сëожности Lб(f

(n), G3) äëя фоpìуëы F. С поìощüþ
табë. 3 выäеëяеì тpи pазëи÷ных сëу÷ая äëя анаëи-
ти÷ескоãо изу÷ения фоpìуëы F: 

1. Есëи p1 = m и pj < m, 2 m j m n, то функöия f (n)

заäается сëеäуþщей фоpìуëой:

x1•F (n – 1) =

= x1•  ⊕ x1•  ⊕ ... ⊕ x1• ,

ãäе F(n – 1) =  ⊕  ⊕ ... ⊕  — по-

ëиноì Жеãаëкина степени (n – 1),

 = ri – m + 1,

ãäе  — зна÷ение показатеëя сëожности по ÷исëу

букв äëя текущеãо пpеобpазования фоpìуëы
F (n) (x1•F (n – 1)).

2. Есëи p1 = p2 = m и pj < m, 3 m j m n, то функöия
f (n) заäается сëеäуþщей фоpìуëой: 

х1•x2•F (n–2) = х1•x2•  ⊕ х1•x2•  ⊕

⊕ ... ⊕ x1•x2• ,

ãäе F (n–2) =  ⊕  ⊕ ... ⊕  — по-

ëиноì Жеãаëкина степени (n – 2),

 = ri – 2m + 2,

ãäе  — зна÷ение показатеëя сëожности по ÷исëу
букв äëя текущеãо пpеобpазования фоpìуëы
F (n) (x1•x2•F (n–2)).
Эти пpеобpазования позвоëяþт (ìиниìизиpо-

ватü) уìенüøитü зна÷ение показатеëя сëожности
Lб (f

(n), G3) на веëи÷ину
— äëя пеpвоãо сëу÷ая:

Lб –  = ri – ri – m + 1  = m – 1

и анаëоãи÷но äëя втоpоãо сëу÷ая:

Lб –  = 2•m – 2.

3. Дëя оставøеãося сëу÷ая äействуеì сëеäуþ-
щиì обpазоì.
Опpеäеëяеì ìаксиìаëüнуþ коìпоненту pj век-

тоpа p и ее инäекс j, т. е. pjmax = max(p1, ..., pj, ..., pn),
1 m j m n, и j — инäекс ìаксиìаëüно повтоpяþщей-
ся пеpеìенной xj. Итак, ìаксиìаëüно повтоpяþ-
щаяся пеpеìенная xj повтоpяется pj pаз (в сëу÷ае
нескоëüких оäинаковых инäексов выбиpаеì оäин
ëþбой из них).
Множество {Ki | 1 m i m m) ЭК поëиноìа F (n) pаз-

биваеì на äва поäìножества F0 и F1: пеpвое поä-
ìножество, ЭК котоpоãо соäеpжат пеpеìеннуþ xj,
обозна÷аеì как F ′(F ′ = F0); втоpое поäìножество,
ЭК котоpоãо не соäеpжат пеpеìеннуþ xj, обозна-
÷аеì F ′′ (F ′′ = F1). Пpи выпоëнении пеpестановок
в поëиноìах F ′ = F0 и F ′′ = F1 необхоäиìо сохpа-
нятü поpяäок не убывания ("l") по pанãаì эëеìен-
таpных конъþнкöий. В ìножестве F ′ эëеìентаp-
ных конъþнкöий выносиì пеpеìеннуþ xj за скоб-
ки, äëя остатка сохpаняя обозна÷ение F ′′.
Записываеì поëиноìы F ′ и F ′′ и их ÷исëовые

хаpактеpистики (анаëоãи÷но пpеäыäущеìу и со-
хpаняя поpяäок "l") в табë. 4. На кажäоì øаãе по-
ëу÷аеì äве (иëи оäну) такие стpоки (остато÷ные
фоpìуëы — поëиноìы F ′ и F ′′) с pезуëüтатаìи.

t 1=

n

∑

t 1=

m

∑

i 1=

m

∑

F1
n 1–( ) F2

n 1–( ) Fm
n 1–( )

F1
n 1–( ) F2

n 1–( ) Fm
n 1–( )

Lб′
i 1=

m

∑

Lб′

F1
n 2–( ) F2

n 2–( )

Fm
n 2–( )

F1
n 2–( ) F2

n 2–( ) Fm
n 2–( )

Lб″
i 1=

m

∑

Lб″

Lб′
i 1=

m

∑
i 1=

m

∑
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞

Lб″
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Дëя оpãанизаöии öикëа ÷тения-записи табë. 4 в
аëãоpитìе испоëüзуþтся пеpеìенные:

t1 = 1, 2, ... — на÷аëо и пpоäоëжение записи
функöий F ′ и F ′′; ноìеp стpоки посëеäней функ-
öии, пpо÷итанной из табë. 4;

t2 = 1, 2, ... — на÷аëо и пpоäоëжение ÷тения
табë. 4; ноìеp стpоки посëеäней функöии, запи-
санной в табë. 4. Цикë ÷тения-записи табë. 4 пpо-
äоëжается, пока выпоëняется усëовие t1 > t2. В сëу-
÷ае истинности этоãо усëовия аëãоpитì пеpехоäит
к ÷тениþ поëиноìа из стpоки t1 табë. 4 в табë. 3.
Табë. 5 сëужит äëя записи ФЭ äëя ëоãи÷еской

схеìы S. Записü схеìы в табë. 5 пpеäставëена на
пpиìеpе F (7). 
Замечание. Дëя констpуиpования схеìы испоëüзу-

þтся тоëüко базисные äвухìестные ФЭ, обëаäаþ-
щие свойстваìи коììутативности и ассоöиатив-
ности. Поэтоìу поpяäок поäа÷и сиãнаëов на вхоäы
их ФЭ на этоì этапе (!) безpазëи÷ен (это зна÷и-
теëüно уìенüøает тpуäоеìкостü синтеза схеìы), но
на этапе pазpаботки топоëоãии схеìы важен.
В общеì сëу÷ае обозна÷ение ФЭ скëаäывается

из обозна÷ений сиãнаëов, поäаваеìых на вхоä ФЭ
с поìощüþ опеpаöии конкатенаöии. Есëи на вхоä
поäаþтся сиãнаëы x1 и f0, то обозна÷ение выхоäа
этоãо ФЭ сëеäуþщее: х1f0 (сëово из ÷етыpех букв),
в на÷аëüноì ваpианте — x1 f0; ìоãут бытü и такие
ваpианты обозна÷ений: x5f110 (анаëоãи÷но äëя на-
÷аëüноãо ваpианта х5 f110). Пpи этоì сохpаняется
функöиониpование (эквиваëентностü) схеì.

Фpагмент pаботы алгоpитма
(в скобах äаны коììентаpии) 

Шаг 1. Подготовка начальных данных
С÷итатü из файëа n, m, F (n) (с поìощüþ фоp-

ìаëüноãо языка по пpавиëаì заäается фоpìат вво-
äа фоpìуëы F (n), коppектностü котоpой пpи ввоäе
пpовеpяется).
Дëя исхоäной фоpìуëы F (n) запоëнитü табë. 3,

поëу÷ая вектоpы: 
r — вектоp pанãов (пpавый стоëбеö (с ноìеpоì

n + 1)), 
p — вектоp повтоpяеìости пеpеìенных (нижняя

стpока (с ноìеpоì m + 1)).
Пpисвоитü LF : = 0, t1 := 1, t2 := 0. 

Шаг 2. Пpовеpка частных случаев 
Шаг 2.1
Из табë. 3 поëу÷итü зна÷ение m.
Из табë. 3 опpеäеëитü pjmax := max(p1, ..., pj, ..., pn),
1 m j m n, и соответствуþщуþ пеpеìеннуþ xjmax
с инäексоì jmax = j. 
Шаг 2.2
Есëи m = 1, то

LF := LF + r1 – 1,
постpоитü паpаëëеëüнуþ схеìу в кëассе
"&", записатü поëу÷еннуþ схеìу в табë. 5. 
Пеpехоä к øаãу 4 (÷тение в табë. 3 из стpо-
ки t1 табë. 4). 

Шаг 2.3
Есëи pjmax = 1, то 

LF := LF + m – 1,
постpоитü паpаëëеëüнуþ схеìу в кëассе
"⊕", записатü поëу÷еннуþ схеìу в табë. 5. 
Пеpехоä к øаãу 4 (÷тение в табë. 3 из стpо-
ки t1 табë. 4). 

Шаг 3. Пpомежуточная итеpация 
Шаг 3.1
(Пpиìенитü ФУ (2) и опpеäеëитü пеpвуþ оста-
то÷нуþ функöиþ F ′ = F0.)
Есëи p1 = m и pj < m, 2 m j m n, то записатü в век-
тоp выносиìых пеpеìенных пеpеìеннуþ x1.
Ина÷е:
есëи p1 = p2 = m и pj < m, 3 m j m n, то записатü
в вектоp выносиìых пеpеìенных пеpеìеннуþ
х1, LF := LF + 1.
Ина÷е записатü в вектоp выносиìых пеpеìен-
ных пеpеìеннуþ xjmax.
Из табë. 3 выбpатü ноìеpа ЭК, соäеpжащих вы-
носиìые пеpеìенные.
Пеpеписатü их в новуþ табë. 3 (äëя опpеäеëенно-
сти назовеì ее табë. 3.1), сохpаняя поpяäок и ис-
кëþ÷ая из их состава выносиìые пеpеìенные.
Такиì обpазоì, поëу÷аеì поëиноì Жеãаëкина
F ′(F0), записанный в табë. 3.1.
Поäс÷итатü вектоpы r и p.
LF := LF + 1.
n′ := n – 1 (n′ — ÷исëо пеpеìенных поëиноìа
Жеãаëкина F ′)
m′ := pj (m′ — äëина поëиноìа Жеãаëкина F ′)

Табëиöа 5

№ по 
поряäку 
записи

Вхоä 1 Вхоä 2 Лоãи÷еский 
эëеìент

Форìуëа-
функöия

1 2 3 4

6 x1 x4 & f000

5 x5 f000 ⊕ f00

4 x2 f00 & x2f00

3 x6 x2f00 ⊕ f0
2 x3 f0 & x3f0
1 x3f0 x7 ⊕ F(7) = F7

& F&

⊕ F⊕

Табëиöа 4

n′ иëи n′′ m′ иëи m′′

Поëиноìы 
Жеãаëкина F ′ иëи 

F ′′, заäаваеìые 
табë. типа 3

Вывоäиìые 
резуëüтаты 

LF

1 2 3 4

1 n′ := n – 1 m′ := pjmax F ′ LF := LF + 1
2 n′′ := n′ m′′ := m – m′ F ′′ LF := LF + 1
3 ... ... ... ...
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В стpоку с ноìеpоì t2 табë. 4 записатü n′, m′, F ′.
t2 := t2 + 1.
Шаг 3.2
(Опpеäеëитü втоpуþ остато÷нуþ функöиþ F ′′ =
= F1 — поëиноìа Жеãаëкина F ′′ = F1 из табë. 4.)
Вы÷исëитü m′′ := m – m′ = m – pj (m′′ — äëина
поëиноìа Жеãаëкина F ′′).
Есëи m′′ > 0, то:

из табë. 3 выбpатü ноìеpа ЭК, не соäеp-
жащих выносиìые пеpеìенные.
Сохpаняя поpяäок, пеpеписатü выбpан-
ные ЭК в новуþ табë. 3 (äëя опpеäеëен-
ности назовеì ее табë. 3.2).
Такиì обpазоì, поëу÷аеì поëиноì Же-
ãаëкина F ′′(F1), записанный в табë. 3.2.
Поäс÷итатü вектоpы r и p.
Вы÷исëитü: n′′ := n′
(n′′ — ÷исëо пеpеìенных поëиноìа Же-
ãаëкина F ′′),
LF := LF + 1.
В стpоку с ноìеpоì t2 табë. 4 записатü n′′,
m′′, F ′′.
t2 := t2 + 1.
Записатü текущее выpажение в табë. 5. 

Шаг 4. Пpовеpка окончания итеpации и чтение
табл. 4 

t1 := t1 + 1; 
Есëи t2 > t1, то 

с÷итатü в табë. 3 поëиноì из стpоки t1
табë. 4, 
пеpехоä к øаãу 2.

(Дëя pезуëüтатов испоëüзуется табë. 4, в кото-
pуþ с на÷аëа pаботы пpоãpаììы записываеì не бо-
ëее äвух поëиноìов Жеãаëкина F ′ и F ′′ зa øаã, и
затеì, пока естü непpо÷итанные записи, из нее
(табë. 4) с÷итываеì по оäноìу поëиноìу.) 

Шаг 5. Фоpмиpование выходной инфоpмации
Вывоä pезуëüтата LF (F (n)) (супеpпозиöионной

фоpìуëы ).
На основе супеpпозиöионной фоpìуëы 

стpоится схеìа S без ветвëения, сопоставëяя изо-
ìоpфныì обpазоì кажäой базисной фоpìуëе свой
ëоãи÷еский эëеìент.
КОНЕЦ

Заключение

В инженеpной пpактике встpе÷аþтся пpобëеìы
(заäа÷и) автоìатизиpованноãо синтеза эффектив-
ных äискpетных устpойств обpаботки инфоpìаöии
и ëоãи÷ескоãо упpавëения объектаìи и пpоöессаìи.
От их pеøения зависят äостижения в разëи÷ных
обëастях науки и техники (инфоpìатики, энеpãе-
тики, pобототехники, тpанспоpта и äp.),

Пpостейøиìи ìатеìати÷ескиìи ìоäеëяìи äëя
таких устpойств явëяþтся буëевы функöии. Поэтоìу
факти÷ески pеøается сëожная заäа÷а: pеаëизаöия
буëевой функöии f (n) в заäанноì базисе в кëассе
фоpìуë (ДНФ, поëиноìов Жеãаëкина, скобо÷ных
фоpìуë) и в кëассе схеì S из функöионаëüных эëе-
ìентов (с ветвëениеì и без).
Пpи этоì сëожностü—ка÷ество pеаëизаöии оöе-

нивается с поìощüþ pазëи÷ных показатеëей:
по ÷исëу Lб(F

(n)) сиìвоëов пеpеìенных, по ÷исëу
LF (F (n)) базисных функöий (в кëассе фоpìуë);
по ÷исëу LS(F (n)) ФЭ в схеìе (в кëассе схеì S).
Дëя повыøения эффективности автоìатизаöии

синтеза важнуþ pоëü иãpаþт поëу÷ение и иссëеäо-
вание веpхних оöенок сëожности и вкëþ÷ение их
в аëãоpитìы автоìатизаöии.
Пpи сpавнении pезуëüтатов с поìощüþ табë. 1

показаны зависиìости от pазìеpности функöии и
заäания их фоpìуëаìи pазëи÷ноãо типа. Дëя сëу÷ая,
коãäа оöенки показатеëей сëожности заìетно pаз-
ëи÷аþтся, пpиìеняется вы÷исëитеëüный аëãоpитì.
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An important feature of modern scientific and technological revolution is the rapid growth of collecting and processing in-
formation in almost all areas of science and technology. This gives rise to a large number of difficult tasks (problems) for a
variety of reasons that people are not able to solve on their own because of their huge information capacity and complexity.
It should be noted that in recent years there has been a steady trend of increasing the role of computers in the task, which
is associated with problems of processing and presentation of data not only in quantitative terms but also in qualitative form — in
the form of relationships, text description, obtained in economics, medicine, biology etc. The creation and distribution of soft-
ware for data processing, which would allow users-nonprogrammers, working in various fields of science and technology, to
solve problems on the basis of a computer, is also extremely relevant. Improving computer element base occurs with great pre-
dominance increase the degree of integration in comparison with other parameters. Therefore, the primary means of increasing
productivity is to increase computer equipment — the number of gates used in it. In this paper we study the problem of im-
plementing any Boolean function in the class of formulas and — circuits of functional elements in standard and Zhegalkin bases.
An efficient method for the synthesis of formulas and schemes on the basis of the recurrence relations (functional equations),
followed by obtaining advance analytically upper estimates of various indicators of complexity (the number of letters, number
subformulas; on the number of functional elements over the depth of the formula and the depth of the circuit), including and
schemes for the minimum of difficulty. If necessary to clarify the upper bounds for the complexity, the computational algorithm
is being proposed.

Keywords: Boolean function, syntheses formula and circuit, decomposition, difficulty, minimization, functional of the
equation.
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