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Алгоpитмы скоpостного бигpадиента 
с модифициpованной эталонной моделью 

в задаче упpавления вибpационным гиpоскопом1

Введение

В pаботе [1] пpивеäены pезуëüтаты синтеза сис-
теìы упpавëения оäноосныì вибpаöионныì ãиpо-
скопоì с поäсистеìой пpивоäов пеpвоãо поpяäка.
Синтез аëãоpитìа упpавëения осуществëяëся ìе-
тоäоì скоpостноãо биãpаäиента (МСБГ). МСБГ [5]
вкëþ÷ает в себя тpи этапа: на пеpвоì этапе в усëо-
виях поëной апpиоpной инфоpìаöии об объекте
синтезиpуется "иäеаëüное" виpтуаëüное упpавëение
коне÷ныì каскаäоì (ìехани÷еской поäсистеìы),
обеспе÷иваþщее äостижение öеëи упpавëения пpи
поëной апpиоpной инфоpìаöии. На втоpоì этапе
неизвестные паpаìетpы "иäеаëüноãо" виpтуаëüноãо
упpавëения заìеняþтся настpаиваеìыìи, и синтези-
pуется аëãоpитì аäаптаöии. На тpетüеì этапе фоpìи-
pуется ìноãообpазие пеpесе÷ения ãипеpповеpхностей
в виäе невязки ìежäу выхоäныì сиãнаëоì вхоäноãо
каскаäа и виpтуаëüныì упpавëениеì, и синтезиpует-
ся упpавëение, обеспе÷иваþщее äостижение пеpесе-
÷ения ìноãообpазий ãипеpповеpхностей.
Особенностüþ заäа÷и упpавëения вибpаöионныì

ãиpоскопоì явëяется наëи÷ие этаëонной ìоäеëи ко-
ëебаний ÷увствитеëüноãо теëа в фоpìе ëинейной сис-
теìы с äвуìя паpаìи ìниìых поëþсов. В pаботе [1]
виpтуаëüное упpавëение äëя ìехани÷еской поäсисте-
ìы стpоиëосü в фоpìе коìпенсаöии äинаìики ìоäе-
ëи оøибки сëежения за тpаектоpией этаëонной ìо-
äеëи и ìоäаëüной обpатной связи по оøибке и ее
пpоизвоäной. Это обеспе÷иваëо устой÷ивостü ìоäеëи
оøибки пpи äвижении систеìы по пересе÷ениþ
ìноãообразий.

В äанной pаботе пpеäëаãается поäхоä к синтезу
аëãоpитìов упpавëения, основанный на испоëüзо-
вании äопоëнитеëüной ìоäифиöиpованной этаëон-
ной ìоäеëи äëя оøибки сëежения за тpаектоpией
этаëонной ìоäеëи. Моäифиöиpованная ìоäеëü стpо-
ится в виäе ëинейной ãуpвиöевой систеìы с вхоä-
ныì возäействиеì, пpопоpöионаëüныì невязке
ìежäу выхоäоì вхоäноãо каскаäа и виpтуаëüныì
упpавëениеì. Цеëüþ ìоäификаöии явëяется уëу÷-
øение иäентифиöиpуþщих свойств и снижение
энеpãети÷еских затpат на упpавëение за с÷ет уëу÷-
øения стpуктуpноãо соответствия ìоäеëи оøибки
и ìоäифиöиpованной этаëонной ìоäеëи не тоëüко
на ìноãообpазии пеpесе÷ений ãипеpповеpхностей
(невязка тожäественно pавна нуëþ), но и пpи äвиже-
нии вне этоãо ìноãообpазия. Заìетиì, ÷то ввеäение
невязки в неустой÷ивуþ этаëоннуþ ìоäеëü коëеба-
ний ÷увствитеëüноãо теëа иëи в виpтуаëüный закон
упpавëения не позвоëяет äости÷ü заäанной öеëи.
Отìетиì также, ÷то в отëи÷ие от ìноãих pабот

[1, 4, 11] наìи pассìатpивается боëее общая ìоäеëü
ìехани÷еской поäсистеìы, в котоpой ìасса ÷увст-
витеëüноãо эëеìента с÷итается неопpеäеëенной.
Пpи этоì ìоäифиöиpованная этаëонная ìоäеëü
иìеет эëеìент саìонастpойки.

Постановка задачи

Матеìати÷еская ìоäеëü ìехани÷еской поäсис-
теìы оäноосноãо вибpаöионноãо ãиpоскопа S1 в
вектоpной фоpìе с ìоäеëüþ пpивоäов 1-ãо поpяä-
ка S2 (интеãpатоpаìи) иìеет виä

(1)

Pассматpивается задача адаптивного упpавления одноосным вибpационным гиpоскопом с модифициpованной моделью же-
лаемой динамики механической подсистемы. В целях повышения астатизма системы и обеспечения гладкости упpавляющих
сил по входам вводятся дополнительные интегpатоpы. Для системы с интегpатоpами методом скоpостного бигpадиента син-
тезиpуется семейство гладких, pелейных и комбиниpованных алгоpитмов с настpаиваемым многообpазием. Pассмотpены схема
синтеза алгоpитмов, условия пpименимости, выполнен анализ устойчивости адаптивной системы упpавления, pобастности и
пpиводятся pезультаты моделиpования системы.
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УПРАВЛЕНИЕ В АВИАКОСМИЧЕСКИХ
И МОРСКИХ СИСТЕМАХ

 1 Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке PФФИ и
Пpавитеëüства Каëужской обëасти (ãpант № 14-48-03115).

S1:  + D  + Kbq + 2W  = Bu;

S2:  = v + h,

q·· q· q·

u·
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ãäе q = , u = , B = m–1I, v = ,

W = , D = , Kb = ;

ωx = , ωy = , ωxy = ; dxx = m–1 ,

dxy = m–1 , dyy = m–1 ; I — еäини÷ная ìатpиöа;

х, у — пеpеìещение ìассы ÷увствитеëüноãо теëа вäоëü
оpтоãонаëüных осей Вх, By; m — ìасса ÷увствитеëü-
ноãо эëеìента; kxx, kxy, kyy — коэффиöиенты упpу-

ãости поäвеса; , ,  — коэффиöиенты äеìп-

фиpования поäвеса; Ωz — уãëовая скоpостü вpащения
основания вибpаöионноãо ãиpоскопа; v — вектоp
упpавëяþщих возäействий; h = (ηx ηy)

т — вектоp
возìущения.
Пpеäпоëаãается, ÷то q* = (dxx dxy dyy Ωz  ωxy
)т ∈ Ξ — вектоp неизвестных паpаìетpов объек-

та упpавëения; m — неизвестная ìасса; вектоp воз-
ìущения оãpани÷ен так, ÷то ||h(t)|| m Cη, ∀t l 0.
Жеëаеìые автокоëебания äëя поäсистеìы S1

с ÷астотаìи ,  соответственно вäоëü осей Вх
и By заäаäиì с поìощüþ явной этаëонной ìоäеëи
ìехани÷еской поäсистеìы ãиpоскопа:

 + Kmqm = 0, qm(0) ≠ 0, (2)

ãäе qm = (хm ym)т, qm(0) — вектоp жеëаеìых аìп-

ëитуä; Km = diag{( )2 ( )2}.

Выхоäной каскаä S1 пpеäставëяет собой äвухка-
наëüнуþ систеìу с пеpекpестныìи связяìи, поэто-
ìу сфоpìуëиpуеì öеëü упpавëения (ЦУ) äëя каж-
äоãо каскаäа в виäе тpебований оãpани÷енности
тpаектоpий заìкнутой систеìы и äостижения öе-
ëевых неpавенств виäа

||ei|| m , i ∈ {x, y} пpи t l t*, (3)

ãäе  = (εx ) = (x – xm   – );  = (εy ) =

= (y – ym   – );  > 0 — тpебуеìая то÷ностü;

t* — вpеìя äостижения ЦУ.

Тpебуется синтезиpоватü аäаптивнуþ систеìу
упpавëения, обеспе÷ив оãpани÷енностü тpаектоpий
систеìы, äостижение öеëи упpавëения (ЦУ) (3) в
усëовиях паpаìетpи÷еской неопpеäеëенности и
иäентификаöиþ паpаìетpов ãиpоскопа:

q → q* пpи t → ∞, (4)

 → m пpи t → ∞, (5)

ãäе q — оöенки вектоpа паpаìетpов поäсистеìы S1;
 — оöенка ìассы.

Синтез алгоpитмов упpавления

Пpовеäеì синтез аëãоpитìа упpавëения ìето-
äоì скоpостноãо биãpаäиента [5].
Этап 1. Pеøиì заäа÷у упpавëения коне÷ныì

каскаäоì. Ввеäеì невязку ìежäу канаëаìи вхоäа
выхоäноãо каскаäа и виpтуаëüныì упpавëениеì
в фоpìе

σi = ui – , i ∈ {x, y}, (6)

ãäе  — синтезиpуеìые в хоäе 1-ãо и 2-ãо этапов

виpтуаëüные упpавëения канаëаìи коне÷ноãо каскаäа.
В соответствии с ìоäеëüþ поäсистеìы S1 и эта-

ëонной ìоäеëüþ (2) запиøеì ìоäеëи оøибок по
канаëаì в виäе

 =  + ui, i ∈ {x, y}, (7)

ãäе mx = (     0  –2   х  у  0)т; my = (0     

2   0  х  y)т, zx  xm, zy  ym.
Ввеäеì жеëаеìуþ äинаìику стабиëизаöии по-

ëожений ei = 0 в виäе äопоëнитеëüной ìоäифиöи-
pованной этаëонной ìоäеëи коне÷ноãо каскаäа:

 = Aэieэi + σi, i ∈ {x, y}, (8)

ãäе Aэi =  — ãуpвиöевые ìатpиöы

(λjx > 0, λjy > 0, j = 0, 1);  — оöенка ìассы m ÷ув-
ствитеëüноãо эëеìента.
Ввеäеì вектоpы откëонений по оøибкаì сëеже-

ния ei = ei – eэi. Потpебуеì äостижения ЦУ (3) с äи-
наìикой, заäанной ìоäифиöиpованной этаëонной
ìоäеëüþ (8), такиì обpазоì, ÷тобы выпоëняëосü
усëовие

||ei|| m , i ∈ {x, y},  > 0 пpи t l t*. (9)

Замечание 1. Пpи оãpани÷енности σi,  (|σi| m C1,

 m С2), в сиëу BIBO-устой÷ивости (по вхоäу-
выхоäу) ìоäифиöиpованной ìоäеëи (8) сëеäует, ÷то
||eэi|| m Δэi пpи t l t* и некотоpоì Δэi(С1, С2) > 0. Из
неpавенства тpеуãоëüника иìееì ||ei|| m ||ei|| + ||eэi|| и,

сëеäоватеëüно, ||ei|| m ||ei|| + ||eэi|| m  + Δэi пpи t l t*.

Усëовие (3) выпоëняется, есëи  + Δэi m ,

i ∈ {x, y}. О÷евиäно, ÷то пpи оãpани÷енности 
и äвижении заìкнутой систеìы на пеpесе÷ении
ìноãообpазий σi ≡ 0 пpи t l t* и (иëи) выпоëнении
усëовия ei → 0 пpи t → ∞ также ìожно äобитüся вы-
поëнения усëовия (3) соответствуþщиì выбоpоì
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быстpоäействия ìоäифиöиpованной этаëонной
ìоäеëи (8).
В соответствии с усëовиеì (9) сфоpìиpуеì öе-

ëевое неpавенство виäа

Q(е) m Δе пpи t l t*, (10)

ãäе Q (e) = 0,5( Hxex + Hyey) — öеëевой функ-

öионаë; ет = (  ); Нi =  > 0, i ∈ {х, y}; Δe > 0 —

то÷ностü, соãëасованная с  и ìатpиöаìи Нi.

С у÷етоì (6)—(8) уpавнение откëонений по оøибке
сëежения иìеет виä 

 =  +  –

– Aэieэi + σi, i ∈ {x, y}. (11)

Pассìотpиì заäа÷у äостижения öеëевоãо усëо-
вия (10) пpи поëной апpиоpной инфоpìаöии о паpа-
ìетpах поäсистеìы S1 и ãипотети÷еской возìожно-
сти непосpеäственноãо упpавëения выхоäныì каска-
äоì. Ввеäеì в pассìотpение  = (  )т —
"иäеаëüное" виpтуаëüное упpавëение, поä÷еpкивая
еãо зависиìостü от паpаìетpов выхоäноãо каскаäа S1.
Выбеpеì  = m и  в фоpìе аëãоpитìов ìо-
äаëüноãо упpавëения с коìпенсаöией

 = m( mi + vi), (12)

ãäе vx = – хm – λ0xεx – λ1x ,

vy = – ym – λ0yεy – λ1y .

Вы÷исëиì пpоизвоäнуþ по вpеìени ω(e, q*, m) от
öеëевоãо функöионаëа Q(е) пpи  = ,  = m.
Иìееì

ω(e, q*, m) = Hx  + Hy  =

= Aэxex + Aэyey m

m –ρx0,5 Hxex – ρy0,5 Hyey m –ρQ(e), (13)

ãäе Aэx, Aэy — ãурвиöевы ìатpиöы, Hi =  > 0,
уäовëетвоpяþщие уpавненияì Ляпунова

НiАэi + Нi = –Gi, Gi =  > 0, i ∈ {х, у}; (14)

ρi = λmin(Gi)/λmax(Hi), ρ = min{ρx, ρy} > 0.

Сëеäоватеëüно, Q(e(t)) m Q(e(0))exp(–ρt),
Q(e(t)) → 0, t → ∞, и, в сиëу кваäpати÷ной фоpìы
Q(e), поëу÷аеì е → 0 пpи t → ∞. Такиì обpазоì,
пpи  = ,  = m и ëþбоì откëонении тpа-
ектоpии систеìы от ìноãообpазия s ≡ 0 ЦУ (10)
äостиãается.

Этап 2. Заìениì в соотноøении (12) неизвестные
паpаìетpы q* настpаиваеìыìи q, а также m на .
Поëу÷иì виpтуаëüные упpавëения виäа

 = (qтmi + vi). (15)

Вы÷исëиì ω(е, q, ) — скоpостü изìенения по
вpеìени öеëевоãо функöионаëа Q(e) (от сëаãаеìых

Qi  0,5 Hiei, i ∈ {x, y} пpи ui = σi + , ãäе 

опpеäеëяþтся из pавенств (15))

 = Hi  + (qтmi + vi) –

– Aэieэi + σi . (16)

Пpовеäеì äопоëнитеëüные пpеобpазования с
у÷етоì (12), (13):

 = Hi  – Aэieэi +

+ ( (qтmi + vi) ± ) + σi  =

= HiAэiei + Hi ( (qтmi + vi) – ) +

+ σi  m –ρi0,5 Hiei +

+ Hi ( (qтmi + vi) – m( mi + vi) ±

± m(qтmi + vi)) + σi  =

= –ρiQi + δim
–1[(  – m)(qтmi + vi) +

+ m(q – q*)
тmi] + δi σi,

ãäе δi=ei  + , Нi = ( ), i ∈ {x, y}; j, k = 1, 2 —

ìатpиöы, уäовëетвоpяþщие уpавненияì Ляпунова (14).
Окон÷атеëüно с у÷етоì pавенства (6) поëу÷аеì

 m –ρiQi + δi(m )–1(  – m)[ (qтmi + vi)] +

+ δi(q – q*)
тmi + δi σi =

= –ρiQi + δi  + (q – q*)
тδimi +

+ δiσi = –ρiQi + (δi(  + σi)) +

+ (q – q*))
тδimi = –ρiQi + (δiui) + (q – q*)

тδimi.
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Такиì обpазоì, пpоизвоäная от öеëевой функ-
öии Q(e) уäовëетвоpяет неpавенству

ω(e, q, ) m –ρxQx – ρyQy + (q – q*)
т{δxmx + δymy} +

+ {δxux + δyuy}, (17)

в котоpуþ q,  вхоäят ëинейно. Вы÷исëяя ãpа-

äиенты функöии ω(e, q, ) по настpаиваеìыì па-
pаìетpаì, поëу÷аеì аëãоpитìы аäаптаöии в äиф-
феpенöиаëüной фоpìе:

 = –G∇qω(e, q) = –G(δxmx + δymy), (18)

 = –γ ω(e, q, ) = γ(δxux + δyuy) ⇔

⇔  = –γ(δxux + δyuy) , (19)

ãäе G = Gт > 0 — (7 Ѕ 7)-ìеpная ìатpиöа коэффи-

öиентов усиëения (в ÷астности G = diag{γi, i = },

γi > 0), γ > 0, (0) > 0.
Этап 3. Ввеäеì äопоëнитеëüный öеëевой функ-

öионаë (ЦФ), хаpактеpизуþщий откëонение тpа-
ектоpии систеìы от пеpесе÷ения ìноãообpазий:

R(s) = 0,5sтs, (20)

ãäе sт = (σxσy).
Вы÷исëиì скоpостü изìенения ЦФ (20):

μ(s, v)  (s) = sт(  – ) = sт(v + h – t),(21)

ãäе tт = (τ1 τ2), τi = (qтmi + vi) + ( mi + qт  + ).

Сеìейство аëãоpитìов, обеспе÷иваþщее äости-
жение öеëевоãо неpавенства

R(s) m Δs пpи t l ts (22)

иìеет виä [8, 9]

v = v0 – γmj(s), (23)

ãäе v0 — апpиоpное заäанное упpавëение, котоpое
ìожет бытü pавно нуëþ, вектоp-функöия j(s) ∈ Rm

уäовëетвоpяет усëовиþ усиëенной псевäоãpаäиент-
ности: j(s)т∇vμ(s, v) l β||∇vm(s, v)||δ, ãäе β > 0,
δ = 1, 2, ... — некотоpые ÷исëа, ∇vμ(s, v) = s — ãpа-
äиент по упpавëениþ v.
Усëовиþ усиëенной псевäоãpаäиентности уäов-

ëетвоpяþт, напpиìеp, функöии

j(s) = Gmsign∇vμ(s, v) пpи δ = 1, β = ;

j(s) = Gm∇vμ(s, v) пpи δ = 2, β = λmin(Gm),

ãäе Gm =  > 0 — (2 Ѕ 2)-ìеpной ìатpиöы уси-
ëитеëя; λmin(Gm) — ìиниìаëüное собственное зна-
÷ение Gm.
Пpи v0 = 0, Gm = γmI поëу÷аеì ãëаäкие и pеëей-

ные аëãоpитìы виäа

v = –γmsign∇vμ(s, v) = –γmsigns; (24)

v = –γm∇vμ(s, v) = –γms. (25)

Заìетиì, ÷то аëãоpитì (24) относится к кëассу
систеì с настpаиваеìыì скоëüзящиì pежиìоì [6, 7].
Возвpащаясü к исхоäноìу вхоäноìу возäейст-

виþ (сиëаì), иìееì

u(t) = –γm signs(τ)dτ,

u(t) = –γm s(τ)dτ.

Стpуктуpная схеìа заìкнутой
систеìы пpеäставëена на pис. 1.
Теоpема. Дëя систеìы (1), (2), (6),

(8), (15), (18), (19), (23) спpавеäëивы
утвеpжäения:

1. Пpи δ = 1 существует  > 0 та-
кое, ÷то пpи γm >  öеëи упpавëения
(10), (22) äостиãаþтся пpи ëþбых
Δe > 0, Δs > 0, все тpаектоpии систе-
ìы оãpани÷ены, Q(е) → 0 (е → 0) пpи
t → ∞. Существует ìоìент вpеìени t*
такой, ÷то R(s) ≡ 0 (s ≡ 0) пpи t l t*.

2. Пpи δ > 1 äëя ëþбоãо Δ =
= min{Δe, Δs} > 0 существуþт (Δ) > 0
такое, ÷то пpи γm >  öеëи упpавëе-
ния (10), (22) äостиãаþтся пpи ëþбых
Δe > 0, Δs > 0, все тpаектоpии систеìы
оãpани÷ены. Пpи γm → ∞ спpавеäëиво:
R(s) → 0, Q(е) → 0 пpи t → ∞.
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Pис. 1. Замкнутая адаптивная система упpавления
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3. Существует функöия Ляпунова виäа 

V(e, s, q, ) =

= Q(e) + R(s) + 0,5||q – q*|  + 0,5γ–1 ,(26)

ãäе G = Gт > 0, γ > 0.
Достижение в сиëу теоpеìы öеëей упpавëения

(10), (22) с у÷етоì заìе÷ания 1 озна÷ает äостижения
в заìкнутой систеìе öеëи упpавëения (3) пpи со-
ответствуþщеì выбоpе паpаìетpов (λjx > 0, λjy > 0,
j = 0, 1) этаëонной ìоäеëи (8).
Доказательство теоpемы. Опpеäеëиì пpоиз-

воäнуþ по вpеìени от функöии Ляпунова (26) с у÷е-
тоì pавенства (17), (21):

 = ω(e, q, ) + (q – q*)
тG–1  –

– γ–1  + sт(  – ) m

m –ρxQx – ρyQy + (q – q*)
т{δxmx + δymy} +

+ {δxux + δyuy} + (q – q*)
тG–1  –

– γ–1  + sт(v + h – t) =

= –ρQ + (q – q*)
т{δxmx + δymy + G–1 } +

+ {δxux + δyuy – γ–1 } + sт(v + h – t).

В сиëу аëãоpитìов аäаптаöии (18), (19) поëу÷аеì

 m –ρQ(e) + sт(h – t) + sтv. (27)

Поäставëяя упpавëение v (23) в (27), поëу÷аеì

 m –ρQ(e) + sт(h – t + v0) – γms
тj(s).

Поëожиì v* = –h + t – 0,5ρRs, ãäе ρR > 0. Тоãäа
с у÷етоì усëовия усиëенной псевäоãpаäиентости
иìееì

 m –ρQ(e) – ρRR(s) + sт(v0 – v*) – γmβ||s||δ,

β > 0, δ = 1, 2, ... . (28)

Pассìотpиì äва сëу÷ая: δ = 1 и δ > 1.
Пустü δ = 1. С у÷етоì pавенства ||s|| = 

(28) пpиìет виä

 m –ρQ(е) – ρRR(s) + sт(v0 – v*) – γ0||s|| m

m –ρQ(e) – ρRR(s) – , (29)

ãäе γmβ = γ1β + γ0; γ0 > 0;  = γ0 > 0; γ1 уäов-

ëетвоpяет pавенству γ1β = ||v0 – v*||.

Интеãpиpуя неpавенство (29), поëу÷аеì, ÷то пpи
ëþбых оãpани÷енных на÷аëüных усëовиях спpа-
веäëиво неpавенство

{–ρQ(e) – ρRR(s) – }dτ m V (0) < ∞.(30)

Докажеì оãpани÷енностü тpаектоpий заìкнутой
систеìы и pавноìеpнуþ оãpани÷енностü поäынте-
ãpаëüной функöии (30). Из неравенства (30) сëеäу-

ет оãpани÷енностü е, s, q, . Из оãpани÷енности
тpаектоpий этаëонной ìоäеëи qm = (xm ym)т, , eэ

и  сëеäуþт оãpани÷енностü q = (x y)т, . Из оãpа-

ни÷енности q, , q и  (пpи (0) > 0) в сиëу соот-

ноøения (15) сëеäует оãpани÷енностü . Из оãpа-

ни÷енности  и σi в сиëу фоpìуëы (6) сëеäует оã-
pани÷енностü ux, uy. Тоãäа из оãpани÷енности пpавой

÷асти систеìы (11) сëеäует оãpани÷енностü .
Из оãpани÷енности , с у÷етоì оãpани÷енности
, сëеäует оãpани÷енностü . Из анаëиза пpавой

÷асти уpавнений (18), (19) сëеäует оãpани÷енностü

, . Из оãpани÷енности , , qm, , q, , , 
сëеäует оãpани÷енностü t. Из оãpани÷енности v, t
и ||h(t)|| m Cη сëеäует оãpани÷енностü  = v + h – t. 
Оãpани÷енностü  и  пpивоäит к pавноìеpной

непpеpывности s(t) и e(t) соответственно. Сëеäо-
ватеëüно, поäынтеãpаëüная функöия в неpавенстве
(30) pавноìеpно непpеpывна. Тоãäа из ëеììы Баp-
баëата [10] сëеäует Q(e) → 0, R(s) → 0 пpи t → ∞.
Из кваäpати÷ноãо виäа Q(e) и R(s) сëеäует е(t) → 0,
s(t) → 0 пpи t → ∞.
Из неpавенства (29) вытекает возìожностü боëее

быстpой схоäиìости R(s) → 0 по отноøениþ к
Q(e) → 0. Pассìотpиì вопpос о схоäиìости к пеpе-
се÷ениþ ãипеpповеpхностей s ≡ 0 боëее поäpобно.
Вновü веpнеìся к pавенству (21). Пpи выбpанноì в
неpавенстве (29) коэффиöиенте усиëения γmβ по-
ëу÷аеì

 m –ρRR(s) –  m – .

Интеãpиpуя посëеäнее неpавенство, поëу÷аеì

 m  – t. В ëевой ÷асти неpавен-

ства — неотpиöатеëüная функöия, в пpавой ÷асти —
ëинейно убываþщая функöия, сëеäоватеëüно, су-
ществует ìоìент вpеìени t* такой, ÷то R(s(t *) = 0,

и спpавеäëива оöенка t * m . Такиì об-

pазоì, в заìкнутой систеìе возникает настpаивае-
ìый скоëüзящий pежиì и s(t) ≡ 0 пpи t l t *. Пpи
этоì в скоëüзящеì pежиìе спpавеäëивы оöенки

Q(e(t)) m Q(e(t*)) – ρQdτ и u(t) = uvirt(t) пpи t l t*.

Дëя сëу÷ая δ = 1 теоpеìа äоказана.
Pассìотpиì сëу÷ай δ = 2. Из неpавенства (28)

поëу÷аеì

 m –ρQ(e) – ρRR(s) + d||s|| – γmβ||s||δ, (31)

ãäе d  ||v0 – v*||.
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Дëя фиксиpованноãо Δ:

0 < Δ < V0 = Q(е(0)) + R(s(0)) +

+ 0,5||q(0) – q*|  + 0,5γ–1

поëожиì

(Δ) = ρQ(е),

(Δ) = ρRR(s),  = d,

ãäе

Ω0 = ∪((e, q, s):Q(e) + R(s) +

+ 0,5||q – q*|  + 0,5  m V0).

Тоãäа из неpавенства (31) поëу÷аеì

 m – (Δ) – (Δ) + ||s|| – γmβ||s||δ. 

Максиìизиpуя посëеäние äва сëаãаеìых по ||s||,
поëу÷аеì

( ||s|| – γmβ||s||δ):  – δγmβ||s||δ – 1 = 0 ⇔

⇔ ||s|| = .

Тоãäа

 m – (Δ) – (Δ) + . (32)

В сиëу неpавенства (32) äëя äостато÷но боëüøоãо
γm существуþт ε0 > 0 и ε1 > 0 такие, ÷то пpи γm > γ2
неpавенство  m –ε0 буäет выпоëнятüся, есëи буäут
выпоëнятüся неpавенства

Δ – ε1 m Q + R m V0, (33)

ãäе Q, R — зна÷ения функöионаëов в ìоìент вpе-
ìени t.
Левая ÷астü неpавенства (33) не ìожет выпоë-

нятüся в те÷ение вpеìени, боëüøеãо, ÷еì V0/ε0.
Неpавенство Q + R m V0 не ìожет наpуøитüся, так
как V m V0.
Поэтоìу существует такой ìоìент вpеìени τ > 0,

÷то

Q + R m Δ – ε1 (34)

и, сëеäоватеëüно, пpи ëþбоì t > τ ìножество Gt =
= {s:s < t, Q + R m Δ – ε1} непустое. Выбеpеì τt = supGt.
Функöии ρQ > 0, ρRR > 0 пpи ëþбых Q ≠ 0, R ≠ 0,

сëеäоватеëüно, (Δ) > 0, (Δ) > 0 пpи ëþбоì Δ > 0.

Выбеpеì Δ = min{Δe, Δs}. В сиëу (34) Q(e) m Δ – ε1 < Δe,
R(s) m Δ – ε1 < Δs пpи ëþбоì t > τt. Заìетиì, ÷то из
соотноøения (32) сëеäует, ÷то пpи γm → ∞ посëеä-

ние äва сëаãаеìые пpавой ÷асти неpавенства (31) стpе-
ìятся к нуëþ и, как сëеäствие, R(s) → 0, Q(е) → 0
(s → 0, е → 0) пpи t → ∞.
Наконеö, оãpани÷енностü тpаектоpий е, u, q,
, s вытекает из усëовия  m 0 (на тpаектоpиях

систеìы, ãäе не выпоëняþтся öеëевые неpавенства
(10), (22).
В пpеäеëüноì сëу÷ае (γm → ∞) из неpавенства

(31) сëеäует  m –ρQ(e) – ρRR(s) и, как сëеäствие,
оãpани÷енностü тpаектоpии систеìы и äостижение
öеëей упpавëения R(s) → 0, Q(е) → 0 пpи t → ∞.
Дëя сëу÷ая δ > 1 теоpеìа äоказана.

Идентифициpующие свойства

Анаëиз иäентифиöиpуþщих свойств показывает,
÷то θ4 — оöенка уãëовой скоpости (Ωz) и  ëиней-
но связаны (не отäеëиìы пpи иäентификаöии).
Поэтоìу пpеäпоëаãается сëеäуþщий аëãоpитì pе-
øения заäа÷и:

1. Пpовеäение стенäовых испытаний на обоpу-
äовании, иìитиpуþщеì заäаннуþ уãëовуþ скоpостü
вpащения основания вибpоãиpоскопа Ωz на этапе
завеpøения техноëоãи÷ескоãо öикëа изãотовëения
вибpаöионноãо ãиpоскопа. Пpи этоì сëеäует:

— в аëãоpитìе виpтуаëüноãо упpавëения (15) по-
ëожитü θ4 = ;

— откëþ÷итü аëãоpитì аäаптаöии по паpаìетpу θ4
в аëãоpитìе (18);

— оöенитü в пpоöессе стенäовых испытаний ìассу
÷увствитеëüноãо эëеìента вибpоãиpоскопа ( ) и, пpи
необхоäиìости контpоëя техноëоãи÷ескоãо pазбpоса
паpаìетpов изãотовëения, оöенитü θi, i = , i ≠ 4.

2. На этапе экспëуатаöии ãиpоскопа, pуково-
äствуясü законоì сохpанения ìассы, испоëüзоватü
в аëãоpитìе виpтуаëüноãо упpавëения pанее поëу-
÷еннуþ оöенку ìассы ( ) с откëþ÷ениеì аëãоpит-
ìа аäаптаöии (19) и с вкëþ÷ениеì аëãоpитìа аäап-
таöии (18) (с настpойкой θi, i = ).

Pезультаты математического моделиpования

В pаботах [2—4] отìе÷аëосü, ÷то основное вëия-
ние на то÷ностü изìеpения скоpости вpащения ока-
зываþт пеpекpестные связи вибpаöионноãо ãиpо-
скопа. Поэтоìу буäеì пpовоäитü иäентификаöиþ по

паpаìетpаì θ2, θ4, θ6 (оöенивание dxy, Ωz, ωxy) и .

Паpаìетpы dxx, dyy, ,  с÷итаþтся известныìи.

Моäеëиpование пpовоäиëи пpи хm = 0,3cos t,

ym = 0,5sin t, hт = (0,8sin(20(2πt))  0,8cos(20(2πt))).

Паpаìетpы ìоäеëиpования пpивеäены в табëиöе.
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Pезуëüтаты ìатеìати÷ескоãо ìоäеëиpования сис-
теìы упpавëения с ìоäифиöиpованной этаëонной
ìоäеëüþ (8) и реëейныì аëãоритìоì управëения (24)
поëу÷ены пpи γm = 6, γ2 = 4,5, γ4 = 8, γ6 = 3, γ = 0,1.

Pезуëüтаты ìатеìати÷ескоãо ìоäеëиpования
1-ãо этапа иäентификаöии (θ4 = ) пpеäставëе-

ны на pис. 2—8, ãäе набëþäается хоpоøая схоäи-
ìостü тpаектоpии объекта упpавëения к жеëае-
ìыì коëебанияì ÷увствитеëüноãо эëеìента,
äостато÷но быстpый выхоä на ìноãообpазие
скоëüжения, хоpоøие иäентифиöиpуþщие свой-
ства по , θ2, θ6.

Pис. 2. Ошибки слежения с модифициpованной эталонной мо-
делью

Pис. 3. Тpаектоpии объекта и эталонной модели 

Pис. 4. Отклонения от многообpазия скольжения 

Ωz*

Pис. 7. Pезультаты идентификации паpаметpа wxy

Pис. 6. Pезультаты идентификации паpаметpа dxy

Pис 5. Входы выходного каскада

m̂
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Pезуëüтаты ìатеìати÷ескоãо ìоäеëиpования 2-ãо
этапа иäентификаöии (  = m) пpеäставëены на
pис. 9—15, ãäе набëþäается хоpоøая схоäиìостü
тpаектоpии объекта упpавëения к жеëаеìыì коëе-
банияì ÷увствитеëüноãо эëеìента, äостато÷но бы-

стpый выхоä на ìноãообpазие скоëüжения, хоpоøие
иäентифиöиpуþщие свойства по θ2, θ4, θ6.
По сpавнениþ с аëãоpитìаìи аäаптивноãо упpав-

ëения с этаëонной ìоäеëüþ [1] аëãоpитìы с ìоäи-
фиöиpованной этаëонной ìоäеëüþ обеспе÷иваþт

Pис. 10. Тpаектоpии объекта и эталонной модели

Pис. 9. Ошибки слежения с модифициpованной эталонной мо-
делью

Pис. 8. Pезультаты идентификации паpаметpа m

m̂

Pис. 13. Pезультаты идентификации угловой скоpости Wz

Pис. 12. Входы выходного каскада

Pис. 11. Отклонения от многообpазия скольжения
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схоäные показатеëи ка÷ества äвижения ÷увстви-
теëüноãо эëеìента и оöенивания паpаìетpов пpи
ìенüøих коэффиöиентах усиëения pеëейноãо
упpавëения (на 25 %) и коэффиöиентах усиëения в
аëãоpитìе аäаптаöии (18).

Заключение

В pаботе пpеäставëены pезуëüтаты синтеза аë-
ãоpитìов упpавëения вибpаöионныì ãиpоскопоì с
ìоäифиöиpованной этаëонной ìоäеëüþ. Анаëиз
схоäиìости заìкнутой систеìы показывает, ÷то
ввеäение в этаëоннуþ ìоäеëü сëаãаеìоãо, пpопоp-
öионаëüноãо откëонениþ тpаектоpии систеìы от
ìноãообpазия скоëüжения (невязки ìежäу вхоäоì
ìехани÷еской поäсистеìы и аäаптивныì виpту-
аëüныì упpавëениеì), позвоëяет снизитü энеpãи-
÷еские затpаты на упpавëение. Ввеäение аäаптаöии
в ìоäифиöиpованнуþ ìоäеëü уëу÷øает äинаìику
иäентификаöии неизвестных паpаìетpов вибpаöи-
онноãо ãиpоскопа и позвоëяет äопоëнитеëüно оöе-
ниватü ìассу ÷увствитеëüноãо эëеìента.
Гëаäкий аëãоpитì аäаптивноãо упpавëения обес-

пе÷ивает скоëü уãоäно высокуþ то÷ностü по оøибке
сëежения за жеëаеìой тpаектоpией ÷увствитеëüно-
ãо эëеìента и пpеäеëüное асиìптоти÷еское стpеì-
ëение к нуëþ пpи бесконе÷но боëüøоì коэффи-
öиенте усиëения по канаëаì упpавëения (γm → ∞).

Pеëейный аëãоpитì аäаптивноãо упpавëения
(настpаиваеìый скоëüзящий pежиì) обеспе÷ивает
асиìптоти÷еское стpеìëение оøибок к нуëþ пpи
коне÷ноì коэффиöиенте усиëения пpи pеëейных
эëеìентах по канаëаì упpавëения. В основе син-
теза ãëаäкоãо и pеëейноãо аëãоpитìа ëежит еäиная
функöия Ляпунова. Поэтоìу аëãоpитìы ëеãко
коìбиниpуþтся в виäе их суììы иëи систеìы пе-
pеìенной стpуктуpы.
Оäновpеìенная оöенка ìассы ÷увствитеëüноãо

эëеìента ( ) и скоpости вpащения основания ãи-
pоскопа (θ4) оказаëасü невозìожной. Попытка уëу÷-

øения иäентифиöиpуþщих свойств за с÷ет обоãа-
щения спектpа вхоäноãо сиãнаëа ìехани÷еской
поäсистеìы и ìоäифиöиpованной ìоäеëи не äаëа
поëожитеëüноãо эффекта. Поэтоìу в pаботе пpеä-
ëожен ваpиант pеøения пpобëеìы с пpеäваpитеëü-
ной оöенкой ìассы ÷увствитеëüноãо эëеìента на
этапе завоäских испытаний.
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The article is devoted to the task of adaptive control of a single-axis vibratory gyroscope with a modified reference model
of the desired dynamics of the mechanical subsystem. In order to enhance the astatism of the system and ensure smoothness
of the controlling forces, additional integrators are connected to the gyroscope inputs. The smooth control algorithms and the
algorithms of the sliding mode with a tuning surface for the system with integrator were designed by the speed bi-gradient method.
Synthesis of the control algorithms based on employment of an additional modified reference model for the trajectory tracking
error of the reference model was proposed. A modified model was selected in the form of a linear Hurwitz system with an input
proportional to the discrepancy between the output of the input cascade and the virtual control of the gyroscope. The purposes
of the modification were improvement of the identifying properties and reduction of the energy consumption for control. These
goals were achieved by a structural correspondence of the model error and modified reference model not only on the inter-
sections of the hypersurfaces (the discrepancy was identically equal to zero), but also outside of them. Note, that entry of a
discrepancy either in the unstable reference model of oscillation or in a virtual control does not allow achievement of the spec-
ified goal. The design procedure, condition of the applicability, stability analysis of the adaptive control system and the ro-
bustness were presented. The theoretical results were proved by a closed-loop system simulation in MATLAB.

Keywords: high-speed bigradient method, tunable sliding mode, vibratory gyroscope, stability, Lyapunov function, ro-
bustness, modified reference model
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