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Оптимальный выбор ускорения маятника
в задачах управления вибрационным роботом

Введение

Совреìенный ìир уже невозìожно преäставитü
без роботов, позвоëяþщих реøатü поставëенные
÷еëовекоì заäа÷и. Отäеëüный кëасс роботов уìеет
переìещатüся в пространстве, и существует ìноже-
ство ìеханизìов, обеспе÷иваþщих еãо äвижение.
Нереäко äëя переìещения робота требуþтся внеø-
ние äетаëи — коëеса, ноãи, ãусениöы и пр. Оäнако
естü и такие, которыì не требуется никаких внеø-
них устройств, их переìещение обеспе÷ивается за
с÷ет коëебаний составëяþщих робота, такие ìеха-
низìы носят название вибраöионные роботы.
Движение вибраöионноãо робота по пëоскости

иссëеäоваëосü в работах [1—5]. В работах [1, 2] среäи
внутренних теë присутствует вращаþщийся ротор.
Движение робота в вязкой среäе рассìотрено в ра-
ботах [3, 4]. В этих статüях систеìа преäставëена
корпусоì с äвуìя поäвижныìи внутренниìи ìас-
саìи, переìещаþщиìися вäоëü ãоризонтаëüной
оси сиììетрии корпуса.
Пряìоëинейное äвижение по ãоризонтаëüной

пëоскости вибраöионных роботов, преäставëенных
теëоì и нескоëüкиìи внутренниìи ìассаìи, äвиãаþ-
щиìися поступатеëüно, рассìотрено в работах [6, 7].
Отäеëüно ìожно выäеëитü вибраöионные робо-

ты с оäной внутренней ìассой, которая переìеща-
ется по ãоризонтаëи. В работах [7—11] рассìатри-
ваþтся такие систеìы и иссëеäуþтся периоäи÷е-
ские режиìы управëения. В тоì ÷исëе в этих
работах происхоäит поиск оптиìаëüноãо управëе-
ния с öеëüþ ìаксиìизироватü скоростü робота.
В äанной работе также рассìатривается äвижение

робота с оäниì поäвижныì внутренниì эëеìентоì.

Особенности исследуемой задачи

В статüе анаëизируется управëение вибраöион-
ныì роботоì, преäставëенныì жесткиì корпусоì
ìассы M в форìе параëëеëепипеäа и физи÷ескиì

ìаятникоì ìассы m, закрепëенныì в еãо öентре
(рис. 1). Движение происхоäит с сухиì трениеì по
ãоризонтаëüной пëоскости в поëе сиëы тяжести.
Дëина от то÷ки закрепëения äо öентра ìасс ìаят-
ника равна l.
Особенностü рассìатриваеìой ниже ìоäеëи за-

кëþ÷ается в тоì, ÷то за с÷ет вращатеëüных äвиже-
ний внутренней ìассы управëяþщий ìоìент ìожет
вëиятü не тоëüко на знак, но и на ìоäуëü сиëы тре-
ния. Такой робот также рассìатриваëся в работах
[12, 13]. В статüе [12] преäпоëаãается, ÷то уãëовая
скоростü ìаятника постоянна, провеäен параìет-
ри÷еский анаëиз систеìы, в работе [13] преäпоëа-
ãается, ÷то систеìа преäставëяет собой ìикроро-
бот, и управëение происхоäит за с÷ет выбора уãëо-
вой скорости.
В äанной работе управëение осуществëяется

посреäствоì выбора уãëовоãо ускорения ìаятника.
В статüе иссëеäуется закон управëения с сиììет-
ри÷ныì оãрани÷ениеì на уãëовое ускорение ìаят-
ника, рассìотренныì в работе [14], и äоказывается
оптиìаëüностü такоãо управëения в некотороì
кëассе äвижений.

Рассматривается движение вибрационного робота, представленного жестким корпусом и физическим маятником, за-
крепленным в его центре, управление осуществляется за счет выбора углового ускорения маятника. Исследуется некоторый
класс движений и управление, которое обеспечивает движение робота в желаемом направлении в рамках заданных ограни-
чений. Приводится обоснование оптимальности с точки зрения максимизации скорости робота рассматриваемого закона уп-
равления в некотором классе движений.
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РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

Рис. 1. Рассматриваемая конструкция вибрационного робота
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Движение робота опреäеëяется уãëоì  откëо-
нения ìаятника от направëения ускорения сво-
боäноãо паäения, отс÷итываеìыì против ÷асовой
стреëки, и коорäинатой öентра ìасс корпуса x
(рис. 1). Рассìатривается систеìа, äëя которой вы-
поëняþтся сëеäуþщие усëовия:

1) разìер корпуса робота äостато÷но веëик, ÷то-
бы обеспе÷итü неопрокиäывание систеìы;

2) управëение роботоì осуществëяется за с÷ет
выбора уãëовоãо ускорения ìаятника .
Кëасс иссëеäуеìых управëений äоëжен обеспе-

÷итü äвижение робота, такое ÷то:
1) сиëа реакöии опоры неотриöатеëüна, ÷то

обеспе÷ивает безотрывное äвижение корпуса:

N l 0; (1)

2) в те÷ение оäноãо оборота ìаятника äвижение
робота прохоäит äве фазы:

 > 0 — фаза скоëüжения,  = 0 — фаза покоя;(2)

3) уãëовая скоростü ìаятника

 > 0; (3)

4) äвижение робота периоäи÷еское с некоторыì
не заäанныì напереä периоäоì Т, т. е. äоëжны вы-
поëнятüся сëеäуþщие усëовия:

(T) = (0) + 2, (T) = (0), (T) = (0); (4)

5) на ìоäуëü уãëовоãо ускорения наëожено оã-
рани÷ение:

| | m (5)

(характеризуþщее техни÷еские оãрани÷ения ìото-
ра, переäаþщеãо ìоìент вращения ìаятнику);

6) управëение обеспе÷ивает ìаксиìизаöиþ
среäней скорости äвижения корпуса вибраöионно-
ãо робота.
Опреäеëиì уравнения, характеризуþщие äви-

жение систеìы. Поскоëüку в раìках рассìатривае-
ìоãо кëасса äвижений корпус робота не соверøает
поäскока, то äвижение систеìы опреäеëяется сëе-
äуþщиìи уравненияìи:

(m + M)  = R; (6)

R = (7)

N = (m + M)g – ml(cos). (8)

Зäесü Xcr =  — коорäината öент-

ра ìасс всей систеìы, N — сиëа реакöии опоры,
 — коэффиöиент сиëы сухоãо трения.
Выпиøеì уравнение äвижения öентра ìасс

систеìы вäоëü оси х äëя сëу÷ая  > 0:

(m + M)  = –N. (9)

Ввеäеì безразìерные и характерные веëи÷ины:

 = ,  = ,  = . (10)

Зäесü ÷ерез (, , ) обозна÷ены характерные,
а ÷ерез ( ) — безразìерные веëи÷ины. Все äаëü-
нейøие вывоäы буäут сäеëаны äëя безразìерных
веëи÷ин и "~" в их обозна÷ении буäут опущены.
Характерные веëи÷ины опреäеëиì сëеäуþщиì

образоì:  = ,  = ,  = 1 раä.

Посëе поäстановки в уравнение (8) заìен (10)
поëу÷аеì сëеäуþщее выражение äëя сиëы нор-
ìаëüной реакöии опоры:

N = 1 – (cos). (11)

Поäставив выражения (11) в уравнение (9) и у÷и-
тывая заìены (10), поëу÷аеì

(x + (sin – cos)) = –. (12)

Уравнение (12) — это уравнение äвижения на
фазе скоëüжения. Как виäно, в безразìерных ве-
ëи÷инах в уравнение äвижения вхоäит оäин пара-
ìетр — .
Анаëоãи÷но ìожно рассìотретü уравнение äви-

жения öентра ìасс в проекöии на осü x äëя сëу÷ая
x  = 0. Ниже преäставëены уравнения äвижения
ìаятника, опреäеëенноãо конусоì трения при по-
кое корпуса робота, которые соответствуþт äвиже-
ниþ, при котороì трение иìеет ìаксиìаëüное по
ìоäуëþ зна÷ение и направëено в сторону роста x
(первое уравнение) и в сторону уìенüøения x (вто-
рое уравнение):

(sin + cos) = ; (13a)

(sin – cos) = –. (13b)

Закон управления

В статüе [14] рассìатривается управëение, уäов-
ëетворяþщее описанныì оãрани÷енияì, еãо ìож-
но преäставитü в виäе систеìы

 = (14)

Зäесü ÷ерез уãëы 0, ..., 4 обозна÷ены уãëы пе-
рекëþ÷ения ìежäу режиìаìи, которые ìоãут бытü
оäнозна÷но поëу÷ены в зависиìости от зна÷ения

 при известноì . Основная иäея этоãо управ-
ëения состоит в тоì, ÷тобы обеспе÷иватü на наи-
боëüøеì, при существуþщих оãрани÷ениях, у÷астке
äвижения нуëевое зна÷ение сиëы трения (N = 0).

··

x· x·

·

· · x· x·

·· ··max

X··cr

–Nsign( ),   0;

ml(sin),  = 0 и ml |(sin)| m |N |;

Nsign(sin),  = 0 и ml |(sin)| > |N |;
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Нуëевое трение при такоì управëении обеспе÷и-
вается и при вертикаëüноì поëожении ìаятника
 = , это позвоëяет оäнозна÷но из выражения (11)
опреäеëитü соответствуþщуþ уãëовуþ скоростü
 = 1. Зная уãоë и уãëовуþ скоростü, ìожно опре-
äеëитü зна÷ения этих фазовых переìенных на ãра-
ниöах у÷астка äвижения без трения, которые оп-
реäеëяþтся выхоäоì зна÷ения уãëовоãо ускорения
ìаятника за оãрани÷ение || m .
До у÷астка без трения естü у÷асток äвижения с

N > 0 с управëениеì  = –  (первое уравнение
систеìы (14)), как тоëüко это становится возìож-
ныì, äвижение робота опреäеëяется равенствоì
нуëþ трения (второе уравнение систеìы (14)), в
тот ìоìент, коãäа ускорение, требуеìое äëя обсе-
÷ения N = 0 , становится равныì , происхоäит
перекëþ÷ение на управëение  =  (третüе
уравнение систеìы (14)). Даëее в какой-то ìоìент
происхоäит остановка корпуса (при  = 3), и сис-
теìа перехоäит в фазу покоя.
Управëение на фазе покоя построено из сооб-

ражения ìаксиìизаöии уãëовой скорости ìаятни-
ка на этоì у÷астке при усëовии, ÷то на÷аëüные и
коне÷ные усëовия этой фазы заäаны. Такиì обра-
зоì, сна÷аëа ìаятник соверøает ìаксиìаëüный,
в раìках оãрани÷ений, разãон, а потоì торìожение.
Разãон сна÷аëа опреäеëяется усëовиеì покоя —
уравнениеì (13a), опреäеëяþщиì конус трения с
поëожитеëüныì направëениеì сиëы трения (÷ет-
вертое уравнение систеìы (14)), а потоì, коãäа это
становится возìожныì, оãрани÷ениеì на уãëовое
ускорение  =  (пятое уравнение систеìы
(14)), посëе этоãо происхоäит торìожение систеìы
 = – , пока робот естественныì образоì не
на÷нет äвижение (первое уравнение систеìы (14)).
Такиì образоì, первое уравнение систеìы (14)

соответствует ÷асти÷но фазе покоя, ÷асти÷но фазе
äвижения, сëеäуþщие äва — фазе äвижения, и по-
сëеäние äва — фазе покоя. Отìетиì, ÷то при äви-
жении без трения на робот не äействует никаких
внеøних ãоризонтаëüных сиë (  = 0), при этоì
оãрани÷ения на ìаксиìуì и ìиниìуì уãëовоãо уско-
рения сиììетри÷ны, поэтоìу 2 = 2 – 1,  = 
и  = .
Боëее поäробно вывоä этоãо управëения рас-

сìотрен в статüе [14]. В äанной работе рассìатри-
вается вопрос об оптиìаëüности äанноãо управëе-
ния, т. е. заäа÷у ìожно сфорìуëироватü сëеäуþ-
щиì образоì.
Дëя робота, äвижение котороãо опреäеëяется

уравненияìи (6)—(8), рассìатриваþтся периоäи-
÷еские режиìы äвижения робота при оãрани÷ени-
ях (1)—(5). Необхоäиìо обосноватü оптиìаëüностü
управëения (14) роботоì в некотороì кëассе äви-
жения с то÷ки зрения ìаксиìизаöии среäней ско-
рости робота:

 = (t)dt. (15)

Замечание 1. В силу периодичности рассматри-
ваемых решений максимизация средней скорости кор-
пуса робота  и средней скорости центра масс

 — эквивалентные задачи.

Обоснование оптимальности

При äвижении робота с управëениеì (14) äëя
уãëов  m  m 3 уãëовое ускорение ìаятника опре-

äеëяется оãрани÷ениеì: сна÷аëа  = –

(при N = 0), и есëи уãëовое ускорение окажется
боëüøе опреäеëенноãо этиì уравнениеì, то робот
буäет вынужäен соверøитü поäскок. В тот ìоìент,
коãäа уãëовое ускорение, опреäеëенное уравнениеì
N = 0, станет боëüøе , ìаксиìаëüно äопусти-

ìое уãëовое ускорение ìаятника  = , которое

и явëяется управëениеì на оставøеìся у÷астке.
Иныìи сëоваìи, äëя кажäоãо набора (, ) äëя ис-
сëеäуеìых уãëов построенное управëение обеспе÷и-
вает ìаксиìуì  в заäанных оãрани÷ениях заäа÷и.
Докажеì сëеäуþщуþ теореìу:
Теорема 1. Для рассматриваемого робота при за-

данных начальных условиях при движении корпуса
(x > 0) для всех положений маятника  m  m 2
максимально возможное ускорение обеспечивает
максимум скорости центра масс .
Доказательство теоремы 1.
Преäпоëожиì, ÷то естü äва разных управëения:

äвижение с ìаксиìаëüныì уãëовыì ускорениеì в
иìеþщихся оãрани÷ениях заäа÷и ( = )
и äвижение с ускорениеì *, ãäе-то ìенüøиì

.
Отìетиì, ÷то в общеì сëу÷ае  не равно

, поскоëüку, наприìер, усëовие N l 0 ìожет
накëаäыватü боëее строãие ãраниöы на зна÷ение
уãëовоãо ускорения, ÷еì || m .
Обозна÷иì , ,  уãоë, уãëовуþ скоростü

ìаятника и скоростü корпуса в ìоìент, коãäа в
первый раз управëение *  .
Доказатеëüство этой теореìы буäет состоятü из

сëеäуþщих øаãов:
1. Сна÷аëа покажеì, ÷то управëение виäа  = a

обеспе÷ивает боëüøуþ скоростü öентра ìасс, ÷еì
 = b, ãäе a > b, a, b — константы.

2. Покажеì также, ÷то управëение виäа  = a
äаст боëüøуþ скоростü öентра ìасс, ÷еì управëе-
ние виäа  = a äо некотороãо уãëа * и  = b —
посëе этоãо уãëа (a > b, a, b — константы).

3. Покажеì, ÷то управëение виäа  = a äаст
боëüøуþ скоростü öентра ìасс, ÷еì управëение
виäа  = b äо некотороãо уãëа *, и  = a — посëе
этоãо уãëа (a > b, a, b — константы).

4. На основании ранее äоказанных пунктов сäе-
ëаеì обобщение äëя äоказатеëüства утвержäения
теореìы 1.
Первый пункт äоказатеëüства рассìотриì в ка-

÷естве отäеëüной ëеììы.
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max
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x1 x2

x·av
1
T
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0

T

 x·

xav
Xcrav

1 2cos+
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----------------------
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Лемма 1. При движении корпуса робота в поло-
жительном направлении, при заданных начальных ус-
ловиях управление вида  = a обеспечивает большую
скорость центра масс корпуса  для каждого угла

 m  m 2, чем управления вида  = b, где a > b,
a, b — константы.
Есëи уравнение (6) преäставитü в безразìерных

веëи÷инах (с поìощüþ поäстановок (10)), из неãо
выразитü ускорение öентра ìасс и проинтеãрироватü,
то поëу÷ится, ÷то скоростü öентра ìасс буäет равна

 = –(t + sin) + c. (16)

Доказатеëüство ëеììы 1 закëþ÷ается в сравне-
нии    (зäесü инäексы отображаþт конс-

танты управëения). Дëя äоказатеëüства  > 

нужно показатü, ÷то

ta + sin < tb + sin. (17)

В уравнении (17) инäексаìи отìе÷ены веëи÷ины,
поëу÷енные при соответствуþщих константах уп-
равëения. Детаëи сравнения из-за объеìности рас-
сужäений выхоäят за раìки äанной статüи, отìетиì
ëиøü, ÷то äоказатеëüство не зависит от выбора .
Есëи теперü поëожитü, ÷то посëе  =  управ-

ëение  = a, а потоì äëя некотороãо поëожения
ìаятника  = * происхоäит перекëþ÷ение на зна-
÷ение  = b (зäесü a > b), то äëя кажäоãо уãëа ско-
ростü öентра ìасс буäет не боëüøе, ÷еì äëя сëу÷ая,
ãäе везäе на этоì у÷астке äвижения управëение
равно a. Это сëеäует из преäыäущей ëеììы, по-
скоëüку äоказатеëüство не зависеëо от выбора уãëа

. Такиì образоì, быë пояснен второй пункт äо-
казатеëüства теореìы 1.
Теперü рассìотриì сëу÷ай, коãäа посëе  = 

сна÷аëа äвижение робота соверøается с ускорени-
еì  = b äо уãëа *, а потоì происхоäит перекëþ-
÷ение на зна÷ение ускорения  = a. Покажеì, ÷то
этот сëу÷ай также хуже с то÷ки зрения среäней
скорости öентра ìасс, ÷еì управëение виäа  = a
на всеì у÷астке торìожения с трениеì.
Лемма 2. При движении корпуса робота в поло-

жительном направлении при заданных начальных ус-
ловиях управление вида  = a обеспечивает большую
скорость центра масс корпуса  для каждого угла

 m  m 2, чем управление вида  = b до некото-
рого угла * >  и управление вида  = a после, где
a > b, a, b — константы.
Доказательство леммы 2.
Анаëоãи÷но äоказатеëüству преäыäущей ëеììы

буäеì сравниватü скорости , преäставëенные
÷ерез синус и вреìя. Отбросиì так же, как и таì,
константы интеãрирования и äоìножение на –
(так как они оäинаковы) и буäеì сравниватü сëе-
äуþщие веëи÷ины:

t21 + sin < t22 + sin. (18)

Сëева в выражении (18) стоит веëи÷ина, харак-
теризуþщая скоростü öентра ìасс систеìы при уп-
равëении на всеì рассìатриваеìоì у÷астке виäа
 = a, а справа — веëи÷ина, соответствуþщая ско-
рости при второì варианте управëения ëеììы.
Зäесü происхоäит сравнение äëя равных уãëов, по-
этоìу вреìена и уãëовые скорости разëи÷ны и по-
ìе÷ены инäексаìи. Сëу÷ай, коãäа рассìатривае-
ìый уãоë ìенüøе *, рассìотрен в ëеììе 1, поëо-
жиì, ÷то  > *.
Перенесеì в ëевуþ ÷астü выражения при сину-

сах, а вправо — вреìя:

(  – )sin  t22 – t21.

Даëее при äоказатеëüстве показывается, ÷то с
оäной стороны (  – ) > 0, с äруãой стороны,
t22 > t11 (äетаëи äоказатеëüства опущены в сиëу
объеìности). При этоì sin m 0 на рассìатриваеìоì
у÷астке, поэтоìу неравенство (18) справеäëиво.
Это эквиваëентно тоìу, ÷то суììарное торìо-

жение систеìы äëя кажäоãо из рассìатриваеìых
уãëов оказывается ìенüøе при  = a. За торìоже-
ние систеìы при äвижении отве÷ает сиëа трения,
которая опреäеëяется зна÷ениеì сиëы норìаëüной
реакöии опоры N.
Бëаãоäаря ëеììе 2 ìожно также показатü, ÷то

управëение a-b-a хуже (с то÷ки зрения скорости
öентра ìасс), ÷еì управëение a (a-b-a — это по-
сëеäоватеëüностü перекëþ÷ения уãëовоãо ускоре-
ния) на рассìатриваеìоì у÷астке äвижения. Это
сëеäует из ëеììы 2, так как кëþ÷евыì фактороì
при сравнении явëяëосü равенство на÷аëüных ус-
ëовий äëя разных управëений.
Поскоëüку вреìя äвижения по управëениþ b не

иãраëо никакой роëи в äоказатеëüстве ëеììы 2, то
еãо ìожно поëаãатü скоëü уãоäно ìаëыì, неравен-
ство при этоì сохранится.
Так как ëþбое управëение ìожно прибëизитü ку-

со÷но-постоянныì, то, поëüзуясü ëеììаìи 1 и 2,
ìожно показатü, ÷то управëение виäа  = 
äает наиëу÷øий резуëüтат с то÷ки зрения скорости
öентра ìасс робота.
Такиì образоì, теореìа 1 äоказана.
Следствие 1. Для рассматриваемого робота при

заданных начальных условиях при движении корпуса
(x > 0) для всех положений маятника 0 m  m  ми-
нимально возможное ускорение обеспечивает макси-
мум скорости центра масс .
Доказатеëüство сëеäствия äëя у÷астка äвижения

робота от  = 0 äо  =  анаëоãи÷но äоказатеëüству
саìой теореìы 1. Дëя äоказатеëüства испоëüзуется
перехоä в обратное вреìя, остаëüные рассужäения
такие же.
Рассìотриì сëу÷ай, коãäа заäаны ãрани÷ные зна-

÷ения фазовых переìенных, и опреäеëиì управëе-
ние ìежäу ниìи такое, ÷то скоростü öентра ìасс
систеìы ìаксиìаëüна. Сфорìуëируеì сëеäуþщуþ
теореìу.
Теорема 2. Если для рассматриваемого робота:

Xcr
0^

Xcr

Xcra
 Xcrb



Xcra
 Xcrb



a b

0^

0^

0^

̂

Xcr
0^

0^

Xcr

21 22

21 22

21 22

maximum

Xcr
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1) при положении  = 2 его угловая скорость

 =  и скорость корпуса x =  такие, что

N(2, , ) = 0, (cos2 + sin2) > 0 и  =

= |cosec2|;

2) при положении  = 1 + 2 угловая скорость

маятника и скорость корпуса, равные  и , со-

ответственно такие, что N(1, , ) = 0 и

= |cosec1|;

3)  и  определяются управлением (14);
4) при управлении  =  для участка движе-

ния после угла 2 остановка корпуса происходит до
вертикального положения маятника  = 2;

5)  > ,
то для каждого положения угла 2 m  m 1 + 2
максимальную скорость центра масс корпуса  бу-
дет обеспечивать следующее управление:

1)  = , 2 m  m 3;

2)  = , 3 m  m 4;

3)  = , 4 m  m 5;

4)  = – , 5 m  m 1 + 2.

Зäесü уãëы перекëþ÷ения ìежäу у÷асткаìи уп-
равëения те же, ÷то и ранее, опреäеëенные управ-
ëениеì (14) (5 = 0 + 2).
Доказатеëüство этой теореìы буäет состоятü из

÷етырех øаãов.
1. Покажеì, ÷то в фазе покоя при заäанных ãра-

ни÷ных зна÷ениях управëение строится из сëеäуþ-
щеãо соображения: сна÷аëа ìаксиìаëüный разãон
ìаятника, потоì — ìаксиìаëüное торìожение.

2. Покажеì, ÷то выбор управëения  = 
буäет äаватü наибоëüøее зна÷ение  äëя всех уãëов
2 m  m 3. Рассужäения äëя посëеäнеãо у÷астка
управëения (5 m  m 1 + 2) буäут анаëоãи÷ны.

3. Даëее покажеì, ÷то при известных на÷аëüных
усëовиях фазы покоя и при известноì коне÷ноì
уãëе и уãëовой скорости рассìатриваеìоãо у÷астка
(не обязатеëüно конöа фазы покоя) äëя всех про-
ìежуто÷ных уãëов преäëоженное управëение обес-
пе÷ивает ìаксиìуì скорости öентра ìасс.

4. Посëе этоãо с поìощüþ äоказанных пунктов
обоснуеì утвержäение теореìы.
Первый пункт äоказатеëüства сëеäует из сëе-

äуþщей ëеììы.
Лемма 3. Во время фазы покоя управление (14)

обеспечивает максимальную скорость вращения ма-
ятника на фазе покоя для каждого положения ма-
ятника и, соответственно, максимальную скорость
центра масс системы .
Доказатеëüство äанной ëеììы в äанной статüе

привоäитüся не буäет, оно поäробно преäставëено
в статüе [14].
Рассìотриì второй пункт äоказатеëüства.

При рассìатриваеìых на÷аëüных усëовиях на
ìоìент t2 (коãäа  = 2) сиëа норìаëüной реакöии
опоры N = 0 при заäанных  =  и '' =  (сëе-
äует из первоãо пункта усëовий теореìы 2). Дëя уã-
ëов  > 2 при äвижении корпуса разреøенный
ìаксиìуì уãëовоãо ускорения буäет опреäеëятüся
оãрани÷ениеì  = , N при этоì станет
поëожитеëüной (äëя обеспе÷ения нуëя норìаëü-
ной реакöии опоры необхоäиìо, ÷тобы  > ),
и корпус робота на÷нет торìожение.
Такиì образоì, ìожно воспоëüзоватüся теоре-

ìой 1, из которой сëеäует, ÷то впëотü äо остановки
корпуса (3 < 2 по усëовиþ) управëение 
буäет обеспе÷иватü ìаксиìуì  äëя ëþбоãо уãëа
2 m  m 3.
Вìесте с теì,  и  äëя уãëа 1 + 2 опреäеëены

такиì образоì, ÷то äо этоãо поëожения при äви-
жении корпуса нижнее оãрани÷ение на уãëовое ус-
корение равно ìиниìаëüно äопустиìоìу зна÷ениþ в
раìках оãрани÷ений заäа÷и  = – . Уп-
равëение, обеспе÷иваþщее ìаксиìуì скорости 
äëя кажäоãо уãëа, на этоì у÷астке, соãëасно сëеä-
ствиþ 1, опреäеëяется ìиниìаëüныì зна÷ениеì
уãëовоãо ускорения  =  = – .
Такиì образоì, показано, ÷то на кажäоì из у÷а-

стков äвижения по отäеëüности (2 m  m 3,
3 m  m 5 и 5 m  m 1 + 2) преäëоженный закон
управëения обеспе÷ивает ìаксиìуì скорости öентра
ìасс систеìы  äëя всех проìежуто÷ных уãëов.
Рассìотриì теперü весü у÷асток с остановки

корпуса äо 1 + 2.
Лемма 4. Пусть выполняются следующие условия:
1)  l ;

2) 3,  — заданный угол и угловая скорость на

начало фазы покоя, причем m 3 m 2;

3) 7,  — заданный угол и угловая скорость кон-

ца рассматриваемого участка, причем 2m 7 m 

и N(7, , – );

4) Участки управления 2—4 теоремы 2 могут пе-
ревести систему из начального состояния в конечное,
при этом соответствующий угол переключения с 3
на 4 управления 5 > 2.

Тогда управление 2—4 теоремы 2 для всех углов
2 m  m 7 обеспечивает максимальную скорость
центра масс системы.
Доказательство леммы 4.
Из äоказатеëüства ëеììы 3 (сì. [14]) сëеäует, ÷то

преäëоженное управëение на всех уãëах 3 m  m 7
обеспе÷ивает ìаксиìуì уãëовой скорости .
Допустиì, ÷то  > 0 при уãëе 7. Обозна÷иì

уãоë на÷аëа äвижения и соответствуþщуþ еìу уãëо-
вуþ скоростü ÷ерез 6 и , скоростü корпуса в этот
ìоìент буäет равна нуëþ по построениþ:  = 0.

2 x2

2 max 2

2 1 cos2+ 
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max
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max

 2 sin cos+ +
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Покажеì, ÷то ëþбое äруãое управëение обеспе-
÷ит ìенüøуþ скоростü öентра ìасс систеìы äëя
кажäоãо уãëа.
Доказатеëüство ëеììы состоит из сëеäуþщих

øаãов:
1. Сна÷аëа рассìатривается управëение, при

котороì старт äвижения происхоäит äо 6. Дëя
этоãо сëу÷ая äоказывается, ÷то обëастü пересе÷ения
поëожений ìаятника, при которых в заäанных оã-
рани÷ениях заäа÷и робот сìожет сäвинутüся с по-
ëожения покоя, не пересекается с обëастüþ, в ко-
торой скоростü öентра ìасс робота боëüøе, ÷еì 
при искоìоì управëении. Даëüøе на основании
этоãо äоказывается, ÷то и на всеì у÷астке скоростü
öентра ìасс окажется ìенüøе при ëþбоì äруãоì
управëении, ÷еì при искоìоì.

2. Затеì рассìатриваеì сëу÷ай, коãäа старт äви-
жения корпуса происхоäит при  > 6. Обозна-
÷иì скоростü öентра ìасс корпуса при искоìоì
управëении äëя  =  ÷ерез , а при аëüтер-
нативноì — , соответственно. Покажеì, ÷то

 > . Это сëеäует из тоãо, ÷то уãëовая ско-
ростü при искоìоì управëении по построениþ боëü-
øе, ÷еì при аëüтернативноì, при этоì скоростü кор-
пуса при искоìоì управëении боëüøе нуëя, т. е. каж-
äое сëаãаеìое, опреäеëяþщее  (  = x + cos)
при искоìоì управëении боëüøе. Даëее рассужäения
анаëоãи÷ны преäыäущеìу сëу÷аþ.

3. Остаëосü рассìотретü сëу÷ай, коãäа при ис-
коìоì управëении  = 0, тоãäа проäоëжиì äви-
жение с иìеþщихся коне÷ных усëовий при управ-
ëении  = –  впëотü äо старта äвижения кор-
пуса. Рассìотриì уãоë, сëеäуþщий за уãëоì äëя
старта äвижения, и соответствуþщуþ еìу уãëовуþ
скоростü как новые коне÷ные усëовия. Доказатеëü-
ство выøе показывает, ÷то ëþбое äруãое управëение
при ëþбоì уãëе буäет äаватü ìенüøуþ скоростü
öентра ìасс, в тоì ÷исëе и äëя уãëа 7, который
при äанноì поäхоäе окажется проìежуто÷ныì.
Детаëи äоказатеëüства ëеììы 4 выхоäят за раì-

ки äанной работы из-за боëüøоãо объеìа.
Вернеìся к äоказатеëüству теореìы 2.
Уãоë 3 — это ìаксиìаëüный уãоë, при котороì

робот ìожет проäоëжатü äвижение с преäëожен-
ныì управëениеì. Есëи проäоëжитü переìещение
с управëениеì  = , то äëя уãëов  > 3 робот
буäет вынужäен скоëüзитü в обратнуþ сторону, ÷то
невозìожно в раìках рассìатриваеìоãо кëасса
äвижений (x l 0).
При этоì при построенноì управëении робот

буäет соверøатü остановку при ìенüøеì уãëе, ÷еì
при ëþбоì äруãоì управëении. Поясниì это ут-
вержäение.
Есëи из уравнения (12) выразитü x, то поëу÷а-

ется сëеäуþщее выражение:

x = – – (cos + sin) – 2(cos – sin).(19)

Зäесü коэффиöиент при  > 0, в сиëу первоãо
усëовия теореìы 2, поëожитеëен, кроìе тоãо, из

поëожитеëüности (cos + sin) сëеäует, ÷то 2 на-
хоäится в ÷етвертой ÷етверти, и коэффиöиент при
2 также боëüøе нуëя. Такиì образоì, при боëü-
øих зна÷ениях  ускорение корпуса x уìенüøа-
ется. Соответственно, уãоë остановки корпуса при
 =  буäет ìенüøе, ÷еì при ëþбоì äруãоì уп-
равëении, ãäе-то ìенüøеì, ÷еì оãрани÷ение.
Пустü  — скоростü öентра ìасс корпуса äëя

уãëа  = 3 при управëении  = . Допустиì,
существует некоторое äруãое управëение *,
ãäе-то ìенüøее ÷еì . Пустü  — скоростü
öентра ìасс äëя  = 3 äëя этоãо управëения. Тоãäа
соãëасно теореìе 1  < . При этоì при рас-
сìатриваеìоì в теореìе 2 управëении посëе оста-
новки (посëе уãëа 3) скоростü öентра ìасс буäет
расти, а при управëении * буäет проäоëжатü па-
äатü впëотü äо остановки корпуса, которая произой-
äет позже (  > 3). Такиì образоì, и äëя ëþбоãо уã-
ëа 3 m  m  скоростü öентра ìасс  < 
(зäесü  соответствует скорости öентра ìасс при
управëении, отëи÷ноì от рассìатриваеìоãо в
теореìе 2).
При поëожении ìаятника  =  при управëе-

нии из теореìы 2 обозна÷иì уãëовуþ скоростü ,
скоростü öентра ìасс — , а при аëüтернатив-
ноì управëении —  и , соответственно.
Выøе показано, ÷то  < . Поскоëüку
скоростü корпуса при обоих управëениях äëя этоãо
уãëа равна нуëþ, то это озна÷ает, ÷то  < .
Соãëасно ëеììе 4 управëение, перевоäящее

систеìу в состояние 7 = 1 + 2,  =  из ус-
ëовий ( , ), буäет строитüся анаëоãи÷но иско-
ìоìу: сна÷аëа ìаксиìаëüный разãон ìаятника, по-
тоì ìаксиìаëüное торìожение. При этоì то÷ка
перекëþ÷ения с третüеãо у÷астка управëения на
÷етвертый из усëовий теореìы 2 буäет ëевее 5, по-
скоëüку на всеì у÷астке разãона ìаятника траек-
тория при управëении с ( , ) буäет иäти ниже
траектории, соответствуþщей на÷аëüныì усëови-
яì ( , ) (сëеäует из еäинственности реøения
заäа÷и Коøи).
На рис. 2 преäставëена зависиìостü (, ) äëя

у÷астка 2 m  m 1 + 2. Заøтрихованной обëасти
соответствует покой при искоìоì управëении. По
построениþ преäëоженное управëение äëя кажäо-
ãо уãëа 2 m  m 1 + 2 обеспе÷ивает ìаксиìаëüное
зна÷ение уãëовой скорости.
На рис. 2 öифраì соответствуþт у÷астки управ-

ëения из усëовий теореìы 2. То÷ка  — то÷ка пе-
рекëþ÷ения с третüеãо на ÷етвертое управëение при
на÷аëüных усëовиях на у÷астке покоя ( , ).
Уãоë  буäет боëüøе, ÷еì 5 — уãоë соответствуþ-
щеãо перекëþ÷ения при на÷аëüных усëовиях фазы
покоя (3, ). Отìетиì, ÷то то÷ка ( , ) буäет
принаäëежатü траектории и при искоìоì управëе-
нии (рис. 2). Это связано с теì, ÷то то÷ка ( , )
ëежит на траектории, заäаваеìой ÷етвертыì у÷аст-
коì управëения теореìы 2, и иìеет оäни и те же
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коне÷ные усëовия äëя обоих законов управëений —
(7, ).
При этоì есëи  m 6 (зäесü 6 обозна÷ен уãоë,

при котороì при искоìоì управëении робот на÷-
нет äвижение впереä), то это озна÷ает, ÷то при уãëе

 при обоих управëениях робот покоится, и ско-
ростü öентра ìасс оäинакова. Остаëüное äвижение
робота при обоих управëениях оäно и то же. Такиì
образоì, быëо показано, ÷то при аëüтернативноì
управëении на всеì у÷астке 2 m  m 7 = 1 + 2
робот буäет иìетü скоростü öентра ìасс, не превы-
øаþщуþ скоростü при искоìоì управëении.
То же верно и при  m 6. В этоì сëу÷ае робот

при искоìоì управëении в то÷ке  буäет иìетü
скоростü öентра ìасс боëüøуþ, ÷еì при аëüтерна-
тивноì законе управëения, поскоëüку уãëовые
скорости равны, но при искоìоì управëении ско-
ростü корпуса робота буäет поëожитеëüна. Сëеäо-
ватеëüно, и на всеì у÷астке  m  m 7 знак нера-
венства ìежäу скоростяìи öентра ìасс сохранится.
Такиì образоì, быëо показано, ÷то при заäан-

ных (2, , ) искоìое управëение перевоäит
систеìу в состояние 7,  c ìаксиìаëüной скоро-
стüþ öентра ìасс при кажäоì проìежуто÷ноì зна-
÷ении уãëа. Отìетиì, ÷то поëу÷аеìая при искоìоì
управëении скоростü корпуса  совпаäает со ско-
ростüþ  по усëовияì теореìы.
Теореìа 2 äоказана.
Замечание 2. При заданных значениях угла, угло-

вой скорости и скорости корпуса (2, , ) ско-
рость  максимальна для угла 1 + 2 при угловой
скорости .
Замечание 3. При заданных значениях угла, угло-

вой скорости и скорости корпуса (2, , ) угловая
скорость маятника  максимальна для угла 1 + 2
в заданных ограничениях задачи.
При боëüøих уãëовых скоростях äëя äанноãо

поëожения ìаятника робот буäет вынужäен в ка-
кой-то ìоìент осуществитü поäскок äëя соверøе-
ния оборота ìаятника.

Теорема 3. Если для рассматриваемого робота:
1) при положении  = 2 его угловая скорость  = 

и скорость корпуса x= , такие что N(2, , ) =

=0, (cos2 + sin2) > 0 и = |cosec2|;

2)  определяется управлением (14);
3) при управлении  =  для участка движе-

ния после угла 2 остановка корпуса происходит до
вертикального положения маятника  = 2;

4)  > ,
то для каждого положения угла 2 m  m 1 + 2
максимальную скорость центра масс корпуса  бу-
дет обеспечивать следующее управление:

1)  = , 2 m  m 3;

2)  = , 3 m  m 4;

3)  = , 4 m  m 5;

4)  = – , 5 m  m 1 + 2;

5)  = , 1 + 2 m  m 2 + 2.

Доказательство теоремы 3.
При äоказатеëüстве теореìы 2 быëо показано,

÷то у÷астки управëения 1—4 рассìатриваеìой тео-
реìы обеспе÷иваþт ìаксиìаëüнуþ скоростü öентра
ìасс систеìы äëя уãëов 2 m  m 1 + 2 при извест-
ных на÷аëüных усëовиях (2, , ) и коне÷ных
усëовиях по уãëу и уãëовой скорости (1 + 2, )
(знание  не обязатеëüно соãëасно ëеììе 4). При
этоì быëо показано, ÷то уãëовая скоростü  ìак-
сиìаëüна äëя поëожения ìаятника  = 1 + 2 (за-
ìе÷ание 3).
Допустиì, при 1 + 2 уãëовая скоростü  =

=  < . Соãëасно теореìе 2 у÷астки управëения
1—4 также обеспе÷иваþт оптиìаëüное с то÷ки зре-
ния скорости öентра ìасс корпуса переìещение
робота äëя кажäоãо уãëа .
Дëя опреäеëения то÷ки перекëþ÷ения с третüе-

ãо на ÷етвертый у÷асток управëения теореìы 3 не-
зависиìо интеãрируется первое, затеì второе и
третüе уравнение äвижения в пряìоì вреìени с за-
äанных на÷аëüных усëовий (они фиксированы, по-
этоìу это äвижение оäнозна÷но заäано), и интеã-
рируется уравнение äвижения на ÷етвертоì у÷аст-
ке управëения в обратноì вреìени от коне÷ных
усëовий. Есëи на фазе äвижения зна÷ение  при
1 + 2 ìенüøе поëу÷аеìоãо при преäëоженноì
управëении, то оно буäет ìенüøе на всеì у÷астке
впëотü äо то÷ки пересе÷ения с траекторией третüе-
ãо управëения (рис. 3). Обозна÷иì уãоë, соответст-
вуþщий то÷ке пересе÷ения траекторий, . Соот-
ветственно, äëя всех 2 m  m , скоростü öентра
ìасс буäет оäинакова äëя обоих сëу÷аев коне÷ной
уãëовой скорости, а äëя всех уãëов  <  < 1 + 2
при  <  буäет ìенüøе. Иныìи сëоваìи, ìак-
сиìаëüная скоростü  позвоëяет äости÷ü наи-

7

Рис. 2. Зависимость угловой скорости от угла при альтернатив-
ном и искомом управлении
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боëüøей скорости öентра ìасс äëя кажäоãо уãëа
2 m  m 1 + 2.
Управëение, обеспе÷иваþщее N = 0 при извест-

ных на÷аëüных усëовиях, обеспе÷ивает ìаксиìуì
, поскоëüку в рассìатриваеìых оãрани÷ениях

такое управëение обеспе÷ивает ìаксиìаëüное ãо-
ризонтаëüное ускорение öентра ìасс систеìы

= 0. Поскоëüку 1 и  соответствуþт зна÷е-
нияì из управëения (14), а 2 и , поëу÷аþтся та-
киìи же, как в управëении (14), то äействитеëüно,
пятое управëение теореìы 3 ìожет бытü реаëизо-
вано на этоì у÷астке, при этоì обеспе÷ивая ìак-
сиìуì скорости öентра ìасс .
Теореìа 3 äоказана.
Дëя расøирения кëасса äвижений, в котороì

поëу÷енное управëение явëяется оптиìаëüныì с
то÷ки зрения среäней скорости робота буäеì
варüироватü на÷аëüные усëовия, а иìенно на÷аëü-
нуþ уãëовуþ скоростü ìаятника, и покажеì, ÷то ее
выбор при заäанных 2 и  оптиìаëен.
Лемма 5. Если при положении маятника  = 2

скорость корпуса равна , а угловая скорость   ,
то либо скорость центра масс  будет оказывать-
ся меньше для каждого положения маятника, чем
при рассматриваемом режиме, либо движение в рас-
сматриваемом классе не осуществимо.
Доказательство леммы 5.
Сëу÷ай  >  анаëоãи÷ен рассìотренноìу в

заìе÷ании 3, т. е. при  >  робот äëя тоãо, ÷тобы
попастü в этот уãоë с этой уãëовой скоростüþ, бу-
äет вынужäен соверøитü поäскок, ÷то выхоäит за
раìки рассìатриваеìоãо кëасса äвижений.
С поìощüþ рассужäений, анаëоãи÷ных приве-

äенныì äëя обоснования выбора  äëя уãëа 1 + 2
в теореìе 3, ìожно показатü, ÷то äëя ëþбой уãëо-
вой скорости  <  скоростü öентра ìасс буäет
ìенüøе äëя уãëов 2 m  m 1 + 2. При этоì, ÷тобы
перевести систеìу в состояние (2 + 2, ) в сëу-
÷ае, есëи уãëовая скоростü при 1 + 2 ìенüøе ,
необхоäиìо на какоì-то проìежутке ìежäу уãëаìи

1 + 2 и 2 + 2 иìетü N > 0. Иныìи сëоваìи, на
всеì проìежутке 1 + 2 m  m 2 + 2 скоростü
öентра ìасс буäет ìенüøе иëи равна скорости,
обеспе÷иваеìой при искоìоì управëении. Такиì
образоì показано, ÷то на всеì периоäе при  < 
скоростü öентра ìасс буäет ìенüøе.
Леììа 5 äоказана.

Заключение

В работе рассìотрено управëение вибраöион-
ныì роботоì с сиììетри÷ныì оãрани÷ениеì на
уãëовое ускорение (14). Показано, ÷то в рассìат-
риваеìоì кëассе äвижений при äвижении корпуса
äëя всех поëожений ìаятника 0 m  m  необхоäиìо
ìаксиìаëüно торìозитü вращение ìаятника, а на
второй поëовине периоäа — разãонятü.
Также показано, ÷то при фиксированных зна-

÷ениях 2, , , соответствуþщих зна÷енияì в
управëении (14), и при выпоëнении усëовий тео-
реìы 3 управëение (14) обеспе÷ивает наибоëüøуþ
скоростü öентра ìасс при кажäоì поëожении ìа-
ятника, сëеäоватеëüно, и наибоëüøуþ среäнþþ
скоростü öентра ìасс систеìы на периоäе.
В статüе также показано, ÷то вариаöия зна÷ения
 при фиксированноì зна÷ении  не äает уëу÷-

øения скорости öентра ìасс корпуса. Такиì обра-
зоì, построенный режиì обеспе÷ивает ìаксиìуì
среäней скорости öентра ìасс систеìы, есëи при
 = 2 скоростü корпуса равна . Знание уãëовой
скорости äëя этоãо поëожения изëиøне, ее опти-
ìаëüное зна÷ение оказывается равныì преäëаãае-
ìоìу в построенноì законе управëения.
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There is considered a vibratory robot, presented by a rigid box and a physical pendulum inside it. The robot moves along
a horizontal plane in the gravity field. There is a Coulomb friction between the box and the surface. Control of the robot is
defined by the choice of angular acceleration of the pendulum. In the paper there is considered a certain class of motion and
a control low that insures sliding of the robot in the desired direction within all given restrictions. The control insures periodic
motion of the robot with two phases: sliding phase, where the main body of the robot is moving in the desired direction, and
resting phase, where the box of the robot is standing still. On the sliding phase on the maximum interval within the given re-
strictions there is no friction between the body and the plane. In the paper there is proved that such control law is optimal in
terms of maximum velocity for a certain motion class. First, there is shown that for the case when the box is sliding, when the
pendulum is in one half of the period it is best to insure its maximum acceleration, and in the second part the angular ac-
celeration should be at its minimum value. Then there is shown that for the motion within all given restrictions when there are
set certain starting conditions and ending conditions on phase variables then the considered control law insures maximum average
velocity of the robot. After that there is shown that there should be set conditions on phase variables for only one position of
pendulum on the period. Lastly there is proved that for a certain angle there is needed to define only the speed of the box,
optimum value of angular velocity of the pendulum appears to be as desired.
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