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Автоматизация pазpаботки тpехмеpных моделей экзоскелетов
со звеньями пеpеменной длины1

Введение

Пpи иссëеäовании сëожных ìехани÷еских систеì
с боëüøиì ÷исëоì степеней свобоäы составëение
äиффеpенöиаëüных уpавнений äвижения пpеäстав-
ëяет зна÷итеëüные тpуäности. Дëя стеpжневых сис-
теì с øаpниpаìи, к котоpыì относятся экзоскеëеты
и антpопоìоpфные pоботы, состоящих из äëинных

кинеìати÷еских öепей, пpиìенение уpавнений
Лаãpанжа втоpоãо pоäа пpивоäит к пpакти÷ески
экспоненöиаëüноìу pосту объеìа вы÷исëений, не-
обхоäиìых äëя записи äиффеpенöиаëüных уpавне-
ний äвижения, в зависиìости от ÷исëа звенüев [1].
Дëя pеøения поäобных заäа÷ необхоäиìо созäаватü
ìетоäы и аëãоpитìы коìпüþтеpно-оpиентиpован-
ноãо автоìати÷ескоãо синтеза уpавнений äвиже-
ния ìехани÷еских систеì [2]. Аëãоpитìизаöии со-
ставëения ìатеìати÷еских ìоäеëей с поìощüþ
коìпüþтеpа посвящено ìноãо pабот [1—4 и äp.].

Pассматpиваются тpехмеpные модели экзоскелетов со звеньями пеpеменной длины. На основании анализа уpавнений для
стеpжневых механических систем с pазличным числом звеньев стpоится обобщение уpавнений движения экзоскелетов в век-
тоpно-матpичном виде. Выводятся фоpмулы для элементов каждой матpицы, входящей в уpавнения. В pезультате стано-
вится возможным автоматизиpованно записывать уpавнения движения для стеpжневых n-звенных систем типа тpехмеpной
модели экзоскелета, минуя этап их составления, в чем и заключается новизна исследования.
Ключевые слова: уpавнения движения, изменение длины звена, матpица, механическая стеpжневая система, экзоскелет,

антpопомоpфный pобот, пpотез, опоpно-двигательный аппаpат человека, тpехмеpное пpостpанство

 1 Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке PФФИ
(ãpант № 13-01-97512 p_öентp_а).
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В äанной pаботе pассìатpивается спеöиаëüный
кëасс экзоскеëетов, антpопоìоpфных и ìанипуëя-
öионных pоботов со звенüяìи пеpеìенной äëины.
Все они ìоãут бытü описаны в pаìках оäной ìоäе-
ëи с незна÷итеëüныìи изìененияìи. Пpеäëаãается
новый эффективный автоìатизиpованный ìетоä
ìоäеëиpования и коìпüþтеpной записи äиффе-
pенöиаëüных уpавнений äвижения на основании
обобщения ìатpиö коэффиöиентов и pекуppент-
ных аëãоpитìов äëя пpостpанственной ìоäеëи
стеpжневой ìехани÷еской систеìы антpопоìоpф-
ноãо типа.
В pаботе [5] быëа пpеäëожена ìоäеëü автоìати-

заöии составëения äиффеpенöиаëüных уpавнений
äвижения экзоскеëета. Оäнако pассìотpенная ìо-
äеëü быëа äвуìеpной, и äвижение описываëосü на
пëоскости. В нау÷ной ëитеpатуpе также иìеþтся
обøиpные иссëеäования äвуìеpных ìоäеëей антpо-
поìоpфных pоботов и экзоскеëетов [6—10 и äp.].
Они иìеþт важное теоpети÷еское зна÷ение, но не
ìоãут бытü пpиìенены непосpеäственно на пpак-
тике. Необхоäиìы тpехìеpные ìоäеëи, котоpые
ìожно пpакти÷ески pеаëизоватü.
Данная статüя явëяется пpоäоëжениеì выøе-

указанной pаботы [5], но äëя сëу÷ая тpехìеpной
ìоäеëи. Пpостой пеpеносиìости pезуëüтатов äву-
ìеpной ìоäеëи не поëу÷ается, поэтоìу pабота
пpеäставëяет саìостоятеëüное напpавëение в ис-
сëеäовании стеpжневых систеì.
Стеpжневыìи систеìаìи ìожно ìоäеëиpоватü

антpопоìоpфные pоботы, экзоскеëеты, эëеìенты
пpотезов, пpоизвоäственные ìанипуëятоpы. В на-
стоящее вpеìя боëüøинство пpеäëаãаеìых ìоäе-
ëей иìеþт абсоëþтно твеpäые звенüя, котоpые не
соответствуþт pеаëüности, особенно опоpно-äви-
ãатеëüноìу аппаpату ÷еëовека. Поэтоìу необхоäи-
ìы ìоäеëи, у÷итываþщие изìенения äëин звенüев
ìехани÷еской систеìы.

1. Описание математической модели

Двухìеpные ìоäеëи с äефоpìиpуеìыìи звенüяìи
быëи иссëеäованы pанее в pаботе [5]. Опиpаясü на
поëу÷енные pанее pезуëüтаты и отpаботанные ìе-

тоäы, составиì уpавнения äвижения äëя тpехìеp-
ной ìоäеëи.

Pассìотpиì äвухзвеннуþ ìехани÷ескуþ систе-
ìу в пpостpанстве (сì. pисунок).
Поëожения öентpов ìасс звенüев опpеäеëяþтся

äëя кажäоãо звена äвуìя уãëаìи — ϕi (i = 1, 2), от-
с÷итываеìыìи от оси Ox пpотив ÷асовой стpеëки
äо пpоекöии звена li (i = 1, 2) на пëоскостü xOy;
ψi (i = 1, 2), отс÷итываеìыìи от пpоекöии звена li
(i = 1, 2) на пëоскостü xOy пpотив ÷асовой стpеë-
ки, — и изìенениеì äëины звена li (i = 1, 2). Эти
паpаìетpы с÷итаеì функöияìи вpеìени: ϕi = ϕi(t),
ψi = ψi(t), li = li(t), (i = 1, 2). Сëеäоватеëüно, ìоäеëü
иìеет øестü паpаìетpов, оäнозна÷но опpеäеëяþ-
щих ее поëожение.
Кооpäинаты öентpа ìасс пеpвоãо звена записы-

ваþтся сëеäуþщиì обpазоì:

xC1 = l1n1cosψ1cosϕ1, yC1 = l1n1cosψ1sinϕ1,
zC1 = l1n1sinψ1. (1)

Кооpäинаты öентpа ìасс втоpоãо звена иìеþт виä:

xC2 = l1cosψ1cosϕ1 + l2n2cosψ2cosϕ2,
yC2 = l1cosψ1sinϕ1 + l2n2cosψ2sinϕ2,

zC2 = l1sinψ1 + l2n2sinψ2. (2)

Составëяя уpавнения анаëоãи÷но äвухìеpноìу
сëу÷аþ [5] с испоëüзованиеì фоpìаëизìа Лаãpанжа,
поëу÷аеì сëеäуþщие уpавнения äвижения:

(I1x + (m2 + m1 )cos2ψ1)  +

+ l1l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  +

+ l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)соsψ1sinψ2  –

– l1m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  +

+ l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)соsψ1cosψ2  +

+ l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  +

+ 2l1(m2 + m1 )cos2ψ1  +

+ 2l1m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  –

– 2 (m2 + m1 )cosψ1sinψ1  –

– 2l1l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)соsψ1sinψ2  +

+ 2l1m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ1sinψ2  = M1ϕ – M2ϕ;(3)

–l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)sinψ1cosψ2  +

+ (I1y + (m2 + m1 ))  +

+ l1l2m2n2(cosψ1cosψ2 + cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1sinψ2)  –

– l1m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1cosψ2 – cosψ1sinψ2)  +

+ (m2 + m1 )cosψ1sinψ1  +

+ l1l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1cosψ2  +

+ l1l2m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1cosψ2 – cosψ1sinψ2)  –

– 2l1m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)sinψ1cosψ2i2  +
Модель тpехмеpной механической системы типа экзоскелета с
двумя подвижными звеньями пеpеменной длины
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+ 2l1l2m2sin(ϕ1 – ϕ2)sinψ1sinψ2  + 

+ 2l1(m2 + m1 ))  +

+2l1m2n2(cosψ1cosψ2 + cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1sinψ2)  +
+ gl1(m2 + m1n1)cosψ1 = M1ψ – M2ψ; (4)

l1l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  +

+ (I2x + m2 cos2ψ2)  –

– l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)sinψ1cosψ2  +

+ l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  –

– l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)сosψ1cosψ2  –

– l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  +

+ 2l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ2cosψ1  +

+ 2l2m2 cos2ψ2  – 2l1l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ cosψ2sinψ1  – 2 m2 cosψ2sinψ2  –

– 2l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ2sinψ1  = M2ϕ; (5)

l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)sinψ2cosψ1  +

+ l1l2m2n2(cosψ1cosψ2 + cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1sinψ2)  +

+ (I2y + m2 )  + l2m2n2(sinψ1cosψ2 –

– cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1sinψ2)  + l1l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ sinψ2cosψ1  + m2 sinψ2cosψ2  +

+ l1l2m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1sinψ2 – cosψ2sinψ1)  +

+ 2l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)sinψ2cosψ1  –

– 2l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)sinψ2sinψ1  +

+ 2l2m2n2(cosψ1cosψ2 + cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1sinψ2)  +

+ 2l2m2  + gl2m2n2cosψ2 = M2ψ; (6)

l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  +

+ l2m2n2(sinψ1cosψ2 – cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1sinψ2)  +

+ (m2 + m1 )  + m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2 +

+ sinψ1sinψ2)  – l1(m2 + m1 )cos2ψ1  –

– l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  –

– l1(m2 + m1 )  – l2m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ cosψ1cosψ2 + sinψ1sinψ2)  + 2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ cosψ1cosψ2  – 2l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ соsψ1sinψ2  + 2m2n2(sinψ1cosψ2 – cos(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ cosψ1sinψ2)  + g(m2 + m1n1)sinψ1 = –k1Δl1; (7)

–l1m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  –

– l1m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ2sinψ1 – cosψ1sinψ2)  +

+ m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2 + sinψ1sinψ2)  +

+ m2  – l1m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  –

– l2m2 cos2ψ2  – l1m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2 +

+ sinψ1sinψ2)  – l2m2  – 2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ cosψ2cosψ1  + 2l1m2n2sin(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ cosψ2sinψ1  – 2m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1cosψ2 –

– cosψ1sinψ2)  + gm2n2sinψ2 = –k2Δl2. (8)

В pезуëüтате записаны уpавнения äвижения äëя
äвухзвенной стеpжневой ìехани÷еской систеìы в
тpехìеpноì пpостpанстве.
В pезуëüтате анаëиза виäно, ÷то уpавнения äви-

жения в тpехìеpноì пpостpанстве стеpжневой ìе-
хани÷еской систеìы с äефоpìиpуеìыìи звенüяìи
пpеäставëяþт собой систеìу неëинейных äиффе-
pенöиаëüных уpавнений вектоpа уãëовых пеpеìен-
ных, котоpые ìожно записатü в ìатpи÷ной фоpìе.
Инäексы у ìатpиö указываþт на описание соответ-
ствуþщей обобщенной кооpäинаты. Уpавнения,
описываþщие изìенение уãëа ϕ в ìатpи÷ной фоpìе,
иìеþт виä: 

Aϕ(ϕ, ψ, l)  + Bϕ(ϕ, ψ, l)  + Сϕ(ϕ, ψ, l)  +

+ Dϕ(ϕ, ψ, l)  + Eϕ(ϕ, ψ, l)  + 2Fϕ(ϕ, ψ, l)( ) +

+ 2Gϕ(ϕ, ψ, l)( ) + 2Hϕ(ϕ, ψ, l)( ) =
= Mϕ(ϕ, ψ, l). (9)

Уpавнения, описываþщие изìенение уãëа ψ:

Aψ(ϕ, ψ, l)  + Bψ(ϕ, ψ, l)  + Cψ(ϕ, ψ, l)  +

+ Dψ(ϕ, ψ, l)  + Eψ(ϕ, ψ, l)  +

+ 2Fψ(ϕ, ψ, l)( ) + 2Gψ(ϕ, ψ, l)( ) +

+ 2Hψ(ϕ, ψ, l)( ) + gKψ(ψ)l = Mψ(ϕ, ψ, l). (10)

Уpавнение, описываþщие изìенение äëины
звена l = l(t):

Al(ϕ, ψ, l)  + Bl(ϕ, ψ, l)  + Cl(ϕ, ψ, l)  +

+ Dl(ϕ, ψ, l)  + El(ϕ, ψ, l)  + 2Fl(ϕ, ψ, l)( ) +

+ 2Gl(ϕ, ψ, l)( ) + 2Hl(ϕ, ψ, l)( ) +
+ gKl(ψ) + Sl(E, l ) = 0, (11)

ãäе ϕ = (ϕ1, ..., ϕn)
т, ψ = (ψ1, ..., ψn)

т — уãëовые обоб-

щенные кооpäинаты öентpа ìасс; l = (l1, ..., ln)
т —

обобщенные кооpäинаты, связанные с изìенения-
ìи äëин звенüев; A(ϕ, ψ, l), B(ϕ, ψ, l), D(ϕ, ψ, l),
E(ϕ, ψ, l), G(ϕ, ψ, l) — ìатpиöы, у÷итываþщие инеp-
öионные свойства; C(ϕ, ψ, l), F(ϕ, ψ, l), H(ϕ, ψ, l) —
ìатpиöы, у÷итываþщие пеpеìенностü äëины
звенüев; K(ψ) — ìатpиöы, опpеäеëяеìые ìоìентаìи
сиëы тяжести; M(ϕ, ψ, l) — ìатpиöа-стоëбеö обоб-
щенных сиë, т. е. упpавëяþщих ìоìентов; S(k, l) —
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ìатpиöа-стоëбеö, у÷итываþщая упpуãие свойства
ìатеpиаëа звенüев; ,  — ìатpиöы обобщенных

ускоpений; ,  — ìатpиöы кваäpатов обобщен-

ных скоpостей; ( ) = ( , ..., )т, ( ) =

= ( , ..., )т, ( ) = ( , ..., )т —

ìатpиöы, составëенные из пpоизвеäений , , .

2. Обобщения матpиц

Выпиøеì ìатpиöы äëя äвухзвенной ìехани÷е-
ской систеìы, уpавнения котоpой поëу÷ены выøе.
Пpивеäеì в ка÷естве иëëþстpаöии äëя пониìания
иäеи ìетоäа тоëüко пеpвые тpи ìатpиöы (остаëü-
ные ìатpиöы стpоятся анаëоãи÷но из уpавнений
(3)—(8)):

Aϕ(ϕ, ψ, l) =

= ;

Bϕ(ϕ, ψ, l) =

= ;

Cϕ(ϕ, ψ, l) =

= ;

... .

Наìи пpовоäиëся анаëиз поäобных стеpжневых
ìехани÷еских систеì и с боëüøиì ÷исëоì звенüев.
На основе установëенных законоìеpностей уäа-
ëосü поëу÷итü обобщения по инäукöии äëя ìатpиö
пpоизвоëüной n-звенной тpехìеpной ìехани÷еской
систеìы с äефоpìиpуеìыìи звенüяìи.

Pассìотpиì уpавнение (9). Заìетиì, ÷то ìатpиöа
Aϕ(ϕ, ψ, l) явëяется сиììетpи÷еской [11], поэтоìу
äостато÷но пpивести тоëüко äиаãонаëüные эëеìен-
ты и наääиаãонаëüные, т. е., есëи i — ноìеp стpоки,
j — ноìеp стоëбöа, то i, j = , пpи этоì j l i, ос-
таëüные поääиаãонаëüные эëеìенты поëу÷аþтся
pавныìи соответствуþщиì сиììетpи÷ныì отно-
ситеëüно ãëавной äиаãонаëи наääиаãонаëüныì
эëеìентаì. 
Дëя ìатpиöы Aϕ(ϕ, ψ, l):

 = δijIix + lilj mjnj ni + mk  Ѕ

Ѕ cos(ϕi – ϕj)cosψicosψj, (12)

зäесü и äаëее: δij — сиìвоë Кpонекеpа:

δij = , ni = .

Матpиöы Fϕ(ϕ, ψ, l) и Gϕ(ϕ, ψ, l) не явëяþтся
сиììетpи÷ескиìи, поэтоìу необхоäиìо пpивести
все эëеìенты, т. е. есëи i — ноìеp стpоки, j — но-
ìеp стоëбöа, то i, j = . 
Дëя ìатpиöы Fϕ(ϕ, ψ, l):

 = li mjnj ni + mk cos(ϕi – ϕj)cosψicosψj.(13)

Дëя ìатpиöы Gϕ(ϕ, ψ, l):

 = lilj mjnj ni + mk cos(ϕi – ϕj)cosψisinψj.(14)

Матpиöы Dϕ(ϕ, ψ, l), и Eϕ(ϕ, ψ, l) явëяþтся косо-
сиììетри÷ескиìи. Соответственно, эëеìенты,
стоящие на ãëавной äиаãонаëи, pавны нуëþ, поä-
äиаãонаëüные эëеìенты pавны соответствуþщиì
наääиаãонаëüныì эëеìентаì, взятыì с пpотивопо-
ëожныìи знакаìи. Такиì обpазоì, äостато÷но за-
äатü тоëüко наääиаãонаëüные эëеìенты. Есëи i —
ноìеp стpоки, j — ноìеp стоëбöа, то i, j = , пpи
этоì j > i. 
Дëя ìатpиö Dϕ(ϕ, ψ, l) = Eϕ(ϕ, ψ, l):

 = lilj mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)cosψicosψj. (15)

Матpиöы Bϕ(ϕ, ψ, l), Cϕ(ϕ, ψ, l) и Hϕ(ϕ, ψ, l) не
явëяþтся кососиììетри÷ескиìи. Поэтоìу необхо-
äиìо пpивести все эëеìенты, т. е. есëи i — ноìеp
стpоки, j — ноìеp стоëбöа, то i, j = .
Дëя ìатpиöы Bϕ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и äиа-

ãонаëüные эëеìенты:

 = lilj mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)cosψi sinψj,

i, j = , j l i, (16)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = lilj mini + mk sin(ϕi – ϕj)cosψisinψj,

i, j = , j < i. (17)

Дëя ìатpиöы Cϕ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и äиа-
ãонаëüные эëеìенты:

 = –li mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)cosψicosψj,

i, j = , j l i, (18)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = –li mini + mk sin(ϕi – ϕj)cosψicosψj,

i, j = , j < i. (19)
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Дëя ìатpиöы Hϕ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и
äиаãонаëüные эëеìенты:

 = li mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)cosψi sinψj,

i, j = , j l i, (20)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = li mini + mk sin(ϕi – ϕj)cosψi sinψj,

i, j = , j < i. (21)

Матpиöа-стоëбеö обобщенных сиë Mϕ(ϕ, ψ, l)
иìеет виä

 = Miϕ – М(i + 1)ϕ, (22)

ãäе i = . 

Pассìотpиì уpавнение (10). Заìетиì, ÷то ìат-
pиöа Bψ(ϕ, ψ, l) явëяется сиììетpи÷еской, поэтоìу
äостато÷но пpивести тоëüко äиаãонаëüные и наä-
äиаãонаëüные эëеìенты. 
Дëя ìатpиöы Bψ(ϕ, ψ, l): 

 = δijIiy + lilj mjnj ni + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)sinψi sinψj + cosψicosψj),

i, j = , j l i. (23)

Матpиöы Dψ(ϕ, ψ, l) и Hψ(ϕ, ψ, l) не явëяþтся
сиììетpи÷ескиìи, поэтоìу необхоäиìо пpивести
все эëеìенты.
Дëя ìатpиöы Dψ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и

äиаãонаëüные эëеìенты иìеþт виä

 = lilj mjnj ni + mk cos(ϕi – ϕj)sinψicosψj,

i, j = , j l i, (24)

поääиаãонаëüные эëеìенты

 = lilj mini ni + mk cos(ϕi – ϕj)sinψicosψj,

i, j = , j < i. (25)

Дëя ìатpиöы Hψ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и äиа-
ãонаëüные эëеìенты:

 = li mjnj ni + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)sinψi sinψj + cosψicosψj),

i, j = , j l i, (26)

поääиаãонаëüные эëеìенты

 = li mini ni + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)sinψi sinψj + cosψicosψj),

i, j = , j < i. (27)

Матpиöа Gψ(ϕ, ψ, l) явëяется кососиììетри÷е-
ской. Такиì обpазоì, äостато÷но заäатü тоëüко
наääиаãонаëüные эëеìенты. 
Дëя ìатpиöы Gψ(ϕ, ψ, l):

 = lilj mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)sinψi sinψj,

i, j = , j > i. (28)

Матpиöы Aψ(ϕ, ψ, l), Cψ(ϕ, ψ, l), Eψ(ϕ, ψ, l), и
Fψ(ϕ, ψ, l) не явëяþтся кососиììетри÷ескиìи.
Поэтоìу необхоäиìо пpивести все эëеìенты.
Дëя ìатpиöы Aψ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и

äиаãонаëüные эëеìенты иìеþт виä

 = –lilj mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)sinψicosψj,

i, j = , j l i, (29)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = –lilj mini + mk sin(ϕi – ϕj)sinψicosψj,

i, j = , j < i. (30)

Дëя ìатpиöы Cψ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и äиа-
ãонаëüные эëеìенты иìеþт виä

 = –li mjnj + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)sinψicosψj – cosψi sinψj),

i, j = , j l i, (31)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = –li mini + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)sinψicosψj – cosψi sinψj),

i, j = , j < i. (32)

Дëя ìатpиöы Eψ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и
äиаãонаëüные эëеìенты иìеþт виä

 = lilj(mjnj + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)sinψicosψj – cosψi sinψj),

i, j = , j l i, (33)
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поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = lilj mini + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)sinψicosψj – cosψi sinψj),

i, j = , j < i. (34)

Дëя ìатpиöы Fψ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и
äиаãонаëüные эëеìенты иìеþт виä

 = –li mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)sinψicosψj,

i, j = , j l i, (35)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = –li mini + mk sin(ϕi – ϕj)sinψicosψj,

i, j = , j < i. (36)

Матpиöа Kψ(ψ) явëяется äиаãонаëüной, т. е.
äостато÷но pассìотpетü эëеìенты, у котоpых ин-
äексы pавны j = i, пpи i, j = , остаëüные эëе-
ìенты нуëевые. Достато÷но испоëüзоватü тоëüко
оäин ëþбой инäекс. 
Дëя ìатpиöы Kψ(ψ):

 = mjnj + mk cosψj. (37)

Матpиöа-стоëбеö обобщенных сиë Mψ(ϕ, ψ, l)
иìеет виä

 = Miψ – M(i + 1)ψ, (38)

ãäе i = .
Pассìотpиì уpавнение (11). Заìетиì, ÷то ìат-

pиöа Cl(ϕ, ψ, l) явëяется сиììетpи÷еской.
Дëя ìатpиöы Cl(ϕ, ψ, l):

 = mjnj ni + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)cosψicosψj + sinψi sinψj),

i, j = , j > i. (39)

Матpиöы Dl(ϕ, ψ, l) и El (ϕ, ψ, l) не явëяþтся
сиììетpи÷ескиìи, поэтоìу необхоäиìо пpивести
все эëеìенты.
Дëя ìатpиöы Dl(ϕ, ψ, l) = –(Fϕ(ϕ, ψ, l))т:

 = –lj mjnj ni + mk cos(ϕi – ϕj)cosψicosψj,

i, j = . (40)

Дëя ìатpиöы El(ϕ, ψ, l):

 = –lj mjnj ni + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)cosψicosψj + sinψisinψj), i, j = . (41)

Матpиöа Fl(ϕ, ψ, l) явëяется кососиììетри÷еской.
Дëя ìатpиöы Fl(ϕ, ψ, l):

 = mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)cosψi sinψj,

i, j = , j > i. (42)

Матpиöы Al(ϕ, ψ, l), Bl(ϕ, ψ, l), Gl(ϕ, ψ, l) и
Hl(ϕ, ψ, l) не явëяþтся кососиììетри÷ескиìи. 
Дëя ìатpиöы Al(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и äиа-

ãонаëüные эëеìенты:

 = lj mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)cosψicosψj,

i, j = , j l i, (43)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = lj mini + mk sin(ϕi – ϕj)cosψicosψj,

i, j = , j < i. (44)

Дëя ìатpиöы Bl(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и äиа-
ãонаëüные эëеìенты:

 = –lj mjnj + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)cosψi sinψj – sinψicosψj),

i, j = , j l i, (45)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = –lj mini + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)cosψi sinψj – sinψicosψj),

j = , j < i. (46)

Дëя ìатpиöы Gl(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и äиа-
ãонаëüные эëеìенты:

 = –lj mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)cosψi sinψj,

i, j = , j l i, (47)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = –lj mini + mk sin(ϕi – ϕj)cosψi sinψj,

i, j = , j < i. (48)
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Дëя ìатpиöы Hl(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и
äиаãонаëüные эëеìенты:

 = – mjnj + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)cosψi sinψj – sinψicosψj),

i, j = , j l i, (49)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = – mini + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)cosψi sinψj – sinψicosψj),

i, j = , j < i. (50)

Матриöа Kl явëяется äиаãонаëüной.
Дëя ìатpиöы Kl(ψ):

 = mjnj + mk sinψj, i, j = , i = j. (51)

Матpиöа-стоëбеö, соäеpжащая инфоpìаöиþ об
упpуãих свойствах ìатеpиаëа Sl(k, l ), иìеет виä:

 = –kiΔli, (52)

ãäе i = .
Замечание 1: во всех сëу÷аях, коãäа зна÷ение ин-

äекса пpевыøает n, необхоäиìо зна÷ение соответ-
ствуþщей веëи÷ины поëожитü pавныì нуëþ.
Замечание 2: в äанных фоpìуëах не испоëüзует-

ся суììиpование по повтоpяþщиìся инäексаì.
Замечание 3: ìатpиöы äëя стеpжневой систеìы

с pазветвëениеì типа антpопоìоpфноãо pобота
иëи экзоскеëета поä÷иняþтся обобщенияì, поëу-
÷енныì äëя неpазветвëенных систеì типа pассìот-
pенной тpехзвенной ìоäеëи, но пpи этоì необхо-
äиìо у÷итыватü изìенение знака на пpотивопо-
ëожный посëе пеpехоäа ÷еpез то÷ку ветвëения.
Даëее поëу÷енные обобщения ëеãко pеаëизуþтся

в сpеäе пpакти÷ески ëþбой систеìы коìпüþтеp-
ной ìатеìатики (СКМ). Автоp pеаëизаöиþ пpово-
äиë в СКМ "Mathematica". Пpеäëоженный ìетоä
позвоëяет сpазу записыватü äиффеpенöиаëüные
уpавнения äвижения, ìинуя этап составëения с
поìощüþ фоpìаëизìа Лаãpанжа.
Пpеиìущества пpеäëоженноãо ìетоäа в сpавне-

нии с äвуìя pанее известныìи и хоpоøо апpоби-
pованныìи виäны из табëиöы.
Из табëиöы сëеäует, ÷то пpеäëоженный pекуp-

pентный ìетоä явëяется наибоëее эффективныì и
pаöионаëüныì äëя составëения äиффеpенöиаëü-
ных уpавнений äвижения стеpжневых ìехани÷е-
ских систеì со звенüяìи пеpеìенной äëины.
Такиì обpазоì, откpывается возìожностü авто-

ìатизиpованноãо пpоектиpования äвуìеpных [5] и

тpехìеpных ìоäеëей экзоскеëетов и антpопоìоpф-
ных pоботов с боëüøиì ÷исëоì звенüев, ÷то позво-
ëяет совеpøенствоватü их и пpибëижатü их äвиже-
ния к äвиженияì ÷еëовека.

Заключение

Матpи÷ная фоpìа записи уpавнений äвижения
(9)—(11) явëяется унивеpсаëüной и ìожет бытü пpи-
ìенена к описаниþ äвижения стеpжневой ìехани-
÷еской систеìы с ëþбыì ÷исëоì звенüев пеpеìен-
ной äëины. Стpуктуpа ìатpиö пpи этоì останется
такой же, тоëüко изìенится их pазìеpностü и ÷ис-
ëо ìасс, äëин звенüев и т. п. в кажäоì эëеìенте
ìатpиöы.

Pекуppентный поäхоä, пpеäëоженный в pаботе [5],
явëяется пpиìениìыì и к тpехìеpныì ìоäеëяì и
ìожет испоëüзоватüся äëя автоìатизиpованноãо
синтеза pазëи÷ных ìоäеëей с боëüøиì ÷исëоì
звенüев пpоизвоëüной стpуктуpы.
В пpакти÷ескоì пëане поäобная ìоäеëü ìожет

бытü испоëüзована пpи созäании ìанипуëятоpов,
антpопоìоpфных pоботов, экзоскеëетов и пpотезов
коне÷ностей с искусственной поäатëивостüþ звенü-
ев, повтоpяþщих свойства биоëоãи÷еских тканей
опоpно-äвиãатеëüноãо аппаpата ÷еëовека, с теì
÷тобы äвижения искусственноãо ìеханизìа быëи
ìаксиìаëüно бëизки к äвиженияì ÷еëовека.
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Сравнение методов составления
дифференциальных уравнений движения

Операöия

Метоä

Общие
теореìы 

äинаìики

Уравнения
Лаãранжа
второãо роäа

Рекур-
рентный 
ìетоä

Дифференöирова-
ние, в тоì ÷исëе ÷ас-
тные произвоäные и 
повторное

Да (6n) Да (4n) Нет

Реøение систеìы 
ëинейных уравнений

Да
(2n неиз-
вестных)

Нет Нет

Упрощение Да Да, äва раза — 
при вы÷исëении 
кинети÷еской 

энерãии и записи 
саìих уравне-
ний, основные 
затраты вреìени

Нет

Операöии уìноже-
ния, в тоì ÷исëе и 
ìатри÷ноãо

Да Да Да, не
зависят 
от ÷исëа 
звенüев

Операöии сëожения 
и вы÷итания

Да Да Да

П р иì е ÷ а н и е: в скобках, ãäе возìожна оöенка, ука-
зано ÷исëо соответствуþщих операöий, необхоäиìое äëя
записи äифференöиаëüных уравнений систеìы с n звенüяìи
переìенной äëины в пëоскоì сëу÷ае.
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The topic of the article is a three-dimensional model of the exoskeleton with the links of variable length. The idea is based
on the analysis of the equations for a truss of the mechanical systems with a different number of links, and on generalization
of the equations of motion of the exoskeleton in the vector-matrix form. Formulas are derived for the elements in each matrix,
which is a part of the equation. The proposed matrix form of the equations of motion of the exoskeleton is universal and can
be applied to the motion of the rod of a mechanical system with any number of links, which change their length. The structure
of the matrix will remain the same, the change will concern the dimensionality, number of masses, lengths of the links of each
matrix element. In practice, the proposed model can be used to create manipulators, anthropomorphic robots, exoskeletons
and artificial limbs, artificial yielding links, which imitate the properties of the biological tissues of the human musculoskeletal
system, so that movement of the artificial mechanism could be as close as possible to the movement of a person. The result
allows us to automate writing of equations of motion for the rod of n-tier systems, of the three-dimensional model of the exo-
skeleton type, bypassing the stage of their preparation, which is a novelty of the research.

Keywords: equation of motion, change of the length of a link matrix, mechanical rod system, exoskeleton, anthropomorphic
robot, prosthesis, locomotor apparatus, three-dimensional space
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