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Синтез pобастных алгоpитмов стабилизации
пpогpаммных движений мобильного pобота с омни-колесами 

методом вектоp-функций Ляпунова1

Введение

В настоящее вpеìя вопpосаì, связанныì с ис-
сëеäованиеì äинаìики ìобиëüных коëесных pо-
ботов и упpавëениеì их äвижениеì, уäеëяется
ìноãо вниìания в связи с pазвитиеì pобототехники
и автоìатизаöии. Мобиëüные pоботы, иìеþщие
коëеса всенапpавëенноãо типа, так называеìые
оìни-коëеса, иìеþт пpеиìущество пеpеä ìобиëü-
ныìи pоботаìи с обы÷ныìи типаìи коëес. Высокая
ìаневpенностü ìобиëüноãо pобота с такиìи коëе-
саìи обеспе÷ивается особенностяìи констpукöии
коëес, на котоpых закpепëены pоëики с осяìи вpа-
щения, ëежащиìи в пëоскости коëес. Бëаãоäаpя
наëи÷иþ оìни-коëес возìожно осуществëятü äвиже-
ние pобота в ëþбоì напpавëении без пpеäваpитеëü-
ноãо pазвоpота. В pаботах [1—4] постpоены кинеìа-
ти÷еские и äинаìи÷еские ìоäеëи, описываþщие
äвижения pобота с оìни-коëесаìи, pассìотpены
заäа÷и стабиëизаöии стаöионаpных äвижений.
В pаботах [5, 6] иссëеäованы вопpосы упpавëения
äëя кинеìати÷еских ìоäеëей pобота. Законы упpав-
ëения, пpиìеняеìые äëя äинаìи÷еских ìоäеëей,
äоëжны обеспе÷иватü вывоä pобота на заäаннуþ
тpаектоpиþ и стабиëизаöиþ äвижения вäоëü нее в
усëовиях непоëной инфоpìаöии о ìассоинеpöи-
онных хаpактеpистиках систеìы и äействия сиë тpе-
ния скоëüжения вäоëü повеpхности äвижения ко-
ëес. В pаботах [7, 8] постpоена неëинейная ìоäеëü
÷етыpехкоëесноãо ìобиëüноãо pобота с у÷етоì
äействия сиë сухоãо и вязкоãо тpения, и пpеäëожен
закон упpавëения с пpоãнозиpуþщиìи ìоäеëяìи.
В pаботе [9] äëя pеøения заäа÷и стабиëизаöии
пpоãpаììноãо äвижения ÷етыpехкоëесноãо pобота

быë поëу÷ен закон упpавëения äëя äинаìи÷еской
ìоäеëи с у÷етоì тpения скоëüжения на основе ìе-
тоäа вы÷исëяеìоãо ìоìента, называеìоãо также
ìетоäоì ëинеаpизаöии обpатной связüþ. Такой за-
кон упpавëения соäеpжит ìоìенты всех сиë, äей-
ствуþщих на систеìу, сëаãаеìое, пpеäставëяþщее
собой пpоизвеäение ìатpиöы инеpöии систеìы на
пpоãpаììное ускоpение, и ПД pеãуëятоp, ÷то позво-
ëяет поëу÷итü ëинейнуþ асиìптоти÷ески устой÷и-
вуþ стаöионаpнуþ систеìу в откëонениях от пpо-
ãpаììноãо äвижения. Отìетиì, ÷то пpиìенение
äанноãо ìетоäа поìиìо ãpоìозäких вы÷исëитеëü-
ных pабот, пpовоäиìых в pежиìе pеаëüноãо вpе-
ìени, тpебует также поëной инфоpìаöии о паpа-
ìетpах äинаìи÷еской ìоäеëи систеìы.
Актуаëüныìи явëяþтся вопpосы pазpаботки ìе-

тоäов и аëãоpитìов упpавëения ìобиëüныìи pобо-
таìи с оìни-коëесаìи на основе äинаìи÷еских
ìоäеëей с неизвестныìи ìассоинеpöионныìи ха-
pактеpистикаìи пpи у÷ете äействуþщих сиë тpения
скоëüжения. Эти ìетоäы и аëãоpитìы äоëжны бытü
pобастныìи, т. е. äоëжны обеспе÷иватü pеøение
заäа÷и упpавëения äëя öеëоãо кëасса äинаìи÷еских
ìоäеëей pобота, паpаìетpы котоpых уäовëетвоpяþт
заäанныì оãpани÷енияì. В pаботе [10] на основе
пpоöеäуpы бэкстеппинãа с пpиìенениеì скаëяpной
функöии Ляпунова постpоен аäаптивный закон
упpавëения, pеøаþщий заäа÷у стабиëизаöии пpо-
ãpаììноãо äвижения pобота с тpеìя оìни-коëесаìи
с неизвестныìи ìассоинеpöионныìи паpаìетpаìи и
äействуþщиìи сиëаìи тpения скоëüжения. Отìе-
тиì, ÷то pеëейный закон упpавëения, поëу÷енный
в pаботе [10], иìеет весüìа сëожнуþ стpуктуpу и
тpебует нахожäения оöенок неизвестных паpаìет-
pов в pежиìе он-ëайн. Такой поäхоä не опpавäан
из-за ãpоìозäкости и сëожности аëãоpитìов по-
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стpоения законов упpавëения, есëи паpаìетpы сис-
теìы известны с некотоpой заäанной поãpеøностüþ.
В настоящей pаботе постpоен pеëейный закон

упpавëения, обеспе÷иваþщий стабиëизаöиþ неста-
öионаpноãо пpоãpаììноãо äвижения ìобиëüноãо
pобота с ÷етыpüìя pоëиконесущиìи коëесаìи пpи
усëовии, ÷то äействуþт сиëы тpения скоëüжения,
и ìасса пëатфоpìы известна нето÷но. Пpиìенение
непpеpывноãо закона упpавëения с функöией на-
сыщения позвоëиëо обосноватü свойство пpеäеëüной
оãpани÷енности pеøений систеìы в откëонениях от
пpоãpаììноãо äвижения. На основе ìетоäа сpавне-
ния с вектоp-функöией Ляпунова поëу÷ены оãpани-
÷ения на паpаìетpы систеìы и оöенка обëасти на-
÷аëüных откëонений, носящие pобастный хаpактеp.
Пpеäставëены pезуëüтаты ÷исëенноãо ìоäеëиpова-
ния, поäтвеpжäаþщие теоpети÷еские pас÷еты.

1. Особенности динамики pобота с омни-колесами

Pассìотpиì ìоäеëü pобота с ÷етыpüìя оìни-ко-
ëесаìи, äвижущеãося по ãоpизонтаëüной повеpх-
ности поä äействиеì ìоìентов, pазвиваеìых ÷е-
тыpüìя эëектpоäвиãатеëяìи постоянноãо тока, ус-
тановëенныìи в осях коëес (pис. 1). Как отìе÷ено
в pаботе [9], независиìое упpавëение вpащениеì
кажäоãо из ÷етыpех коëес пpивоäит к тоìу, ÷то не-
избежно возникает тpение скоëüжения вäоëü по-
веpхности äвижения коëес, котоpое необхоäиìо
у÷итыватü пpи постpоении äинаìи÷еской ìоäеëи
pобота. Пpи äвижении оìни-коëеса тpение скоëü-
жения возникает как в напpавëении вäоëü повеpх-
ности коëеса, так и пеpпенäикуëяpно еìу, за с÷ет
пpоскаëüзывания pоëиков.
Уpавнения äвижения pобота с у÷етоì тpения

скоëüжения иìеþт виä [9]

GT –1  + ET –1  + m0 ω = H ′U. (1)

Зäесü Xt = (ξ, η, ψ)т, ξ и η — кооpäинаты öентpа
пëатфоpìы pобота в непоäвижной äекаpтовой сис-
теìе кооpäинат Oξηζ, ψ — уãоë повоpота пëатфоp-
ìы вокpуã веpтикаëи, отс÷итываеìый от оси ξ; Vx,
Vy — пpоекöии вектоpа скоpости öентpа ìасс C pо-
бота на связанные с теëоì оси CX, CY соответст-
венно; ω =  — уãëовая скоpостü пëатфоpìы;
U = (U1, U2, U3, U4)

т — вектоp упpавëяþщих на-
пpяжений, поäаваеìых на эëектpоäвиãатеëи;

G = HJ + A; E = HJ + H(μTHT + μFHF);

H = ; J = ;

A = ; HT = ;

HF = ; T = ; 

m0 — ìасса pобота; Iz — ìоìент инеpöии pобота от-
носитеëüно веpтикаëüной оси, пpохоäящей ÷еpез
öентp ìасс; R — pаäиус коëес; L — pасстояние от
öентpа ìасс pобота äо öентpа коëеса; n — пеpеäа-
то÷ное ÷исëо; J0 — суììаpный ìоìент инеpöии
äвиãатеëя, коpобки пеpеäа÷ и коëеса относитеëüно
оси pотоpа эëектpоäвиãатеëя; Ra — сопpотивëение
в öепи эëектpоäвиãатеëя; k2 — постоянная ìоìента
äвиãатеëя; k3 — постоянная эëектpоäвижущей сиëы;
μT — коэффиöиент тpения скоëüжения, возникаþ-
щеãо в напpавëении пëоскости коëеса; μF — коэф-
фиöиент тpения скоëüжения, возникаþщеãо в на-
пpавëении, пеpпенäикуëяpноì пëоскости коëеса,
за с÷ет вpащения pоëиков.Pис. 1. Модель pобота с четыpьмя омни-колесами
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Уpавнения (1) с нето÷но известныìи ìассо-
инеpöионныìи хаpактеpистикаìи ìожно записатü
в сëеäуþщеì виäе:

(2)

Зäесü u = (u1, u2, u3)
т = H ′U; m, I и md — извест-

ные составëяþщие ìассоинеpöионных паpаìетpов
систеìы,

m =  + m0, h = μT + ,

md = , I = L2 + Iz;

Δm и ΔI — неизвестные составëяþщие ìассы пëат-
фоpìы и ее ìоìента инеpöии соответственно, уäов-
ëетвоpяþщие оãpани÷енияì: |Δm| < Δm0 = const,
|ΔI | < ΔI0 = const, пpи÷еì буäеì пpеäпоëаãатü, ÷то
Δm0 < m, ΔI0 < I.

Пустü иìеþтся тpи функöии ξ0(t), η0(t), ψ0(t),
оãpани÷енные и äважäы непpеpывно äиффеpенöи-
pуеìые пpи всех t l 0, и пустü существуþт поëо-
житеëüные постоянные , , , ,

 и , такие, ÷то äëя всех t l 0 выпоëняþтся
сëеäуþщие неpавенства:

|| (t)| m , | (t)| m , | (t)| m ;

|| (t)| m , | (t)| m , | (t)| m .

Pассìотpиì постановку заäа÷и стабиëизаöии
пpоãpаììноãо äвижения

ξ = ξ0(t), η = η0(t), ψ = ψ0(t) (3)

pобота (2).
Ввеäеì откëонения от пpоãpаììноãо äвиже-

ния (3):

x1 = ξ – ξ0(t), x2 = η – η0(t), x3 = ψ – ψ0(t). (4)

Тpебуется найти упpавëение по пpинöипу об-
pатной связи

(5)

и указатü оãpани÷ения на паpаìетpы систеìы и тpа-
ектоpии, пpи котоpых выпоëняþтся соотноøения

xi(t) = 0, i = 1, 2, 3,

есëи в на÷аëüный ìоìент вpеìени t = t0 l 0 зна-
÷ения x1(t0), x2(t0), x3(t0) и (t0), x2(t0),  (t0) пpи-
наäëежат некотоpой заäанной окpестности нуëе-
вой то÷ки x1 = x2 = x3 =  =  =  = 0.

2. Метод сpавнения с вектоp-функцией Ляпунова

Шиpокой базой pеøения заäа÷ иссëеäования
устой÷ивости и упpавëении äвиженияìи ìехани-
÷еских систеì явëяется пpяìой ìетоä Ляпунова и
еãо pазвитие — ìетоä сpавнения с вектоp-функöией
Ляпунова [11]. Pассìотpиì кpатко основные иäеи
этоãо ìетоäа.
В теории устой÷ивости в кëасси÷еских теоpеìах

пpяìоãо ìетоäа Ляпунова усëовия виäа  m 0,
l λV, наëаãаеìые на пpоизвоäные функöии Ля-

пунова, пpеäставëяþт собой пpостейøие äиффе-
pенöиаëüные неpавенства. Естественныìи явëя-
þтся попытки постpоитü кpитеpии устой÷ивости с
испоëüзованиеì боëее сëожных äиффеpенöиаëü-
ных неpавенств, ÷то ìожет обëеã÷итü pеøение
пpобëеìы постpоения функöии типа Ляпунова.
С. А. Чапëыãин ввеë и иссëеäоваë скаëяpные äиффе-
pенöиаëüные неpавенства общеãо виäа  m f (t, V ).
На основе пpиìенения äиффеpенöиаëüных неpа-
венств к функöияì Ляпунова пpи pеøении заäа÷ ус-
той÷ивости возник ìетоä сpавнения. Пеpвые øаãи в
pазвитии этоãо ìетоäа, сäеëанные в 50—60-х ãоäах
XX века, связаны с иìенаìи Г. И. Меëüникова,
Г. А. Антосиеви÷а, З. Опяëü, К. Коpäуняну, Ж. Ла-
Саëëя, С. Лефøеöа, В. Лакøìикантаìа, М. А. Кpас-
носеëüскоãо и äp. Совìестное pазвитие иäеи век-
тоpной функöии Ляпунова P. Беëëìана и ìетоäа
сpавнения, пpеäëоженное В. М. Матpосовыì [11],
пpивеëо к созäаниþ ìетоäа вектоp-функöий Ляпу-
нова, базиpуþщеãося на теоpии вектоpных äиффе-
pенöиаëüных неpавенств типа Чапëыãина—Важев-
скоãо, pазвитой в pаботах Я. Шаpскоãо, Т. Важев-
скоãо, С. Оëеха и äpуãих у÷еных.

Pассìотpиì пpиìенение ìетоäа сpавнения с
вектоp-функöией Ляпунова в заäа÷е об устой÷иво-
сти нуëевоãо pеøения систеìы обыкновенных
äиффеpенöиаëüных уpавнений

 = X(t, x), X(t, 0) ≡ 0, (6)

ãäе x ∈ Rn, X(t, x) = (X1(t, x), ..., Xn(t, x))т (инäекс т оз-
на÷ает тpанспониpование), вещественные функ-
öии X i(t, x) (i = 1, ..., n) опpеäеëены и непpеpывны
в обëасти

Γ = R+ Ѕ G = {(t, x): t...0, |x| < ν}

(ν = const > 0 иëи ν = +∞, сиìвоë |•| озна÷ает не-
котоpуþ вектоpнуþ ноpìу в Rn) и иìеþт в ней не-

(m + Δm)  + h  + md  – μF  =

= cosψu1 – sinψu2;

(m + Δm)  + h  – md  – μF  =

= sinψu1 + cosψu2;

(I + ΔI)  + 2L2h  = u3.
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пpеpывные ÷астные пpоизвоäные по х, оãpани÷ен-
ные в кажäой обëасти

 = {(t, x) ∈ Γ : t ... 0, |x|, }, 0 <  < ν.

Эти усëовия обеспе÷иваþт существование, еäин-
ственностü pеøений систеìы (6), их неëокаëüнуþ
пpоäоëжиìостü и непpеpывнуþ зависиìостü от на-
÷аëüных äанных и вpеìени t в обëасти Γ.

Pассìотpиì непpеpывно äиффеpенöиpуеìуþ век-
тоp-функöиþ V(t, x), V(t, x) = (v1(t, x), ..., vk(t, x))т,
V : Γ → Rk. Опpеäеëиì äëя нее пpоизвоäнуþ по вpе-
ìени в сиëу систеìы (6):

(t, x) =  + X(t, x).

Пустü иìеþт ìесто сëеäуþщие усëовия:

(t, x) m f (t, V(t, x)) ∀(t, x) ∈ Γ;

f ∈ W(Ω), f (t, 0) ≡ 0,
Ω = {(t, y) ∈ R+ Ѕ Rk: t l 0, |y | < K},

K = +∞ ∧ |V(t, x)| = k1 < K < +∞.

Зäесü W(Ω) — кëасс функöий, уäовëетвоpяþ-
щих в обëасти Ω усëовиþ Важевскоãо [11]. Иìеет
ìесто сëеäуþщая теоpеìа сpавнения с вектоp-
функöией Ляпунова.
Теоpема 2.1 [11]. Дëя устой÷ивости (соответст-

венно, устой÷ивости, pавноìеpной по t0) невозìу-
щенноãо äвижения x = 0 систеìы (6) необхоäиìо
и äостато÷но, ÷тобы äëя некотоpых  и l (1 m l m k)
существоваëа вектоp-функöия Ляпунова V(t, x),
обëаäаþщая в  сëеäуþщиìи свойстваìи:

1) функöия (t, x) = vi(t, x) — опpеäеëенно-

поëожитеëüная (соответственно и v1(t, x), ..., vk(t, x)
äопускаþт бесконе÷но ìаëый высøий пpеäеë);

2) нуëевое pеøение систеìы сpавнения

 = f (t, y), y ∈ Rk,

устой÷иво (соответственно, устой÷иво pавноìеpно
по t0) относитеëüно y1, ..., yl пpи усëовии y0 = V(t0, x0)

äëя (t0, x0) ∈  (в ÷астности, устой÷иво пpи усëовии

 l 0, ...,  l 0, есëи v1(t, x) l 0, ..., vl(t, x) l 0 пpи

(t, x) ∈ ).

В настоящее вpеìя теоpеìы ìетоäа сpавнения с
вектоp-функöией Ляпунова пpиìеняþтся äëя вы-
явëения pазëи÷ных äинаìи÷еских свойств pеøе-
ний неëинейных äиффеpенöиаëüных уpавнений:
асиìптоти÷еской устой÷ивости, пpитяжения и äp.
Оäнако возìожности ìетоäа сpавнения с вектоp-
функöией Ляпунова в заäа÷ах стабиëизаöии пpо-
ãpаììных нестаöионаpных äвижений ìехани÷еских

систеì äаëеко не ис÷еpпаны. В сëеäуþщих pазäе-
ëах пpеäставëены pезуëüтаты по пpиìенениþ этоãо
ìетоäа в pеøении заäа÷и стабиëизаöии пpоãpаìì-
ноãо äвижения ìобиëüноãо pобота с оìни-коëесаìи.

3. Синтез алгоpитмов стабилизации 
с помощью pелейных законов упpавления

Дëя pеøения заäа÷и стабиëизаöии пpоãpаììно-
ãо äвижения (3) вна÷аëе буäеì искатü закон упpав-
ëения (5) в виäе pеëейной функöии

(7)

ãäе ν > 0, μi > 0 (i = 1, 2), σj > 0 ( j = 1, 2, 3) — не-
котоpые постоянные.
Иìеет ìесто сëеäуþщая теоpеìа о стабиëиза-

öии пpоãpаììноãо äвижения (3) pобота.
Теоpема 3.1. Пустü найäутся постоянные δ1 > 0,

δ2 > 0, ν > 1, μi > 0 (i = 1, 2), σj > 0 ( j = 1, 2, 3), такие
÷то иìеþт ìесто неpавенства:

(νμ2(m + Δm0) – hμ1μ2 + ν|νμ2(m ± Δm0) – hμ1μ2| +

+ mdμ1[(1 + ν)2δ2 + μ2(1 + ν) ] +

+ 2nμ1μ2(1 + ν)μF/R)δ1 + md(1 + ν) δ2 +

+ μ2((m + Δm0)  + h  +

+ (md  + 2nμF/R)  – σ1) m –ε1 = const < 0; (8)

(νμ2(m + Δm0) – hμ1μ2 + ν|νμ2(m ± Δm0) – hμ1μ2| +

+ mdμ1[(1 + ν)2δ2 + μ2(1 + ν) ] +

+ 2nμ1μ2(1 + ν)μF/R)δ1 + md(1 + ν) δ2 +

+ μ2((m + Δm0)  + h  +

+ (md  + 2nμF/R)  – σ2) m –ε2 = const < 0; (9)

(ν(I + ΔI0) – 2a2hμ2 + ν|ν(I ± ΔI0) – 2a2hμ2|)δ2 +

+ ((I + ΔI0)  + 2а2h  – σ3) m

m –ε3 = const < 0. (10)

Тоãäа упpавëение (7) pеøает заäа÷у стабиëизаöии
пpоãpаììноãо äвижения (3) систеìы (2), т. е. откëо-
нения от пpоãpаììноãо äвижения асиìптоти÷ески

Γ0
1 ν0

1 ν0
1

V· V t x,( )∂
t∂

-------------- V t x,( )∂
x∂

--------------

V·

sup
(t, x)∈Γ

Γ0′

Γ0′

V max
1mimk

dy
dt
----

Γ0′

y0
1 y0

l

Γ0′

u1(t, x1, x2, x3, , ) =

= –σ1sign(νx1 + μ1 )cos(ψ0(t) + x3) –

– σ2sign(νx2 + μ1 )sin(ψ0(t) + x3);

u2(t, x1, x2, x3, , ) =

= σ1sign(νx1 + μ1 )sin(ψ0(t) + x3) –

– σ2sign(νx2 + μ1 )cos(ψ0(t) + x3);

u3(t, x3, ) = –σ3sign(νx3 + μ2 ),

x·1 x·2

x·1

x·2

x·1 x·2

x·1

x·2

x·3 x·3

ψmax
1

μ1
2 ηmax

1

μ1
2 ξmax

2 ξmax
1

ψmax
1 ηmax

1

ψmax
1
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2 ξmax

1
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1
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1
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стpеìятся к нуëþ: x1(t) → 0, x2(t) → 0, x3(t) → 0 пpи
t → +∞. Множество на÷аëüных возìущений

x1(0), x2(0), x3(0), (0), (0), (0) (11)

уäовëетвоpяет сëеäуþщиì оãpани÷енияì:

max{|νx1(0) + μ1 (0)|, |νx2(0) + μ1 (0)|,

|x1(0)|, |x2(0)|} < δ1;

max{|νx3(0) + μ2 (0)|, |x3(0)|} < δ2. (12)

Доказательство. Ввеäеì пеpеìенные

z1 = νx1 + μ1 , z2 = νx2 + μ1 , z3 = νx3 + μ2 . (13)

Тоãäа в откëонениях (4) пpи испоëüзовании
обозна÷ений (13) систеìа (2) с у÷етоì (7) пpиìет
сëеäуþщий виä:

(14)

Возüìеì äëя систеìы (14) вектоp-функöиþ Ля-
пунова V = V(x1, x2, x3, z1, z2, z3), V = (V1, V2)

т

c коìпонентаìи в виäе

V1 = max{|x1|, |x2|, |z1|, |z2|}, V2 = max{|x3|, |z3|}. (15)

Оöениì пpавостоpоннþþ пpоизвоäнуþ по вpе-
ìени вектоp-функöии Ляпунова (15) в сиëу сис-
теìы (14):

 m max V1, ((νμ2(m + Δm) –

– hμ1μ2 + ν|νμ2(m + Δm) – hμ1μ2| +

+ mdμ1[(1 + ν)2V2 + μ2(1 + ν) ] +

+ 2(1 + ν)nμ1μ2μF/R)V1 + md(1 + ν) V2) +

+ ((m + Δm)  + h  +

+ (md  + 2nμF/R)  – σ1),

((νμ2(m + Δm) – hμ1μ2 +

+ ν|νμ2(m + Δm) – hμ1μ2| + mdμ1[(1 + ν)2V2 +

+ μ2(1 + ν) ] + 2(1 + ν)nμ1μ2μF/R)V1 +

+ md(1 + ν) V2) + ((m + Δm)  +

+ h  + (md  + 2nμF/R)  – σ2) ;

 m max V2, (ν(I + ΔI) –

– 2L2hμ2 + ν|ν(I + ΔI) – 2L2hμ2|)V2 +

+ ((I + ΔI)  + 2L2h  – σ3) .

Pассìотpиì повеäение вектоp-функöии Ляпу-
нова V вäоëü pеøения систеìы (14), уäовëетвоpяþ-
щеãо на÷аëüноìу усëовиþ (12), котоpое с у÷етоì
обозна÷ений (13) иìеет виä

max{|z1(0)|, |z2(0)|, |x1(0)|, |x2(0)|} < δ1;

max{|z3(0)|, |x3(0)|} < δ2. (16)

Пpи выпоëнении неpавенств (8)—(10) поëу÷иì
сëеäуþщуþ оöенку:

mmax V1,– ,– ;

 m max V2, – . (17)

x·1 x·2 x·3

x·1 x·2

x·3

x·1 x·2 x·3

 = – x1 + z1,  = – x2 + z2,

 = – x3 + z3;

 = x1 +  Ѕ

Ѕ x2 – x2 +
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– z3 – signz1 – μ1 (t) –

– (t) – (t);

 = – x1 +

+ x1+ x2 – x3 + 

+ z1 – z1 +

+ z2 + z3 – signz2 –

– μ1 (t) – (t) + (t);

 = x3 + z3 –

– signz3 – μ2 (t) – (t).
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Из неpавенств (17) сëеäует, ÷то найäется ìо-
ìент вpеìени t* > 0, такой, ÷то пpи всех t l t* буäут
иìетü ìесто неpавенства

 m V1;  m V2. (18)

Из неpавенств (18) поëу÷иì экспоненöиаëüно
устой÷ивуþ систеìу сpавнения

 = u1,  = u2.

Отсþäа, испоëüзуя теоpеìу сpавнения äëя
асиìптоти÷еской устой÷ивости [8], поëу÷аеì, ÷то
V1 → 0, V2 → 0 пpи t → +∞. У÷итывая (15), поëу÷иì,
÷то откëонения (4) от пpоãpаììноãо äвижения асиì-
птоти÷ески стpеìятся к нуëþ, т. е. x1 → 0, x2 → 0,
x3 → 0 пpи t → +∞. Иныìи сëоваìи, упpавëение (7)
pеøает заäа÷у стабиëизаöии пpоãpаììноãо äвиже-
ния (3) систеìы (2), есëи ìножество на÷аëüных от-
кëонений (11) уäовëетвоpяет усëовиþ (12). Теоpе-
ìа äоказана.
Замечание 3.1. Теоpеìа 3.1 позвоëяет pеøатü за-

äа÷у стабиëизаöии пpоãpаììноãо äвижения пpи
äостато÷но ëеãко пpовеpяеìых аëãебpаи÷еских ус-
ëовиях (8)—(10), не тpебуþщих вы÷исëений собст-
венных зна÷ений ìатpиö, ÷то сокpащает вpеìя вы-
÷исëений. Кpоìе тоãо, усëовия (8)—(10) носят pоба-
стный хаpактеp, так как позвоëяþт стабиëизиpоватü
пpоãpаììное äвижение äëя öеëоãо кëасса систеì,
паpаìетpы котоpых уäовëетвоpяþт заäанныì оãpа-
ни÷енияì и ìоãут бытü заpанее неизвестны.
Замечание 3.2. Упpавëение (7) носит pазpывный

хаpактеp, всëеäствие ÷еãо пpи еãо пpакти÷еской
pеаëизаöии в систеìе возникает так называеìый
÷аттеp, т. е. высоко÷астотные коëебания, обусëов-
ëенные несовеpøенствоì систеì пеpекëþ÷ения,
вëияниеì возìущений, наëи÷иеì ìаëых заäеpжек
в пеpеäа÷е сиãнаëов. В сëеäуþщеì pазäеëе найäен
непpеpывный анаëоã упpавëения (7), позвоëяþ-
щий уìенüøитü эти коëебания.

4. Синтез алгоpитмов упpавления
с помощью непpеpывных законов 

Буäеì искатü закон упpавëения (5) в виäе не-
пpеpывной функöии:

u1(t, x1, x2, x3, , ) = –σ1sat1(νx1 + μ1 ) Ѕ

Ѕ cos(ψ0(t) + x3) – σ2sat1(νx2 + μ1 )sin(ψ0(t) + x3);

u2(t, x1, x2, x3, , ) = σ1sat1(νx1 + μ1 ) Ѕ

Ѕsin(ψ0(t)+x3) – σ2sat1(νx2 + μ1 )cos(ψ0(t) + x3);(19)

u3(t, x3, ) = –σ3sat2(νx3 + μ2 ).

Зäесü функöия насыщения sati(z) (i = 1, 2) иìеет
сëеäуþщий виä:

sati(z) = (20)

Функöия насыщения (20) с боëüøиì уãëоì на-
кëона ëинии пеpекëþ÷ения (пpи äостато÷но ìаëой
постоянной γi) явëяется непpеpывной аппpоксиìа-
öией pеëейной функöии [12]. Теì саìыì, выбоp
закона упpавëения в виäе (19), с оäной стоpоны,
позвоëит по сpавнениþ с pеëейныì законоì (7)
уìенüøитü аìпëитуäу коëебаний, возникаþщих
пpи пpакти÷еской pеаëизаöии закона упpавëения,
а с äpуãой стоpоны, обеспе÷ит свойство pобастности
по отноøениþ к ваpиаöияì паpаìетpов систеìы.
Выбоp закона упpавëения (19) не сìожет ãаpан-

тиpоватü стабиëизаöиþ пpоãpаììноãо äвижения,
а ëиøü свойство пpеäеëüной оãpани÷енности pе-
øений систеìы в откëонениях от пpоãpаììноãо
äвижения [12].
Иìеет ìесто сëеäуþщая теоpеìа.
Теоpема 4.1. Пустü выпоëняþтся усëовия теоpе-

ìы 3.1, и, кpоìе тоãо, найäутся ÷исëа γ1, γ2, такие
÷то 0 < γi < δi (i = 1, 2), и иìеþт ìесто неpавенства

(νμ2(m + Δm0) – hμ1μ2 + ν|νμ2(m ± Δm0) – hμ1μ2| +

+ mdμ1[(1 + ν)2γ2 + μ2(1 + ν) ] +

+ 2nμ1μ2(1 + ν)μF/R + md(1 + ν) )γ1 +

+ μ2((m + Δm0)  + h  +

+ (md  + 2nμF/R)  – σ1) m 0; (21)

(νμ2(m + Δm0) – hμ1μ2 + ν|νμ2(m ± Δm0) – hμ1μ2| +

+ mdμ1[(1 + ν)2γ2 + μ2(1 + ν) ] +

+ 2nμ1μ2(1 + ν)μF/R + md(1 + ν) )γ1 +

+ μ2((m + Δm0)  + h  +

+ (md  + 2nμF/R)  – σ2) m 0; (22)

(ν(I + ΔI0) – 2L2hμ2 + ν|ν(I ± ΔI0) – 2L2hμ2|)γ2 +

+ ((I + ΔI0)  + 2L2h  – σ2) m 0. (23)

Тоãäа äëя систеìы (2) с упpавëениеì (19) най-
äется ìоìент вpеìени t* = t*(γ1, γ2) > 0, такой ÷то
пpи всех t l t* буäут иìетü ìесто неpавенства

max{|x1(t)|, |x2(t)|} < γ1, |x3(t)| < γ2. (24)

Пpи этоì ìножество на÷аëüных возìущений (11)
уäовëетвоpяет оãpани÷енияì (12).
Доказательство.
Ввоäя пеpеìенные (13), поëу÷иì с у÷етоì (19)

систеìу уpавнений в откëонениях (4), анаëоãи÷-
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нуþ систеìе (14), ãäе функöии знака заìенены на
соответствуþщие функöии насыщения (20):

(25)

Pассìотpиì вектоp-функöиþ Ляпунова V =
= V(x1, x2, x3, z1, z2, z3), V = (V1, V2)

т с коìпонен-
таìи (15) вäоëü pеøений систеìы (25), уäовëетво-
pяþщих на÷аëüноìу усëовиþ (16). В на÷аëüный ìо-
ìент t = 0 буäеì иìетü неpавенства V1 < δ1, V2 < δ2.
Пpи выпоëнении неpавенств (20)—(22) äëя зна÷е-
ний V1, V2, таких ÷то γ1 < V1 < δ1, γ2 < V2 < δ2, по-
ëу÷иì оöенку:

 m max V1, – ,

– m –ε = const < 0;

mmax V2,– m–ε = const < 0.

Такиì обpазоì, äëя всех ìоìентов вpеìени,
таких ÷то γ1 < V1(t, x1(t), x2(t), z1(t), z2(t)) < δ1,
γ2 < V2(t, x3(t), z3(t)) < δ2, поëу÷иì неpавенства

V1(t, x1(t), x2(t), z1(t), z2(t)) < δ1 – εt;
V2(t, x3(t), z3(t)) < δ2 – εt.

Отсþäа сëеäует, ÷то найäется ìоìент вpеìени
t* = t*(γ1, γ2) > 0, такой ÷то пpи всех t l t* буäут
иìетü ìесто неpавенства

V1(t, x1(t), x2(t), z1(t), z2(t)) < γ1, V2(t, x3(t), z3(t)) < γ2.

Отсþäа äëя всех t l t* буäут выпоëнены неpа-
венства (24). Теоpеìа äоказана.

5. Численная апpобация метода

Найäенные законы (7) и (19) быëи пpиìенены
пpи ÷исëенноì ìоäеëиpовании äвижения pобота
со сëеäуþщиìи паpаìетpаìи [9]:

m = 20 кã, Iz = 0,301 кã•ì2, R = 0,08 ì, L = 0,2125 ì,
n = 14, μT = 0,38, μF = 0,21, Ra = 1,11Ω,
k2 = 36,4 ìН•ì/А, k3 = 0,0038 В•с,

J0 = 70,7•10–7 кã•ì2,

пpи этоì неизвестные ÷асти ìассоинеpöионных
хаpактеpистик быëи оãpани÷ены сëеäуþщиìи зна÷е-
нияìи: Δm = 5 кã, ΔI = 0,1 кã•ì2 äëя пpоãpаììноãо
äвижения

ξ0(t) = r sin(ωt) ì, η0(t) = –r cos(ωt) ì,
ψ0(t) = ϖτ + ψ0 pаä, (26)

ãäе r = 0,5 ì, ω = 0,8 pаä/с, ϖ = π/6 pаä/с, ψ0 = 0 pаä.
На pис. 2, 3 показаны ãpафики пpоãpаììной

тpаектоpии и äействитеëüной тpаектоpии пpи
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Pис. 2. Тpаектоpия центpа масс pобота пpи упpавлении (7)
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упpавëениях (7) и (19) соответственно. С испоëüзо-
ваниеì усëовий теоpеì 3.1 и 4.1 поäобpаны сëе-
äуþщие паpаìетpы упpавëения:

μ1 = 3,5 с, μ2 = 2 с, ν = 1, σ1 = 30 Н, σ2 = 30 Н•ì, 
σ3 = 5 Н, γ1 = 0,3 ì 

пpи ëþбоì скоëü уãоäно ìаëоì зна÷ении γ2 äëя на-
÷аëüных откëонений δ1 = 1 ì, δ2 = 1 pаä.
Из pис. 2 и 3 виäно, ÷то öентp ìасс pобота пpи

упpавëении (7) асиìптоти÷ески пpибëижается к
пpоãpаììной тpаектоpии, а пpи упpавëении (19) —

вхоäит за коне÷ное вpеìя в окpестностü пpоãpаìì-
ной тpаектоpии, опpеäеëяеìуþ зна÷ениеì γ1.
Пpеиìущество упpавëения (19) пеpеä (7) состо-

ит в тоì, ÷то пpи непpеpывноì законе (19) уìенü-
øаþтся энеpãозатpаты на pеаëизаöиþ этоãо воз-
äействия по сpавнениþ с pеëейныì законоì (7).
На pис. 4 пpеäставëены ãpафики зависиìости от
вpеìени упpавëяþщих возäействий (19). Анаëизи-
pуя ãpафики на pис. 4, ìожно убеäитüся, ÷то по ис-
те÷ении вpеìени t = 6 с упpавëяþщие возäействия
u1, u2 буäут оãpани÷ены по ìоäуëþ зна÷ениеì
9,25 Н, а составëяþщая u3 оãpани÷ена зна÷ениеì
1,08 Н•ì. Пpи этоì pас÷еты показаëи, ÷то состав-
ëяþщие упpавëения (7) u1, u2 оãpани÷ены по ìо-
äуëþ зна÷ениеì 42,43 Н, а составëяþщая u3 оãpа-
ни÷ена зна÷ениеì 2Н•ì на всеì интеpваëе интеã-
pиpования, pавноì 50 с.

Заключение

В pаботе pассìотpена äинаìи÷еская ìоäеëü ìо-
биëüноãо pобота с ÷етыpüìя оìни-коëесаìи, упpав-
ëяеìоãо независиìыìи эëектpоäвиãатеëяìи, уста-
новëенныìи в осях коëес. Анаëиз äинаìики такой
систеìы пpивоäит к необхоäиìости у÷итыватü не-
избежно возникаþщее тpение скоëüжения пpи äви-
жении оìни-коëес, а также нето÷ностü саìой ìо-
äеëи — пpакти÷ескуþ невозìожностü то÷ноãо
опpеäеëения ìассоинеpöионных паpаìетpов сис-
теìы. В pаботе pеøены заäа÷и: стабиëизаöии пpо-
ãpаììноãо äвижения pобота; о пpеäеëüной оãpани-
÷енности откëонений кооpäинат от пpоãpаììных
зна÷ений с у÷етоì нето÷но известных ìассоинеp-
öионных хаpактеpистик и тpения скоëüжения.
Пpиìенениеì вектоp-функöии Ляпунова обосно-
ваны pеëейный и непpеpывный с функöией насы-
щения pобастные законы упpавëения по обpатной
связи. Поëу÷енные законы упpавëения отëи÷аþтся
пpостотой их пpакти÷еской pеаëизаöии по сpавне-
ниþ с аäаптивныìи законаìи.
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In recent years the problem of a mobile wheeled robot control has received great attention and lots of solutions have been
found. The dynamical model of a mobile wheeled robot includes the mass-inertial parameters, which are customary, as a rule,
unknown and time varying. It is difficult to select an exact dynamical model of a wheeled mobile robot for the design of a model-
based control. In order to handle such unknown parameters many control strategies were proposed, including sliding-model
control and adaptive control. The problem of dynamics of the controlled motion of the mobile robots with omni-directional
wheels is of interest to many researches. Such mobile robots are characterized by a full omni-directionality with simultaneous
and independently rotational and translation motion capabilities. Therefore, such types of the wheeled robots can implement
complicated tasks in a narrow space. An independent control of the rotation of each omni-wheel leads to the inevitable slipping
in motion along the motion surface. Therefore, considering slipping between the wheels and the motion surface, a dynamic
model of an omnidirectional wheeled mobile robot is of great interest to many researches. The sliding friction occurs both in
the direction along the surface of the wheel and transversely to it. It is important to design a motion control, which has no hard
performance and allows us to take into account the sliding friction and the inaccuracy of the dynamical model.The aim of this
paper is to solve the problem of a non-stationary trajectory tracking control of a mobile robot with four omni-wheels and in-
accurately known inertia matrix, taking into account the wheel slip. On the basis of Lyapunov vector functions the discon-
tinuous and continuous control laws were obtained. The results of the numerical simulation are presented.

Keywords: wheeled mobile robot, control, slip, stabilization, program motion, omni-wheel, Lyapunov vector function, dy-
namical model, comparison system
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