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Pобастное упpавление объектом с pаспpеделенным запаздыванием 
по состоянию и упpавлению

Введение

Оäной из основных пpобëеì теоpии автоìати÷е-
скоãо упpавëения äинаìи÷ескиìи объектаìи явëя-
ется пpоектиpование аëãоpитìи÷ескоãо обеспе÷ения
pеãуëиpуþщих устpойств в усëовиях апpиоpно не-
опpеäеëенности паpаìетpов ìатеìати÷еских ìоäе-
ëей объектов и пpи наëи÷ии внеøних неизìеpяе-
ìых возìущений. В таких усëовиях пpоектиpуеìая
систеìа упpавëения äоëжна обеспе÷иватü выпоë-
нение основной öеëи упpавëения, напpиìеp, сëе-
жение за этаëонныì сиãнаëоì с тpебуеìой то÷но-
стüþ, ÷то возìожно осуществитü, есëи скоìпенси-
pоватü паpаìетpи÷еские и внеøние возìущения.
Оäниì из основных поäхоäов к pеøениþ этой за-
äа÷и явëяется испоëüзование pобастных систеì
упpавëения. Буpное pазвитие теоpии pобастных
систеì упpавëения на÷аëосü с пубëикаöии [1], в ко-
тоpой быëи äоказаны необхоäиìые и äостато÷ные
усëовия устой÷ивости интеpваëüных поëиноìов.
Pазpаботаны pазëи÷ные поäхоäы и ìетоäы постpое-
ния pобастных систеì упpавëения и иссëеäована
их устой÷ивостü. Метоä инваpиантных эëëипсои-
äов pассìотpен в pаботах [2, 3], ìетоä ìатpи÷ных
неpавенств обсужäается в pаботе [4]. Эти ìетоäы
наибоëее ÷асто испоëüзуþтся äëя пpоектиpования
аëãоpитìи÷ескоãо обеспе÷ения pобастных систеì
упpавëения. В pаботе [5] ìетоä инваpиантных эëëип-
соиäов испоëüзован äëя пpоектиpования pобастноãо
äинаìи÷ескоãо pеãуëятоpа, а в pаботе [6] ìетоä
ìатpи÷ных неpавенств быë пpиìенен äëя синтеза
субоптиìаëüноãо pеãуëятоpа по выхоäу äëя ãаøе-
ния оãpани÷енных возìущений.
Заäа÷а упpавëения неëинейныì объектоì с за-

пазäываниеì и с оãpани÷ениеì на упpавëяþщее
возäействие иссëеäована в pаботе [7]. В статüе [8]
pеøается заäа÷а аäаптивноãо упpавëения неопpе-
äеëенныì стохасти÷ескиì объектоì с запазäыва-

ниеì. Систеìа стабиëизаöии нейтpаëüноãо объекта
иссëеäуется в pаботе [9], а заäа÷а pобастноãо упpав-
ëения нейтpаëüныì объектоì и неëинейныì объек-
тоì — в статüях [10, 11] соответственно. Заäа÷и
упpавëения объектоì с pаспpеäеëенныì запазäы-
ваниеì pеøаþтся в pаботах [12—14].
В äанной статüе констpуиpуется систеìа сëеже-

ния за этаëонныì сиãнаëоì äëя объекта с pаспpе-
äеëенныì запазäываниеì по состояниþ и упpав-
ëениþ в усëовиях неопpеäеëенности паpаìетpов
ìатеìати÷еской ìоäеëи. 

Постановка задачи

Pассìотpиì объект упpавëения, ìатеìати÷еская
ìоäеëü котоpоãо описывается сëеäуþщиìи уpав-
ненияìи:

(t) = Ax(t) + D x(t + θ)dθ +

+ B u(t + θ)dθ + Γf (t), (1)

y(t) = Cx(t), u(θ) = 0, x(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [–h, 0],

ãäе x ∈ n; u(t), y(t) — скаëяpные упpавëяþщее воз-
äействие и pеãуëиpуеìая пеpеìенная; f (t) — скаëяp-
ное внеøнее возìущение; ϕ(θ) — непpеpывная на-
÷аëüная функöия; h — вpеìя запазäывания; A, D, В, Γ,
С — ÷исëовые ìатpиöы соответствуþщих поpяäков.
Тpебуется поëу÷итü аëãоpитì упpавëения, обес-

пе÷иваþщий выпоëнение öеëевоãо усëовия

|y(t) – ym(t)| < δ пpи t l T0, (2)

ãäе ym(t) — сиãнаë, котоpый äоëжен отсëеживатüся
выхоäоì объекта упpавëения; веëи÷ина δ > 0 ха-
pактеpизует то÷ностü сëежения; T0 — вpеìя, по ис-
те÷ении котоpоãо с на÷аëа функöиониpования сис-
теìы выпоëняется öеëевое неpавенство. Иныìи

Pешена задача pобастного упpавления для динамических объектов с pаспpеделенным запаздыванием по состоянию и упpав-
лению. Пpедполагается, что паpаметpы математической модели неизвестны, а измеpению доступны только выходные пеpе-
менные. В качестве целевых условий пpинята точность отслеживания эталонного сигнала. Получены алгоpитмы упpавления,
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сëоваìи, усëовие (2) озна÷ает, ÷то öеëевое неpа-
венство äоëжно выпоëнятüся за коне÷ное вpеìя,
котоpое зависит от ìноãих фактоpов — на÷аëüных
усëовий объекта, возìущений и этаëонноãо сиãнаëа. 
Буäеì pеøатü сфоpìуëиpованнуþ заäа÷у пpи

сëеäуþщих оãpани÷ениях.

Пpедположения 
1. Паpа (A, B) — упpавляема, а (A, C) — наблю-

даема.
2. Известны диапазоны возможных значений эле-

ментов матpиц A, D, B, Γ, C. 
3. Уpавнение (1) является минимально-фазовым,

т. е. квазиполином CAdjΛ(s)B является гуpвицевым,
где s — комплексная пеpеменная в пpеобpазовании
Лапласа; Λ(s) = (In s – А – Dσ(s)); In — единичная
матpица поpядка n Ѕ n; AdjΛ(s) — пpисоединенная
матpица (тpанспониpованная матpица алгебpаиче-
ских дополнений матpицы Λ(s));

σ(s) = esθdθ = . (3)

4. Внешнее возмущение f (t) и эталонный сигнал
ym(t) являются гладкими и огpаниченными функциями.

5. Пpоизводные pегулиpуемой пеpеменной и упpав-
ляющего воздействия не измеpяются.

Метод pешения 

Сфоpìиpуеì упpавëяþщее возäействие в соот-
ветствии с фоpìуëой

u(t) = u(t – h) + αϑ(t), (4)

ãäе α > 0, ϑ(t) — новое упpавëение. 
Вы÷исëиì пpеобpазование Лапëаса äëя инте-

ãpаëов в уpавнениях (1), у÷итывая pавенство (3) и
на÷аëüные усëовия. Интеãpиpуя по ÷астяì, поëу÷иì

e–stdt x(t + θ)dθ =

= ϕ(θ)dθ + e–st(x(t) – x(t – h))dt =

= ϕ(θ)dθ + x(s) = ϕ(θ)dθ + σ(s)x(s),

u(t + θ)dθ = u(θ)dθ +

+ e–st(u(t) – u(t – h))dt = u(s) = σ(s)u(s).

Тоãäа уpавнения (1) в изобpажениях Лапëаса
пpиìут виä

sx(s) = Ax(s) + Dσ(s)x(s) + Bσ(s)u(s) +

+ Γf (s) + x(0) + ϕ(θ)dθ, y(s) = Cx(s). (5)

Без потеpи общности и с öеëüþ упpоститü пpе-
обpазования буäеì с÷итатü, ÷то ìатpиöа D иìеет
виä D = [d 0n Ѕ (n – 1)], ãäе d — n-ìеpный вектоp,
0n Ѕ (n – 1) — нуëевая ìатpиöа поpяäка n Ѕ (n – 1).
Пpеобpазуеì уpавнения (5) в фоpìу вхоä—вы-

хоä, у÷итывая соотноøение (4):

sQn(s)y(s) + Qn – 1(s)(1 – e–hs)y(s) =
= Rm(s)αϑ(s) + sSr (s)f (s) + sK(s), (6)

ãäе K(s) — изобpажение на÷аëüных усëовий, 

K(s) = CAdjΛ(s) ; 

Qn(s) + Qn – 1(s)σ(s) = detΛ(s);
Rm(s) = CAdjΛ(s)B; Sr(s) = СAdjΛ(s)Γ,

инäексы у ìноãо÷ëенов зäесü и в äаëüнейøеì со-
ответствуþт их поpяäкаì, r m n – 1.
Пpиìениì аëãоpитì äеëения Евкëиäа к поëи-

ноìу sQn(s) + Qn – 1(s):

sQn(s) + Qn – 1(s) = (s)Rm(s) + Nm – 1(s),

γ = n + 1 – m.

Пpеäставиì ìноãо÷ëен (s) в виäе суììы äвух
поëиноìов:

(s) = Qγ(s) + .

Зäесü Qγ(s) — ãуpвиöев поëиноì. Тоãäа поëу÷иì

(s)Rm(s) + Nm – 1(s) = (Qγ(s) + (s))Rm(s) +

+ Nm – 1(s). Поäставив это выpажение в уpавнение
(6) и, pазäеëив поëу÷енное уpавнение сëева и спpава

на ноpìиpованный поëиноì (s) = Rm(s),

поëу÷иì 

Qγ(s)y(s) = rm0αϑ(s) + ψ1(s), (7)

rm0 — коэффиöиент пpи стаpøеì ÷ëене у поëиноìа
Rm(s),

ψ1(s) = (Qn – 1(s)e
–hsy(s) – (s)y(s) +

+ sSr(s)f (s) + sK(s)).

Составиì уpавнение äëя сиãнаëа pассоãëасова-
ния e(s) = y(s) – ym(s):

Qγ(s)e(s) = ϑ(s) + ψ(s), (8)

ãäе ym(s) — изобpажение Лапëаса этаëонноãо сиã-
наëа ym(t),

ψ(s) = ψ1(s) + (rm0α – 1)ϑ(s) + Qγ(s)ym(s).

Функöия ψ(t), котоpая явëяется оpиãинаëоì
изобpажения ψ(s), несет всþ инфоpìаöиþ о неоп-
pеäеëенности паpаìетpов ìатеìати÷еской ìоäеëи
и возìущениях.
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Воспоëüзуеìся ìетоäоì внутpенней ìоäеëи, äис-
кpетный ваpиант котоpой изëожен в pаботе [15].
В соответствии с этиì ìетоäоì закон упpавëения
äоëжен иìетü виä

ϑ(s) = e(s),(9)

ãäе Fì(s), Bì(s) — ìноãо÷ëены ìиниìаëüноãо по-
pяäка, котоpые явëяþтся pеøениеì поëиноìиаëü-
ноãо уpавнения

Fì(s)Qγ(s) + Bì(s) = Φ(s).

Зäесü Φ(s) — тpебуеìый хаpактеpисти÷еский по-
ëиноì заìкнутой систеìы по оøибке сëежения пpи
отсутствии функöии ψ(s); Ap(s) — пpоизвоëüный
поëиноì; Cγ(s) — ãуpвиöев ìноãо÷ëен.
В äанноì сëу÷ае поëиноì Qγ(s) явëяется ãуpви-

öевыì и выбиpается пpоектиpовщикоì, а сфоpìу-
ëиpованная заäа÷а состоит в обеспе÷ении öеëевоãо
усëовия (2), ÷то тpебует уìенüøения вëияния функ-
öии ψ(s) на оøибку сëежения. Поэтоìу возüìеì
Bì(s) = 0, Fì(s) = Ap(s) = 1. Тоãäа закон упpавëе-
ния (9) ìожно записатü в виäе

ϑ(s) = – . (10)

Покажеì, ÷то пpи выбоpе ìноãо÷ëена Cγ(s) в виäе
Cγ(s) = (μs + 1)γ аëãоpитì упpавëения (10) обеспе-
÷ит выпоëнение öеëевоãо усëовия (2), ãäе μ > 0 —
äостато÷но ìаëое ÷исëо.
Пpиìениì обpатное пpеобpазование Лапëаса

к уpавненияì (8), (10) и запиøеì их в вектоpной
фоpìе, пpиниìая во вниìание pавенство
Qγ(t )e(t ) – ϑ(t ) = ψ(t ):

(t) = Amε(t) + b(ϑ(t) + ψ(t)), e(t) = Lε(t),

μ (t) = F0z(t) – bψ(t), ϑ(t) = Lz(t). (11)

Зäесü ε ∈ γ, z ∈ γ, L = [1 0 ... 0],

Am= , F0= , b= ,

qi — коэффиöиенты поëиноìа Qγ(s). Поëу÷иëи
синãуëяpно-возìущеннуþ систеìу уpавнений, так
как втоpое уpавнение в (11) описывает быстpые со-
ставëяþщие, есëи μ — ìаëое ÷исëо.
Утвеpждение. Пусть выполнены условия пpедпо-

ложений, многочлен Cγ(s) = (μs + 1)γ. Тогда сущест-
вует число μ0 > 0 такое, что пpи μ m μ0 алгоpитм
упpавления (10) обеспечит выполнение целевого усло-
вия (2). Доказатеëüство пpивеäено в пpиëожении.
Дëя иëëþстpаöии pаботы поëу÷енноãо аëãоpитìа

сëежения pассìотpиì ÷исëовой пpиìеp.

Пpимеp

Pассìотpиì объект, äинаìи÷еские пpоöессы в
котоpоì описываþтся сëеäуþщиìи уpавненияìи:

(t) = x(t) + x(t + θ)dθ +

+ u(t + θ)dθ + f (t), y(t) = [1 0 0]x(t),

xт(θ) = [6 2 2], uт(θ) = 0, θ ∈ [–2; 0].

Кëасс неопpеäеëенности заäан неpавенстваìи: 

–3 m ai m 2, –2 m di m 1, 2 m bi m 4,
i = 1, 2, 3; –2 m kj m 4, | f (t)| m 3.

Пеpеäато÷ные функöии по упpавëениþ и воз-
ìущениþ иìеþт виä

Wu(s) = ;

Wf (s) = .

В соответствии с соотноøениеì (3)

u(t) = u(t – h) + αϑ(t).

Тоãäа уpавнение (6) запиøется сëеäуþщиì об-
pазоì:

(s4 – a1s
3 – a2s

2 – a3s – (d1s
2 + d2s + d3))y(s) +

+ (d1s
2 + d2s + d3)e

–2s)y(s) = (b1s
2 + b2s + b3)αϑ(s) +

+ (k1s
2 + k2s)f (s) + sK(s).

Даëее, выпоëнив пpеобpазования, котоpые осу-
ществëяëисü äëя поëу÷ения фоpìуëы (8), выбеpеì
ìноãо÷ëены Qγ(s) = s2 + 5s + 6, Cγ(s) = (μs + 1)2. Аë-
ãоpитì упpавëения (10) в пpеобpазованиях Лапëаса
буäет иìетü виä

ϑ(s) = – .

На pисунке пpеäставëены пеpехоäные пpоöессы
по выхоäу и по оøибке сëежения пpи сëеäуþщих
исхоäных äанных:

ym(t) = 5sint + 5sin1,7t; f (t) = sin2t + sin2,4t,
a1 = di = 1, b1 = b2 = 3, b3 = 4, k1 = k2 = 2.

Пpи этих исхоäных äанных оøибка сëежения e(t)
посëе 8 с не пpевыøает зна÷ения 0,04. Есëи μ = 0,05,
то |e(t)| < 0,02; есëи μ = 0,01, то |e(t)| < 0,003.
С уìенüøениеì веëи÷ины μ вспëеск пеpехоäноãо
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пpоöесса по оøибке в отpиöатеëüнуþ стоpону
уìенüøается и сãëаживается.
Во всех сëу÷аях на упpавëяþщее возäействие

накëаäываëосü оãpани÷ение |u(t)| m 50.

Заключение

Pеøена заäа÷а пpоектиpования pобастноãо аë-
ãоpитìа сëежения за этаëонныì сиãнаëоì с поìо-
щüþ ìетоäа внутpенней ìоäеëи, котоpый пpеäëо-
жен в pаботе [5] äëя äискpетных систеì. В äанноì
сëу÷ае обоснована еãо пpиìениìостü äëя объекта,
ìатеìати÷еской ìоäеëüþ котоpоãо явëяþтся уpав-
нения с pаспpеäеëенныì запазäываниеì по со-
стояниþ и упpавëениþ.
Сëеäует отìетитü, ÷то пpи äpуãой стpуктуpе ìат-

pиöы D, т. е. коãäа она иìеет все ненуëевые эëе-
ìенты, аëãоpитì сëежения иìеет то÷но такой же
виä. В этоì сëу÷ае äоказатеëüство pаботоспособ-
ности о÷енü ãpоìозäко. Поëу÷енные аëãоpитìы
позвоëяþт поëу÷итü хоpоøуþ то÷ностü сëежения и
существенно поäавитü внеøние возìущения.

ПPИЛОЖЕНИЕ

Доказатеëüство состоит из äвух ÷астей. Вна÷аëе
äокажеì pаботоспособностü аëãоpитìа äëя pеäу-
öиpованной ìоäеëи. Затеì обоснуеì бëизостü пе-
pехоäных пpоöессов в исхоäной систеìе и в pеäу-
öиpованной ìоäеëи.
Пустü в систеìе уpавнений (11) ÷исëо μ = 0, то-

ãäа поëу÷иì pеäуöиpованнуþ ìоäеëü

(t) = Am (t) + b( (t) + (t)); (t) = L (t);(П.1)

0 = F0 (t) – b (t); (t) = L (t), 

ãäе (t) = (rm0α – 1) (t) + (t) + Qγ(P)ym(t);

(t) = (t) – ym(t);

(t) = (Qn – 1(P) (t – h) – (P) (t) +

+ PSr(P)f (t)) + χ(t);

P = d/dt — опеpатоp äиффеpенöиpования; χ(t) —
оpиãинаë изобpажения, связанноãо с на÷аëüныìи
усëовияìи, котоpый ìажоpиpуется затухаþщей
экспонентой.

Из втоpоãо уpавнения (П.1) иìе-
еì (t) = L b (t) = – (t). Поä-
ставив это зна÷ение в пеpвое уpав-
нение (П.1), поëу÷иì

(t) = Am (t), (t) = L (t),

(t) = – (t). (П.2)

Так как ìатpиöа Am явëяется ãуp-
виöевой, то спpавеäëивы усëовия:

(t) = 0, P j (t) = 0,

j = 1...γ. (П.3)

Сëеäоватеëüно, пеpеìенные P j (t) оãpани÷ены.
Pазpеøиì уpавнение (t) = –((rm0α – 1) (t) +

+ (t) + Qγ(P)ym(t)) относитеëüно (t):

(t) = – (Qγ(P)ym(t) + (t)).

Поäставиì (t) в äаннуþ фоpìуëу, в pезуëü-
тате ÷еãо поëу÷иì

Rm(P)α (t) = –Rm(P)Qγ(P)ym(t) –
– (Qn – 1(P)y(t – h) + PSr(P)f (t)) + χ(t).

У÷итывая ãуpвиöевостü квазипоëиноìа Rm(P),
поpяäок поëиноìа Qn – 1(P), оãpани÷енностü пе-
pеìенных P j (t), ãëаäкостü функöий ym(t) и f (t),
поëу÷аеì, ÷то упpавëение (t) явëяется оãpани÷ен-
ныì. Сëеäоватеëüно, функöия (t) и ее пpоизвоä-
ная тоже оãpани÷ены.
Такиì обpазоì, pеäуöиpованная систеìа (П.1)

асиìптоти÷ески устой÷ива по пеpеìенныì ε(t) с оã-
pани÷енныì упpавëениеì (t). Тоãäа äëя заäанноãо
÷исëа δ1 > 0 существует ìоìент вpеìени T1 такой,
÷то пpи t > T1 буäет выпоëнено неpавенство

| (t) – ym(t)| < δ1. (П.4)

Покажеì, ÷то пеpехоäные пpоöессы в систеìах
(11) и (П. 1) пpи соответствуþщеì выбоpе ÷исëа μ
ìоãут бытü бëизки. Ввеäеì вектоpы pассоãëасования
ξ(t) = ε(t) – (t), η(t) = z(t) – (t) = z(t) – b (t).
Тоãäа поëу÷иì сëеäуþщуþ систеìу уpавнений:

(t) = Amξ(t) + b(ϑ(t) – (t) + ψ(t) – (t));
ζ(t) = Lξ(t); (П.5)

(t) = F0η(t) – b (t); ϑ(t) – (t) = Lη(t).

Пpи оäинаковых на÷аëüных усëовиях и оäина-
ковых вхоäных сиãнаëах, у÷итывая pавенство
y(t) – (t) = e(t) – (t) = ζ(t), поëу÷иì

ϑ(t) – (t) + ψ(t) – (t) =

= ϑ(t) – (t) + (rm0α – 1)ϑ(t) + Qγ(P)ym(t) +

+ (Qn – 1(P)y(t – h) – (P)y(t) +

+ PSr(P)f (t) + PK(P)) – (rm0α – 1) (t) –

– Qγ(P)ym(t) – (Qn – 1(P) (t – h) –

ε

.

ε ϑ ψ e ε

z ψ ϑ z

ψ ϑ ψ1

e y

ψ1
1

Rm P( )
------------ y Qγ 1–

~ y

ϑ F 0
1– ψ ψ

ε

.

ε e ε

ϑ ψ

lim
t → ∞ 

ε lim
t → ∞ 

e
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– (P) (t) + PSr(P)f (t) + PK(P)) =

=rm0αLη(t)+ (Qn – 1(P)ζ(t–h)– (P)ζ(t)).

Выäеëиì öеëуþ ÷астü в поëиноìе Qn – 1(P):

 = Gγ – 2(P) + .

Есëи γ – 1 < m, то пpиниìая во вниìание стpук-
туpу ìатpиöы Am, систеìу уpавнений (П.5) ìожно
пpеобpазоватü к виäу

(t) = Amξ(t) + b(rm0αLη(t) + ξ(t – h) +

+ ω1(t) + ω2(t)); (П.6)

(t) = F0η(t) – b (t); ϑ(t) – (t) = Lη(t);

(t) = Ωω1(t) + bLξ(t – h);

(t) = Ωω2(t) + bLξ(t),

ãäе ω1 ∈ m, ω2 ∈ m; Ω — ãуpвиöевая ìатpиöа,
хаpактеpисти÷ескиì поëиноìоì котоpой явëяется

ìноãо÷ëен (s);  = [g10 ... g1(γ – 2) 0 ... 0],  =

= [g20 ... g2(m – 1) 0 0],  = [g30 ... g3(γ – 1) 0 ... 0] —

коэффиöиенты поëиноìов Gγ – 2(s), ΔGm – 1(s),

(s) соответственно, записанные в обpатноì

поpяäке.
Ввеäеì бëо÷ные вектоp φт(t) = [ξт(t) (t) (t)]

и ìатpиöы

A0 = , B1 = , B2 = ,

ìатpиöа A0 явëяется ãуpвиöевой. 

Тоãäа систеìа уpавнений (П.6) запиøется в виäе

(t) = A0φ(t) + B1φ(t – h) + B2η(t); (П.7)

(t) = F0η(t) – b (t). 

Возüìеì функöионаë Ляпунова—Кpасовскоãо

V(t) = φт(t)Hφ(t) + ηт(t)H1η(t) + φт(θ)Rφ(θ)dθ, (П.8)

ãäе поëожитеëüно-опpеäеëенные ìатpиöы H, H1
явëяþтся pеøенияìи ìатpи÷ных уpавнений

HA0 + H + HB1R
–1 H = –R – ρI;

H1F0 + H1 = –βI. (П.9)

Зäесü ρ > 0, β > 0, R — пpоизвоëüная поëожи-
теëüно-опpеäеëенная ìатpиöа, котоpая поäбиpает-
ся в пpоöессе pеøения.
Вы÷исëиì пpоизвоäнуþ от функöионаëа (П.8)

на тpаектоpиях систеìы (П.7):

(t) = φт(t)(HA0 + H)φ(t) + 2φт(t)HB1φ(t – h) +

+ 2φт(t)HB1η(t) + φт(t)Rφ(t) – φт(t – h)Rφ(t – h) +

+ ηт(t)(H1F0 + H1)η(t) – 2ηт(t)H1 b (t).

Воспоëüзуеìся тожäествоì

2φт(t)HB1φ(t – h) – φт(t – h)Rφ(t – h) =

= φт(t)HB1R
–1 Hφ(t) – (R–1 Hφ(t) –

– φ(t – h))тR(R–1 Hφ(t) – φ(t – h))

и оöенкаìи

2φт(t)HB1η(t) m μ|HB1|
2|φ(t)|2 + |η(t)|2;

–2ηт(t)H1 b (t) m |η(t)|2 + μ|H1 b|2| (t)|2.

Тоãäа, пpиниìая во вниìание (П.9), поëу÷иì
сëеäуþщее неpавенство:

(t) m –(ρ – μ|HB1|
2|φ(t)|2 – |η(t)|2 + μδγ,

ãäе

δγ = |H1 b|2| (t)|2.

sup(•) существует, так как быëа äоказана оãpани-
÷енностü веëи÷ины (t). Есëи выбpатü ÷исëа ρ и β
из усëовий ρ – μ|НВ1|

2 = ρ1, ρ1 > 0, β = 3, то поëу÷иì

(t) m –ρ1|φ(t)|
2 – |η(t)|2 + μδγ,

откуäа сëеäует, ÷то обëастü пpитяжений систеìы
(П.7) заäана неpавенствоì

ρ1|φ(t)|
2 + |η(t)|2 m μδγ.

Из этоãо неpавенства сëеäует сëеäуþщая öепо÷ка
неpавенств:

|ζ(t)|2 m |ξ(t)|2 m |φ(t)|2 m .

Пpиниìая во вниìание соотноøение (П.4), по-
ëу÷иì

|e(t)| = | (t) + ζ(t)| m δ1 + . (П.10)

Есëи ÷исëа δ1 и μ выбpатü из усëовия

δ1 +  < δ,

то из неpавенства (П. 10) поëу÷иì öеëевое усëовие (2).
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~ y
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The article is devoted to studying of the object, the mathematical model of which is the vector equation with a distributed
delay on a state vector and input signal. It is assumed that the parameters of the mathematical model are unknown, and the
limited disturbance influencing the object is unmeasured. The problem of tracing of a reference signal is formulated. In order
to ensure qualitative tracking of the reference signal, it is necessary to compensate for the influence of the unmeasured dis-
turbance on the output variable. For solving of this problem the method of the internal model is used. This method proved itself
in designing of the robust controls for the discrete systems. In this paper it is used for the continuous systems. The problem of
the robust control of the objects with the distributed delay on the state vector and input is being solved. It is assumed that the
parameters of the mathematical model of an object are unknown, and only the output variables are available for measurement.
As the target conditions the accuracy of tracking of the reference signal is accepted. The control algorithm was obtained al-
lowing to compensate for the aprioristic uncertainty and to reduce essentially the influence of the unmeasured bounded external
limited disturbance. The equations of the closed system are a singular system of equations. It was proved, that the received
control algorithm ensured implementation of the target conditions. The numerical examples and the results of the computer
simulation, which have demonstrated the efficiency of the received algorithm of tracking, are presented.
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Вычислительные алгоpитмы исследования устойчивости 
динамических систем в задачах схемотехнического анализа

Введение

Пpиìенение обpатных связей øиpоко испоëü-
зуется в анаëоãовых и pаäиотехни÷еских схеìах и
уëу÷øает их хаpактеpистики, обеспе÷ивая сниже-
ние ÷увствитеëüности к pазбpосу паpаìетpов, pас-
øиpение поëосы ÷астот, соãëасование иìпеäансов,
снижение искажений выхоäноãо сиãнаëа. Уìенü-
øение pазìеpов коìпонентов интеãpаëüных схеì
÷асто пpивоäит к äопоëнитеëüныì паpазитныì об-
pатныì связяì, существенно вëияþщиì на хаpак-
теpистики схеì в обëасти высоких ÷астот [2, 7, 9].
Пеpехоäная хаpактеpистика схеìы с заìкнутой

петëей обpатной связи поëностüþ опpеäеëяется ее
поëþсаìи. Хаpактеp pаспоëожения поëþсов пеpе-
äато÷ной функöии äает возìожностü pазpабот÷ику
оöенитü pяä важных хаpактеpистик ëинеаpизован-
ной ìоäеëи: устой÷ивостü, хаpактеp пеpехоäных
пpоöессов, быстpоäействие, степенü устой÷ивости
и äp. Дëя pазpабот÷ика схеì также поëезно знатü
тpаектоpиþ äвижения поëþсов на коìпëексной
пëоскости пpи боëüøоì откëонении паpаìетpов
коìпонентов эëектpи÷еской öепи, позвоëяþщуþ
оöенитü указанные выøе хаpактеpистики пpи не-
котоpых пpеäеëüных зна÷ениях паpаìетpов ìоäе-
ëей коìпонентов.
Пpобëеìа сохpанения устой÷ивости в схеìах с

обpатныìи связяìи явëяется важной пpакти÷еской
заäа÷ей пpоектиpования.

Саìовозбужäение ìожет возникатü за с÷ет появ-
ëения паpазитных обpатных связей в таких схеìах,
как ìощные усиëитеëи, ìаëоøуìящие усиëитеëи,
пpиеìники и т. ä. Оöенки устой÷ивости/неустой-
÷ивости и запаса устой÷ивости важны äëя указан-
ных кëассов схеì. Такая инфоpìаöия тpебуется
pазpабот÷икаì на pанних стаäиях пpоектиpования.
В статüе выпоëнен анаëиз ìетоäов иссëеäова-

ния устой÷ивости на основе аëãебpаи÷еских кpи-
теpиев.
Сpеäи аëãебpаи÷еских кpитеpиев наибоëее пpи-

ìеняеìыì явëяется оöенка устой÷ивости ëинеаpи-
зованной ìоäеëи по pаспоëожениþ поëþсов пеpе-
äато÷ной функöии на коìпëексной пëоскости.
Действитеëüные ÷асти всех поëþсов пеpеäато÷ной
функöии устой÷ивой схеìы äоëжны бытü отpиöа-
теëüныìи (сì. напpиìеp, pаботу [12]).
Ниже обсужäается вы÷исëитеëüный аëãоpитì,

базиpуþщийся на отыскании äоìиниpуþщих по-
ëþсов пеpеäато÷ной функöии. В основу аëãоpитìа
поëожен поäхоä, описанный в pаботе [11].
Пpеäëоженный аëãоpитì обëаäает высокой вы-

÷исëитеëüной эффективностüþ пpи иссëеäовании
устой÷ивости ëинеаpизованной ìоäеëи äинаìи÷е-
ской систеìы.
Пpи анаëизе устой÷ивости неäостато÷но уста-

новитü факт саìовозбужäения. Важно установитü
пpи÷ину этоãо явëения, обнаpужитü неäостатки

Пpиведены эффективные вычислительные алгоpитмы цикла исследования устойчивости динамических систем. Алгоpитмы
используют пpинцип модальной аппpоксимации. Для оценки устойчивости пpедложен вычислительный алгоpитм опpеделения
полюсов пеpедаточной функции, лежащих в пpавой полуплоскости комплексной плоскости. Обсуждается алгоpитм вычисления
полюсов схемной функции, обладающих наибольшей чувствительностью к паpаметpам электpической цепи. Пpиведены экс-
пеpиментальные pезультаты пpовеpки пpедложенных алгоpитмов.
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