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Метод скоpостного бигpадиента
в задаче упpавления вибpационным гиpоскопом1

Введение

В посëеäние ãоäы øиpокое pаспpостpанение
поëу÷иëи ìикpоэëектpоìехани÷еские (МЭМ) ãиpо-
скопы. Основной ìехани÷еский коìпонент оäно-
осноãо вибpаöионноãо ãиpоскопа пpеäставëяет собой
÷увствитеëüнуþ ìассу с äвуìя степеняìи свобоäы,
способнуþ пеpеìещатüся в äвух пеpпенäикуëяp-
ных напpавëениях на пëоскости поä äействиеì уп-
pуãих сиë, сиë тpения и внеøней вынужäаþщей
сиëы. Пpи этоì в ãиpоскопе пpоисхоäит пеpеäа÷а
энеpãии от оäной оси (оси пpиëожения сиëы) к äpу-
ãой (осü изìеpения) ÷еpез ускоpение Коpиоëиса.
Дëя опpеäеëения уãëовой скоpости вpащения ос-
нования вибpаöионноãо ãиpоскопа ìожно испоëü-
зоватü отноøение аìпëитуäы вынужäенных ãаpìо-
ни÷еских коëебаний по оси Ox (осü пpиëожения
сиëы) к аìпëитуäе возбужäенных поä äействиеì
сиëы Коpиоëиса коëебаний Oy (осü äат÷ика) [1].
В pаботах [1—4] указано, ÷то упpавëение без об-

pатной связи оказывается ÷увствитеëüныì к ìаëыì
ваpиаöияì паpаìетpов систеìы, котоpые непpе-
ìенно возникаþт в техноëоãи÷ескоì öикëе пpоиз-
воäства и экспëуатаöии МЭМ ãиpоскопов. Дëя по-
выøения то÷ности опpеäеëения уãëовой скоpости
в усëовиях паpаìетpи÷еской неопpеäеëенности
ìоãут испоëüзоватüся ëибо констpуктивные ìетоäы
(напpиìеp, ввеäение втоpой ÷увствитеëüной ìассы
[2]), ëибо аëãоpитìи÷еские ìетоäы, основанные на
испоëüзовании пpинöипа обpатной связи [3—5].
Квазистаöионаpнуþ (по отноøениþ к ÷астотаì вы-
нужäенных ãаpìони÷еских коëебаний ÷увствитеëü-
ной ìассы) уãëовуþ скоpостü вpащения основания
вибpаöионноãо ãиpоскопа, наpяäу с кососиììет-
pи÷ныìи коэффиöиентаìи жесткости и äеìпфи-
pования, ìожно pассìатpиватü как неизвестный
паpаìетp, поäëежащий аäаптаöии. Вхоäные упpав-
ëяþщие возäействия (сиëы) на обе оси ãиpоскопа

выбиpаþтся исхоäя из äостижения объектоì
упpавëения — ãиpоскопоì — заäанноãо ка÷ества.
Часто упpавëяþщие сиëы фоpìиpуþтся в виäе pе-
ëейноãо аëãоpитìа иëи в виäе коìбинаöии — суì-
ìы ãëаäкой настpаиваеìой и pеëейной составëяþ-
щих [3—5]. Вопpос о физи÷еской pеаëизуеìости
пpи этоì не pассìатpивается. Боëее тоãо, испоëü-
зование pеëейной составëяþщей ухуäøает иäенти-
фиöиpуþщие свойства ввиäу pобастности аëãоpит-
ìов упpавëения на основе скоëüзящих pежиìов,
в тоì ÷исëе по отноøениþ к паpаìетpи÷еской не-
опpеäеëенности [5].
В pаботе [6] äëя повыøения ка÷ества упpавëе-

ния вибpаöионныì ãиpоскопоì и уëу÷øения иäен-
тифиöиpуþщих свойств аëãоpитìа аäаптаöии пpеä-
ëожено pасøиpение исхоäной систеìы за с÷ет вве-
äения интеãpатоpов по вхоäаì, т. е. повыøение
астатизìа. Вìесте с теì, ввеäение интеãpатоpа по-
выøает ãëаäкостü эëектpостати÷еской сиëы, пpи-
ëоженной к осяì ãиpоскопа. Заìетиì также, ÷то
пpи иной постановке заäа÷и интеãpатоp ìожно ин-
теpпpетиpоватü как упpощеннуþ ìоäеëü пpивоäа,
созäаþщеãо сиëы, äействуþщие по осяì ãиpоскопа.
Данная pабота явëяется pасøиpенной и äопоë-

ненной веpсией äокëаäа [6]. В ÷астности, в пpеäстав-
ëяеìой pаботе pассìатpиваþтся вопpосы: öеëесооб-
pазности ввеäения äопоëнитеëüных интеãpатоpов
по вхоäаì ìехани÷еской поäсистеìы вибpоãиpо-
скопа; анаëиза pобастных свойств синтезиpуеìых
аëãоpитìов аäаптивноãо упpавëения по отноøе-
ниþ к аääитивныì возìущенияì; сpавнитеëüноãо
анаëиза схоäиìости, то÷ности, наëи÷ия иäентифи-
öиpуþщих свойств синтезиpованных аëãоpитìов.

Постановка задачи

Пpинöип äействия вибpаöионноãо ãиpоскопа в
pежиìе изìеpения уãëовой скоpости äвижения еãо
основания (pис. 1) закëþ÷ается в возäействии Ко-
pиоëисова ìоìента на вибpиpуþщуþ инеpöион-
нуþ ìассу (÷увствитеëüный эëеìент) [1—4].

Pассматpивается задача адаптивного упpавления одноосным вибpационным гиpоскопом. В целях повышения астатизма
системы и обеспечения гладкости упpавляющих сил по входам вводятся дополнительные интегpатоpы. Для системы с инте-
гpатоpами методом скоpостного бигpадиента синтезиpуется семейство гладких, pелейных и комбиниpованных алгоpитмов с
настpаиваемым многообpазием. Пpиводится методика синтеза алгоpитмов, условия пpименимости, анализ устойчивости
адаптивной системы упpавления, pобастности и pезультаты моделиpования.
Ключевые слова: метод скоpостного бигpадиента, настpаиваемый скользящий pежим, вибpационный гиpоскоп, устойчи-

вость, функция Ляпунова

 1 Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке PФФИ и
Пpавитеëüства Каëужской обëасти (ãpант № 14-48-03115).
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Матеìати÷еская ìоäеëü ìехани÷еской поäсис-
теìы оäноосноãо вибpаöионноãо ãиpоскопа в век-
тоpной фоpìе иìеет виä [1—3]

S1 :  + D  + Kbq + 2W  = u,

ãäе q = , u = , W = ,

D = , Kb = , ωx = , ωy = ,

ωxy = , dxx = m–1 , dxy = m–1 , dyy = m–1 ;

x, y — пеpеìещение ìассы вäоëü оpтоãонаëüных
осей Вх, By; m — ìасса ÷увствитеëüноãо эëеìента;
kxx, kxy, kyy — коэффиöиенты упpуãости поäвеса;

, ,  — коэффиöиенты äеìпфиpования

поäвеса; ux, uy — пpивеäенные к ìассе внеøние сиëы,
äействуþщие в напpавëении осей Bx, By соответ-
ственно; Ωz — уãëовая скоpостü вpащения основа-
ния вибpаöионноãо ãиpоскопа.
В сиëу возìожных поãpеøностей изãотовëения

вибpаöионноãо ãиpоскопа, напpиìеp ãеоìетpии
саìоãо ÷увствитеëüноãо эëеìента и еãо поäвеса,
пеpви÷ные (по оси Bx) и втоpи÷ные (по оси By) ко-
ëебания ìоãут оказыватü взаиìное вëияние äpуã на
äpуãа. Кpоìе тоãо, кажäое из этих коëебаний теì
иëи иныì обpазоì связано с коpпусоì, ÷то пpиво-
äит к взаиìноìу вëияниþ вибpаöий коpпуса и ÷ув-
ствитеëüноãо эëеìента. Описанная выøе ìоäеëü
оказывается ÷увствитеëüной к ìаëыì ваpиаöияì
паpаìетpов систеìы [1, 2].
Эффективныì путеì повыøения ÷увствитеëü-

ности вибpоãиpоскопа и, как сëеäствие, обеспе÷е-
ния высокой то÷ности изìеpения уãëовой скоpо-
сти вpащения основания явëяется испоëüзование
аäаптивной систеìы упpавëения вибpаöионныì

ãиpоскопоì. Заäа÷а упpавëения состоит в обеспе-
÷ении жеëаеìых автокоëебаний по осяì Bx, By и
оöенивании уãëовой скоpости вpащения основания
Ωz в усëовиях паpаìетpи÷еской неопpеäеëенности.
Жеëаеìые автокоëебания äëя поäсистеìы S1 с ÷а-

стотаìи ω1, ω2 соответственно вäоëü осей Bx и By
ìожно заäатü с поìощüþ явной этаëонной ìоäеëи
виäа

 + Kmqm = 0, qm(0) ≠ 0, (1)

ãäе qm = (xm ym)т — вектоp жеëаеìых аìпëитуä;

Km = diag{  }.

Ввеäеì оøибку сëежения в виäе

eт = (  ), ex = (ex )т, ey = (ey )т,

ãäе ex = x – xm, ey = y – ym, и фоpìаëизуеì öеëü
упpавëения в фоpìе öеëевоãо неpавенства:

||e|| m Δ пpи t l tε, (2)

ãäе Δ > 0 — то÷ностü сëежения.
Тpебуется синтезиpоватü аäаптивнуþ систеìу

упpавëения, обеспе÷ив äостижение поäсистеìой S1
öеëи упpавëения (ЦУ) (2) в усëовиях паpаìетpи÷е-
ской неопpеäеëенности и иäентификаöиþ паpа-
ìетpов ãиpоскопа, т. е. их асиìптоти÷ескуþ оöенку:

q → q* пpи t → ∞, 

ãäе q — вектоp паpаìетpов поäсистеìы S1, а q* =

= (dxx dxy dyy Ωz  ωxy )т — вектоp оöенки äан-

ных паpаìетpов.
Обеспе÷иì высоко÷астотное коëебатеëüное вpа-

щение по отноøениþ к äиапазону изìеpяеìой уã-
ëовой скоpости Ωz вpащения основания ãиpоскопа.
В этоì сëу÷ае квазистаöионаpнуþ уãëовуþ ско-
pостü Ωz ìожно pассìатpиватü в ìоäеëи ìехани÷е-
ской поäсистеìы S1 в ка÷естве неизвестноãо паpа-
ìетpа, поäëежащеãо иäентификаöии.
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Pис. 1. Упpощенная модель одноосного вибpационного гиpоскопа (а); системы кооpдинат (б)
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Дëя повыøения астатизìа, поëу÷ения ãëаäких
аëãоpитìов упpавëения äëя ìехани÷еской поäсис-
теìы ввеäеì поäсистеìу интеãpатоpов. Пpи этоì
поëу÷аеì каскаäнуþ систеìу виäа

(3)

ãäе v = (vx vy)
т — новый упpавëяеìый вхоä (  = v);

h = (ηx ηy)
т — вектоp возìущения, котоpый пpеä-

поëаãается оãpани÷енныì (||h|| m Cη).
Дëя pасøиpенной систеìы (3) поставиì заäа÷у

обеспе÷ения оãpани÷енности тpаектоpий заìкну-
той систеìы, äостижения основноãо öеëевоãо не-
pавенства (2) и äопоëнитеëüной öеëи — иäентифи-
каöии паpаìетpов.

Синтез алгоpитмов упpавления

Выбеpеì öеëевой функöионаë äëя коне÷ноãо
каскаäа S1 ОУ (3) с этаëонной ìоäеëüþ (1) в виäе

Q(e) = 0,5( Hxex + Hyey), (4)

ãäе Hi =  > 0, i = {x, y}.

В соответствии с ЦУ (2) ввеäеì öеëевое неpа-
венство виäа

Q(e) m Δe пpи t l te. (5)

О÷евиäно, ÷то пpи Q(e) → 0 пpи t → 0 ЦУ (2)
äостиãается.
Пpовеäеì синтез аëãоpитìа упpавëения ìето-

äоì скоpостноãо биãpаäиента [7], котоpый вкëþ-
÷ает в себя тpи этапа: на пеpвоì этапе в усëовиях
поëной апpиоpной инфоpìаöии об объекте синте-
зиpуется "иäеаëüное" виpтуаëüное упpавëение ко-
не÷ныì каскаäоì, обеспе÷иваþщее äостижение
öеëи упpавëения пpи поëной апpиоpной инфоpìа-
öии. На втоpоì этапе неизвестные паpаìетpы
"иäеаëüноãо" виpтуаëüноãо упpавëения заìеняþтся
настpаиваеìыìи, и синтезиpуется аëãоpитì аäап-
таöии в напpавëении антиãpаäиента от скоpости
изìенения öеëевоãо функöионаëа по настpаивае-
ìыì паpаìетpаì. На тpетüеì этапе фоpìиpуется
ìноãообpазие пеpесе÷ения в виäе pавенства нуëþ
невязки ìежäу pеаëüныì вхоäоì выхоäноãо каскаäа
и виpтуаëüныì упpавëениеì. Ввоäится äопоëни-
теëüный кваäpати÷ный функöионаë по откëонениþ
тpаектоpии заìкнутой систеìы от пеpесе÷ения ãи-
пеpповеpхностей. Синтезиpуется упpавëение в на-
пpавëении антиãpаäиента от скоpости изìенения
äопоëнитеëüноãо функöионаëа по упpавëениþ,
обеспе÷иваþщее äостижение пеpесе÷ения ìноãо-
обpазий ãипеpповеpхностей.
Этап 1. В соответствии с уpавненияìи (1), (3)

ìоäеëü оøибки иìеет виä

 = –(D + 2W)  – Kbq + Kmqm + u, (6)

ãäе eт = (ex ey).

Пpеäставиì (6) в скаëяpной фоpìе:

 = – mx + xm + ux, (7)

 = – my + ym + uy, (8)

ãäe mx = (     0  –2   x  y  0)т,

my = (0      2   0  x  y)т.
Выбеpеì "иäеаëüное" виpтуаëüное упpавëение

 = (  )т в фоpìе суììы коìпенсиpуþ-

щей и ëинейной стабиëизиpуþщей обpатной связи:

 = mx + vx, (9)

 = my + vy, (10)

ãäе vx = – xm – λ0xex – λ1x , vy = – ym –

– λ0yey – λ1y ; λjx > 0, λjy > 0, j = 0,1.

Стpуктуpная схеìа коне÷ноãо каскаäа, заìкнутоãо
"иäеаëüныì" виpтуаëüныì упpавëениеì (пpи виpту-

аëüноì выпоëнении u = ), пpивеäена на pис. 2.

Пpоизвоäная по вpеìени ω(e, q*) от öеëевоãо

функöионаëа Q(e) пpи u =  иìеет виä

ω(e, q*) = Hx  + Hy  = Ax*ex + Ay*ey m

m –ρ10,5 Hxex – ρ20,5 Hyey m –ρQ(e),

ãäе Ax* = ; Ay* =  — ãуp-

виöевые ìатpиöы, уäовëетвоpяþщие уpавненияì
Ляпунова

HiAi* + Hi = –Gi, Gi =  > 0, i ∈ {x, y}, (11)

ρi = λmin(Gi)/λmax(Hi), ρ = min{ρx, ρy} > 0.

Сëеäоватеëüно, Q(e(t)) m Q(e(0))exp(–ρt),
Q(e(t)) → 0, t → ∞, и, в сиëу кваäpати÷ной фоpìы
Q(e), поëу÷аеì e → 0, t → ∞.

S1:  + D  + Kbq + 2W  = u,

S2:  = v + h,
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Pис. 2. Выходной каскад с "идеальным" виpтуальным упpавлением
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Этап 2. Заìениì в соотноøениях (9) и (10) не-
известные паpаìетpы q* настpаиваеìыìи q. Поëу-
÷иì виpтуаëüные упpавëения виäа

 = qтmx + vx, (12)

 = qтmy + vy. (13)

Вы÷исëяя скоpостü изìенения по вpеìени ω(e, q)
öеëевоãо функöионаëа Q(e), а затеì ãpаäиенты по
настpаиваеìыì паpаìетpаì, поëу÷аеì аëãоpитì
аäаптаöии в äиффеpенöиаëüной фоpìе:

 = –GÑqω(e, q) = –G(δxmx + δymy), (14)

ãäе G = Gт > 0 — ìатpиöа коэффиöиентов усиëения

(в ÷астности, G = diag{γi, i = }, γi > 0), δx = ex  +

+ , δy = ey  + ; Hx = ( ), Hy = ( ) —

ìатpиöы, уäовëетвоpяþщие уpавненияì Ляпунова (11).
Стpуктуpная схеìа коне÷ноãо каскаäа с аäап-

тивныì виpтуаëüныì упpавëениеì пpеäставëена
на pис. 3.
Этап 3. Выбеpеì откëонение от пеpесе÷ения

ìноãообpазий ãипеpповеpхностей s º 0 в фоpìе не-
вязки ìежäу вхоäоì поäсистеìы S1 и настpаивае-
ìыì виpтуаëüныì упpавëениеì uvirt = (  )т:

s = u – uvirt. (15)

Ввеäеì äопоëнитеëüнуþ öеëевуþ функöиþ (ЦФ),
хаpактеpизуþщуþ откëонение тpаектоpии систеìы
от пеpесе÷ения ìноãообpазий:

R(s) = 0,5sтs. (16)

Сеìейство аëãоpитìов упpавëения, обеспе÷и-
ваþщих äостижение öеëевоãо неpавенства

R(s) m Δs, пpи t l ts, (17)

иìеет виä

v = v0 – γmj(s), (18)

ãäе v0 — апpиоpное заäанное упpавëение (ìожет бытü
выбpано pавныì нуëþ), вектоp-функöия j(s) уäов-
ëетвоpяет усëовиþ усиëенной псевäоãpаäиентно-
сти: j(s)т∇vμ(s, v) l β||∇vμ(s, v)||δ, ãäе β > 0,

δ=1, 2, ... — некотоpые ÷исëа, μ(s, v) = sт( – ) =

= sт(v + h – t) — пpоизвоäная по вpеìени от ЦФ (16),

∇vμ(s, v) = s — ãpаäиент по упpавëениþ v. Зäесü

tт = ( mx + qт  + my + qт  + ).

Усëовиþ усиëенной псевäоãpаäиентности уäов-
ëетвоpяþт, напpиìеp, функöии

j(s) = sign∇vμ(s, v) пpи δ = 1, β = ,

j(s) = ∇vμ(s, v) пpи δ = 2, β = λmin( ),

ãäе  =  > 0 — (2 Ѕ 2)-ìерные ìатpиöы усиëитеëя;

λmin( ) — ìиниìаëüное собственное зна÷ение .

Пpи v0 = 0 поëу÷аеì ãëаäкие и pеëейные аëãо-
pитìы виäа

v = –γm∇vμ(s, v) = –γms,

v = –γmsign∇vμ(s, v) = –γm signs.

Заìетиì, ÷то pеëейный аëãоpитì (δ = 1) отно-
сится к кëассу систеì с настpаиваеìыì скоëüзя-
щиì pежиìоì [8, 9]. Гëаäкие и pеëейные аëãоpит-
ìы упpавëения (18) с аëãоpитìоì аäаптаöии (14)
относятся к кëассу аëãоpитìов скоpостноãо биãpа-
äиента [7] (аëãоpитìы фоpìиpуþтся в напpавëени-
ях, антиãpаäиентных скоpостяì изìенения по вpе-
ìени öеëевых функöий Q(e) и R(s)).
Стpуктуpная схеìа систеìы упpавëения вибpа-

öионныì ãиpоскопоì с реëейныì управëениеì
пpеäставëена на pис. 4.
Теоpема 1. Дëя систеìы (1), (3), (12)—(15), (18)

спpавеäëивы утвеpжäения:
1. Пpи δ = 1 существует  > 0 такое, ÷то пpи

γm >  öеëи упpавëения (4), (17) äостиãаþтся пpи
ëþбых Δε > 0, Δσ > 0, все тpаектоpии систеìы оã-
pани÷ены, Q(e) → 0 ⇔ e → 0 пpи t → ∞. Существует
ìоìент вpеìени t * такой, ÷то R(s) ≡ 0 ⇔ s ≡ 0 пpи
t l t *. Аëãоpитì аäаптаöии (14) обëаäает иäенти-
фиöиpуþщиìи свойстваìи: q → q* пpи t → ∞.

2. Пpи δ > 1 äëя ëþбоãо Δ = min{Δe, Δs} > 0 су-
ществует (Δ) > 0 такое, ÷то пpи γm >  öеëи
упpавëения (4), (17) äостиãаþтся пpи ëþбых Δe > 0,
Δs > 0, все тpаектоpии систеìы оãpани÷ены. Пpи
γm → ∞ спpавеäëиво: R(s) → 0, Q(e) → 0, q → q* пpи
t → ∞, аëãоpитì аäаптаöии (14) обëаäает иäенти-
фиöиpуþщиìи свойстваìи: q → q* пpи t → ∞.
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Pис. 3. Конечный каскад с адаптивным виpтуальным упpавлением
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3. Существует функöия Ляпунова виäа

V(e, s, q) = Q(e) + R(s) + 0,5||q – q*|| , (19)

ãäе G = diag{γj}, γj > 0, j = . 
Из теоpеìы 1 сëеäует, ÷то ãëаäкий аëãоpитì

упpавëения обëаäает боëее сëабыìи свойстваìи схо-
äиìости и иäентификаöии, поэтоìу еãо пpеäпо÷-
титеëüнее испоëüзоватü в коìбинаöии с pеëейныì
аëãоpитìоì. Пpи этоì в заìкнутой систеìе äостиãа-
ется асиìптоти÷еская устой÷ивостü (s, e, q – q*) → 0
пpи t → ∞.

Анализ устойчивости

Опpеäеëиì пpоизвоäнуþ по вpеìени от функöии
Ляпунова (19) поэëеìентно. Вы÷исëиì пpоизвоäнуþ
по вpеìени от пеpвоãо сëаãаеìоãо Qx ´ 0,5 Hxex
пpи ux = σx +  (15), ãäе  опpеäеëяется из pа-
венства (12):

 = Hx  =

= Hx  m

m –ρxQx + Hx  =

= –ρxQx + (q – q*)
тδxmx + δxσx.

Анаëоãи÷но вы÷исëиì пpоизвоäнуþ от втоpоãо
сëаãаеìоãо Qy ´ 0,5 Hyey пpи uy = σy + , ãäе

 опpеäеëяется из pавенства (13):

 = Hy  =

= Hy  m

m –ρyQy + Hy  =

= –ρyQy + (q – q*)
тδymy + δyσy.

Пpоизвоäная от R(s) = 0,5sтs иìеет виä

μ(s, v) = sт(  – ) = sт(v + h – t). (20)

Вы÷исëиì пpоизвоäнуþ от посëеäнеãо сëаãае-
ìоãо:

0,5 {(q – q*)
тΓ–1(q – q*)} = (q – q*)

тΓ–1 .

Объеäиняя сëаãаеìые, поëу÷аеì

 m –ρxQx – ρyQy + (q – q*)
т(δxmx + δymy + Γ–1 ) +

+ sт(d + v + h – t), d ´ (δx, δy).

В сиëу аëãоpитìов аäаптаöии (14) поëу÷аеì

 m –ρQ(e) + sт(d + h – t) + sтv. (21)

Поäставëяя упpавëение v (18) в неpавенство (21),
поëу÷аеì

 m –ρQ(e) + sт(d + h – t + v0) – γms
тj(s).

Поëожиì v* = –d – h + t – 0,5ρRs, ãäе ρR > 0.
Тоãäа с у÷етоì усëовия усиëенной псевäоãpаäи-
ентности иìееì

 m –ρQ(e) – ρRR(s) + sт(v0 – v*) – γmβ||s||δ,
β > 0, δ = 1, 2, ... . (22)

Pассìотpиì äва сëу÷ая: δ = 1 и δ > 1.
Пустü δ = 1. С у÷етоì pавенства ||s|| = 

соотноøение (22) пpиìет виä

 m –ρQ(e) – ρRR(s) + sт(v0 – v*) – γ0||s|| m

m –ρQ(e) – ρRR(s) – , (23)

ãäе γmβ = γ1β + γ0; γ0 > 0;  = γ0 > 0; γ1 уäов-
ëетвоpяет pавенству

γ1β = ||v0 – v*||.

Интеãpиpуя неpавенство (23), поëу÷аеì, ÷то пpи
ëþбых оãpани÷енных на÷аëüных усëовиях спpа-
веäëиво неpавенство

{–ρQ(e) – ρRR(s) – }dτ m V(0) < ∞. (24)

Из (24) сëеäует оãpани÷енностü e, s, ||q – q*||. Из
оãpани÷енности тpаектоpий этаëонной ìоäеëи qm(t)

и (t) и оãpани÷енности q* сëеäуþт оãpани÷ен-

ностü q,  и q соответственно. Из оãpани÷енности

q,  и q в сиëу соотноøений (12), (13) сëеäует оãpа-

ни÷енностü uvirt. Из оãpани÷енности uvirt и s в сиëу
pавенства (15) сëеäует оãpани÷енностü u. Тоãäа из
оãpани÷енности пpавых ÷астей уpавнений (7), (8)
сëеäует оãpани÷енностü  и , и, как сëеäствие,

 оãpани÷ено. Из анаëиза пpавой ÷асти уpавнения

(14) сëеäует оãpани÷енностü . Из оãpани÷енности

q, , , , q,  сëеäует оãpани÷енностü t. Из оãpа-
ни÷енности v, t и ||h(t)|| m Cη сëеäует оãpани÷енностü

 = v + h – t. Оãpани÷енностü  и  пpивоäит к
pавноìеpной непpеpывности s(t) и e(t) соответст-
венно. Сëеäоватеëüно, поäынтеãpаëüная функöия
в (24) pавноìеpно непpеpывна. Тоãäа из ëеììы
Баpбаëата сëеäует Q(e) → 0, R(s) → 0 пpи t → ∞. Из
кваäpати÷ноãо виäа Q(e) и R(s) сëеäует e(t) → 0,
s(t) → 0 пpи t → ∞.

Γ 1–
2

1 7,

ex
т

ux
vir ux

vir

Q· x ex
т e·x

q*
тmx– ω1

2xm σx ux
vir ux*

vir±+ + +⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ex
т e·x

λ1xe
·
x– λ0xex– ux

vir ux*
vir

–( ) σx+ +⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ex
т 0

q q*–( )тmx σx+⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ey
т uy

vir

uy
vir

Q· y ey
т e·y

q*
тmy– ω2

2ym σy uy
vir uy*

vir±+ + +⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ey
т e·y

λ1ye
·
y– λ0yey– uy

vir uy*
vir

–( ) σy+ +⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ey
т 0

q q*–( )тmy σy+⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

u· u·
virt

d
dt
--- q·

V· q·

V·

V·

V·

2 R s( )

V·

γ0~ R

γ0~ 2

 
0

∞

∫ γ0~ R s( )

q·m
q·

q·

e··x e··y

q··

q·

q· q·· q·m q·

s· s· e·



788 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 16, № 11, 2015

Из неpавенства (23) вытекает возìожностü бо-
ëее быстpой схоäиìости R(s) → 0 по отноøениþ к
Q(e) → 0. Pассìотpиì вопpос о схоäиìости к пеpе-
се÷ениþ ãипеpповеpхностей s ≡ 0 боëее поäpобно.
Вновü веpнеìся к pавенству (20). Пpи выбpанноì
в неpавенстве (23) коэффиöиенте усиëения γmβ

поëу÷аеì  m –ρRR(s) –  m – .

Интеãpиpуя посëеäнее неpавенство, поëу÷аеì

 m  – t. В ëевой ÷асти неpавен-

ства — неотpиöатеëüная функöия, в пpавой ÷асти —
ëинейно убываþщая функöия, сëеäоватеëüно, су-
ществует ìоìент вpеìени t* такой, ÷то R(s(t*)) = 0,

и спpавеäëива оöенка t * m . Такиì об-

pазоì, в заìкнутой систеìе возникает настpаивае-
ìый скоëüзящий pежиì и s(t) ≡ 0 пpи t l t *. Пpи
этоì в скоëüзящеì pежиìе спpавеäëивы оöенки

Q(e(t)) m Q(e(t *)) – ρQdτ и u(t) = uvirt(t) пpи t l

t *. Дëя сëу÷ая δ = 1 теоpеìа äоказана.
Pассìотpиì сëу÷ай δ > 1. Из неpавенства (22)

поëу÷аеì

 m –ρQ(e) – ρRR(s) + d ||s|| – γmβ||s||δ,
ãäе d ´ ||v0 – v*||. (25)

Дëя фиксиpованноãо Δ: 0 < Δ < V0 = Q(e(0)) +

+ R(s(0)) + 0,5||q(0) – q*|| , поëожиì (Δ) =

= ρQ(e), (Δ) = ρRR(s),  = d, ãäе

Ω0 = ∪((e, q, s) : Q(e) + R(s) m V0, 0,5||q – q*||  m V0).

Тоãäа из (25) поëу÷аеì  m – (Δ) – (Δ) +
+ ||s|| – γmβ||s||δ.
Максиìизиpуя посëеäние äва сëаãаеìых по ||s||:

( ||s|| – γmβ||s||δ),

поëу÷аеì

 – δγmβ||s||δ – 1 = 0 ⇔ ||s|| = .

Тоãäа

 m – (Δ) – (Δ) + . (26)

В сиëу неpавнства (26) äëя äостато÷но боëüøоãо
γm существуþт ε0 > 0 и ε1 > 0 такие, ÷то пpи γm > γ2
неpавенство  m –ε0 буäет выпоëнятüся, есëи буäут
выпоëнятüся неpавенства

Δ – ε1 m Q + R m V0, (27)

ãäе Q, R — зна÷ения функöионаëов в ìоìент вpе-
ìени t.

Левая ÷астü неpавенства (27) не ìожет выпоë-
нятüся в те÷ение вpеìени, боëüøеãо, ÷еì V0/ε0.
Неpавенство Q + R m V0 не ìожет наpуøитüся, так
как V m V0. Поэтоìу существует такой ìоìент вpе-
ìени τ > 0, ÷то

Q + R m Δ – ε1, (28)

и, сëеäоватеëüно, пpи ëþбоì t > τ ìножество Gt =
= {s:s < t, Q + R m Δ – ε1} непустое. Выбеpеì τt = supGt.
Функöии ρQ > 0, ρRR > 0 пpи ëþбых Q ≠ 0, R ≠ 0,

сëеäоватеëüно (Δ) > 0, (Δ) > 0 пpи ëþбоì Δ > 0.

Выбеpеì Δ= min{Δe, Δs}. В сиëу (28) Q(e) m Δ – ε1 < Δe,
R(s) m Δ – ε1 < Δs пpи ëþбоì t > τt. Заìетиì, ÷то
из (26) сëеäует, ÷то пpи γm → ∞ посëеäние äва сëа-
ãаеìых пpавой ÷асти неpавенства (25) стpеìятся к
нуëþ и, как сëеäствие, R(s) → 0, Q(e) → 0 (s → 0,
e → 0) пpи t → ∞.
Наконеö, оãpани÷енностü тpаектоpий e, u, q, s

вытекает из усëовия  m 0 (на тpаектоpиях систеìы,
ãäе не выпоëняþтся öеëевые неpавенства (5), (17))
и кваäpати÷ной фоpìы функöионаëов R(s) и Q(e)).
Дëя сëу÷ая δ > 1 теоpеìа äоказана.
Из анаëиза пpавой ÷асти аëãоpитìа аäаптаöии

(14), äостижения (s, e) → 0 пpи t → ∞ äëя сëу÷ая
δ = 1 и пpеäеëüноãо äостижения (пpи γm → ∞) äëя
сëу÷ая δ > 1 сëеäует, ÷то ||q – q*|| → const пpи t → ∞.
Из анаëиза тpаектоpий систеìы пpи s = 0, e = 0
сëеäует, ÷то аëãоpитì аäаптаöии обëаäает иäенти-
фиöиpуþщиìи свойстваìи, есëи выпоëнено усëо-
вие интеãpаëüной невыpожäенности [10, 11] ìат-

pиöы F(t): F(s)F(s)тds l αI, ãäе τ, L, α — неко-

тоpые поëожитеëüные ÷исëа;

F(t)F(t)т =

= .

В установивøеìся режиìе äвижение ÷увстви-
теëüноãо эëеìента ãироскопа иìеет коëебатеëüный
характер, поэтоìу F(t)F(t)т — поëноãо pанãа, и ус-
ëовие иäентифиöиpуеìости выпоëнено.

Pезультаты математического моделиpования

В pаботах [1—4] отìе÷аëосü, ÷то основное вëия-
ние на то÷ностü изìеpения скоpости вpащения
оказываþт пеpекpестные связи вибpаöионноãо ãи-
pоскопа. Поэтоìу буäеì с÷итатü неизвестныìи па-
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pаìетpаìи  = dxy,  = Ωz,  = ωxy. Остаëüные

паpаìетpы dxx, dyy, ,  с÷итаþтся известныìи.

Выбиpая Ai* = , Gi = , i = {x, y},

поëу÷аеì Hi = . Пpи äанных пpеäпоëожениях

pеëейный и коìбиниpованный аëãоpитìы упpав-
ëения иìеþт виä

v = –γmsugns; (29)

v = –γm1s – γm2signs, (30)

ãäе s = u – uvirt,

uvirt = ,

 = –γ2(δx  + δy ),  = –γ4(δy  – δx ),

 = –γ6(δxy + δyx), δi = ei + , i = x, y.

Моäеëиpование пpовоäиëи пpи xm = 0,3cosω1t,
ym = 0,5sinω2t, h

т = (0,8sin(20(2πt)) 0,8cos(20(2πt)))
и паpаìетpах (объекта, этаëонной ìоäеëи, pеãуëято-
pа), пpивеäенных в табëиöе.

Pезуëüтаты ìатеìати÷ескоãо ìоäеëиpования сис-
теìы упpавëения с pеëейныì аëãоpитìоì упpавëе-
ния (29) пpи γm = 8 пpивеäены на pис. 5—10.

Pезуëüтаты ìатеìати÷ескоãо ìоäеëиpования сис-
теìы упpавëения с аëãоpитìоì упpавëения (30)
пpи γm1 = 60, γm2 = 5 пpивеäены на pис. 11—16.
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Pис. 5. Тpаектоpии объекта и эталонной модели

m ω1 = ω2 q0 dxx dxy dyy ωx ωxy ωy Ωz γ2 γ4 γ6

10–8 кã 1 кГö 1 μì 0,05 0,005 0,06 1,05 0,01 0,97 5 5,5 10 4

Pис. 7. Отклонение от многообpазия скольжения

Pис. 6. Входы выходного каскада

Pис. 8. Pезультаты идентификации угловой скоpости Wz
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Pис. 10. Pезультаты идентификации паpаметpа wxy Pис. 13. Отклонение от многообpазия скольжения 

Pис. 9. Pезультаты идентификации паpаметpа dxy Pис. 12. Упpавление

Pис. 11. Тpаектоpии объекта и эталонной модели Pис. 14. Pезультаты идентификации угловой скоpости Wz
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Как виäно из pис. 5—16, pеëейный и коìбиниpо-
ванный аëãоpитìы упpавëения обеспе÷иваþт äости-
жение асиìптоти÷еской устой÷ивости (s, e, q– q*) → 0
пpи t → ∞. В коìбиниpованноì аëãоpитìе это äос-
тиãается за с÷ет pеëейной составëяþщей с ìенü-
øиì, по сpавнениþ с pеëейныì аëãоpитìоì, ко-
эффиöиентоì усиëения.

Заключение

Дëя оäноосноãо вибpаöионноãо ãиpоскопа с
интеãpатоpоì ìетоäоì скоpостноãо биãpаäиента
синтезиpованы ãëаäкие, pеëейные и коìбиниpо-
ванные аëãоpитìы упpавëения с настpаиваеìыìи
ìноãообpазияìи. Синтезиpованные аëãоpитìы обес-
пе÷иваþт ãëаäкостü сиë, возäействуþщих на ÷ув-
ствитеëüнуþ ìассу ãиpоскопа.

Pеëейные и коìбиниpованные (по вхоäаì ин-
теãpатоpов) аëãоpитìы обеспе÷иваþт возникнове-
ние настpаиваеìоãо скоëüзящеãо pежиìа, pобаст-
ностü по отноøениþ к внеøниì возäействияì на
вхоäах интеãpатоpов, стpеìëение тpаектоpий сис-
теìы к настpаиваеìоìу ìноãообpазиþ скоëüжения
и жеëаеìыì коëебанияì ÷увствитеëüноãо эëеìента
ãиpоскопа, обëаäаþт иäентифиöиpуþщиìи свой-
стваìи.
Гëаäкие аëãоpитìы характеризуþтся боëее сëа-

быìи свойстваìи: обеспе÷иваþт стpеìëение тpа-
ектоpий заìкнутой систеìы к настpаиваеìоìу
ìноãообpазиþ скоëüжения с заäанной коне÷ной
то÷ностüþ и, как сëеäствие, коне÷нуþ то÷ностü вос-
пpоизвеäения жеëаеìых коëебаний ÷увствитеëüноãо
эëеìента, коне÷нуþ то÷ностü оöенивания паpаìет-
pов, вкëþ÷ая уãëовуþ скоpостü основания ãиpо-
скопа. То÷ностü повыøается пpи увеëи÷ении ко-
эффиöиента усиëения аëãоpитìа упpавëения.
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The article deals with the problem of adaptive control of a single-axis vibratory gyroscope. In order to improve both the
control quality of the vibratory gyroscope and the identifying properties of the adaption algorithm, an extension of the original
system is proposed by adding additional integrators to the gyroscope inputs, i. e. enhancing of the astatism. On the other hand,
smoothness of the electrostatic forces applied to the axes of a gyroscope is improved. Smooth control algorithms as well as al-
gorithms of the sliding mode with a tuning surface for the gyroscope with integrator was designed by the speed bigradient method
(SBGM). SBGM consists of three stages. At the first stage, an "ideal" virtual control for an output subsystem, which is the gy-
roscope, is designed. The "ideal" virtual control ensures achievement of the control goal for the output subsystem, assuming
the object parameters are known. At the second stage, the unknown parameters are replaced with the tunable ones, and ad-
aptation algorithm is designed. At the third stage, a deviation of the manifold, that is a difference between the input subsystem,
which is an integrator of the output and virtual control, is selected. Control law ensuring the convergence of the system tra-
jectories to the manifold is designed. The relevance of adding of the additional integrators to the inputs of the vibratory gy-
roscope; analysis of the robust properties of designed adaptive control algorithms with respect to the additive disturbances; com-
parative analysis of the convergence, accuracy, and presence of the identifying properties of the designed algorithms are pre-
sented. The theoretical results are proved by a computer simulation in MATLAB.
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