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Оптимальное терминальное управление
линейными дискретными системами

с использованием псевдообращения матриц

В теории и практике управëения все боëüøее
распространение поëу÷аþт так называеìые систеìы
терìинаëüноãо управëения, в которых öеëüþ уп-
равëения явëяется äостижение заäанной то÷ки
пространства состояний объекта в заäанный (тер-
ìинаëüный) ìоìент вреìени [1]. Наибоëее øиро-
кое приìенение систеìы терìинаëüноãо управëе-
ния иìеþт в авиаöионно-ракетно-косìи÷еской
технике [2]. Кëасси÷ескиìи приìераìи работы
систеì терìинаëüноãо управëения äвижущиìися
объектаìи явëяþтся проöессы вывеäения ракет-
носитеëей; стартовый ìаневр и саìонавеäение
крыëатых ракет; сбëижение, при÷аëивание, спуск
и ìяãкая посаäка косìи÷еских аппаратов; взëет,
сìена эøеëона, ухоä на второй круã и ìяãкая по-
саäка саìоëета и т. ä.
Заäа÷а терìинаëüноãо управëения явëяется оä-

ной из основных заäа÷ совреìенной теории управ-
ëения [2] и закëþ÷ается в нахожäении таких уп-
равëений, которые за некоторый коне÷ный интер-
ваë вреìени перевоäят рассìатриваеìуþ систеìу
из заäанноãо на÷аëüноãо состояния в заäанное ко-
не÷ное состояние. При этоì реøение и без тоãо
труäных заäа÷ терìинаëüноãо управëения весüìа
осëожняется наëожениеì на переìенные состоя-
ния и управëения оãрани÷ений [3, 4]. В ÷астности,
боëüøинство разработанных к настоящеìу вреìени
ìетоäов реøения терìинаëüных заäа÷ (сì., напри-
ìер, [5—9]) не äаþт возìожности у÷ета оãрани÷е-
ний, наëоженных на состояние систеìы.
Настоящая статüя базируется на резуëüтатах ав-

тора, преäставëенных в работах [4, 10], а также в
работах [11—13]. В статüе рассìатриваþтся заäа÷и
построения оптиìаëüноãо терìинаëüноãо управëе-
ния äискретной систеìой с фазовыìи оãрани÷е-
нияìи с испоëüзованиеì аппарата псевäообраще-
ния ìатриö. Привоäятся усëовия существования
общеãо реøения заäа÷и и описано поëное ìноже-
ство ее реøений.

Задача оптимального перевода системы 
из начального состояния в конечное

Рассìотриì кëасс ëинейных впоëне управëяе-
ìых äискретных систеì, описываеìых векторныì
разностныì уравнениеì состояния виäа

x(i + 1) = A(i)x(i) + B(i)u(i), (1)

ãäе i = 0, 1, 2, ..., N — äискретное вреìя; u(i) — m-
ìерный вектор управëения, x(i) — n-ìерный век-
тор состояния систеìы; A(i) и B(i) — ìатриöы сис-
теìы разìерности n Ѕ n и n Ѕ m соответственно.
Поставиì сëеäуþщуþ заäа÷у терìинаëüноãо

управëения: требуется систеìу (1) перевести за ко-
не÷ное вреìя из на÷аëüноãо состояния x(0) = 0 в öе-
ëевое коне÷ное состояние x(N + 1) = x(1).
Ввеäеì требование оптиìаëüности проöесса уп-

равëения по сëеäуþщеìу критериþ ка÷ества:

I(u) = uт(k)D(k)u(k), (2)

ãäе uт = (uт(0), uт(1), ..., uт(N)) — вектор управëения
разìерности m(N + 1), D(i) — сиììетри÷ная поëо-
житеëüно-опреäеëенная ìатриöа разìерности m Ѕ m.
Известно [12], ÷то ìножество функöий управëе-

ния, перевоäящих систеìу (1) из на÷аëüноãо состоя-
ния x(0) = 0 в коне÷ное состояние x(N + 1) = x(1),
ìожно выразитü ÷ерез ìатриöу псевäообращения
сëеäуþщиì образоì:

u = Wт(WWт)+x(1) + (E – W+W)v. (3)

Зäесü W = (W(N + 1, 0), W(n + 1, 1), ...,
W(N + 1, N)) — ìатриöа разìерности n Ѕ m(N + 1),
W(m, k) = A(m – 1)A(m – 2)...A(k + 1)B(k) — ìат-
риöа разìерности n Ѕ m; E — еäини÷ная ìатриöа
разìерности m(N + 1) Ѕ m(N + 1); v — вектор
произвоëüных параìетров разìерности m(N + 1).

Рассматривается проблема построения общих решений задач терминального управления для множества начальных воз-
мущений. Приводятся условия существования общего решения этих задач для класса линейных динамических систем с диск-
ретным аргументом. Получено оптимальное решение задачи терминального управления с дискретным аргументом, обеспечи-
вающее прохождение траектории системы как можно ближе к наперед заданным точкам. Получено также полное множество
решений задачи управления пучком траекторий для систем с дискретным аргументом.
Ключевые слова: линейные дискретные системы, псевдообращение, множество решений

k 0=

N





20 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 1, 2018

Соãëасно форìуëе (3) критерий ка÷ества (2)
ìожно записатü в виäе

I(v) = uт(k)D(k)u(k) = [vт(E – W+W)т +

+ (Wт(WWт)+)т]  Ѕ

Ѕ (Wт(WWт)+x(1) + (E – W+W)v). (4)

Поскоëüку äанный критерий ка÷ества зависит
от произвоëüноãо вектора v, то необхоäиìое усëо-
вие еãо оптиìаëüности иìеет виä

 = uт(k)D(k)u(k)  =

= 2(E – WтW(WтW)+)  Ѕ

Ѕ (WтW)+Wтx(1) + 2(E – WтW(WтW)+) Ѕ

Ѕ (E – (WтW)+(WтW)W)v= 0.

Ввеäеì сëеäуþщее обозна÷ение:

R = (E – WтW(WтW)+) .

Тоãäа оптиìаëüный вектор параìетров v преä-
ставëяется в виäе

v = [R(WтW)+(WтW) – E]+R(WтW)+Wтx(1). (5)

Такиì образоì, оптиìаëüная функöия управëе-
ния (3) с вектороì параìетров (5) иìеет виä

u = Wт(WWт)+x(1) + (E – W+W) Ѕ

Ѕ [R(WтW)+(WтW) – E]+R(WтW)+Wтx(1). (6)

Управëение (6) ìиниìизирует функöионаë (4),
и при этоì вектор состояния систеìы (1) перево-
äится с на÷аëüноãо состояния x(0) = 0 в заäанное
коне÷ное состояние x(N + 1) = x(1).

Задача оптимального перевода системы 
из начального состояния в конечное

с ограничением на фазовые координаты

Рассìотриì заäа÷у терìинаëüноãо управëения,
закëþ÷аþщуþся в перевоäе систеìы (1) из на÷аëü-
ноãо состояния x(0) = 0 в коне÷ное состояние

x(N + 1) = x(1) с оптиìизаöией сëеäуþщеãо крите-
рия ка÷ества:

I(v) = (x(ki) – (ki))
тF(ki)(x(ki) – (ki)), (7)

ãäе F(ki) — сиììетри÷ные весовые ìатриöы раз-

ìерности n Ѕ n; (ki) — векторы разìерности n за-
äаны, k1 < k2 < k3 < ... < kl; v — вектор произвоëüных
параìетров разìерности m(N + 1). Данная заäа÷а,
факти÷ески, связана с нахожäениеì терìинаëüно-
ãо управëения, обеспе÷иваþщеãо äостижение тер-
ìинаëüной öеëи управëения и прохожäение при
этоì траектории äвижения систеìы (1) как ìожно
бëиже к напереä заäанныì то÷каì (ki), i = 1, 2, ..., l.

Записывая необхоäиìые усëовия ìиниìуìа
критерия (7), поëу÷иì сëеäуþщуþ систеìу аëãеб-
раи÷еских уравнений äëя опреäеëения вектора па-
раìетров vт = (vт(0), vт(1), ..., vт(N)):

Qv = d. (8)

Зäесü эëеìенты вектора dт = (dт(0), dт(1), ..., dт(N))
иìеþт сëеäуþщий виä:

d(k) = Wт(ki, k) – Wт(N + 1, k)(WWт)+ Ѕ

Ѕ W(N + 1, j)Wт(ki, j) F(ki) Ѕ

Ѕ (ki) – W(ki, j)W
т(N + 1, j)(WWт)+x(1) ,

k = 0, 1, 2, ..., N, W(i, j) = 0 при j l i,

а эëеìенты ìатриöы Q — сëеäуþщий виä:

qpk = Wт(ki, k) – Wт(N + 1, k)(WWт)+ Ѕ

Ѕ W(N + 1, j)Wт(ki, j) F(ki) W(ki, p) –

– W(ki, j)W
т(N + 1, j)(WWт)+W(N + 1, p) ,

p = 0, 1, ..., N, k = 0, 1, 2, ..., N; W(i, j) = 0 при j l i.

В работах [13, 14] показано, ÷то реøение систе-
ìы (8) существует и еäинственно, есëи

dтZ(Qт)d = 0,

det(QтQ) > 0,

ãäе

Z(Qт) = Im(N + 1) – QQ+.
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Задача терминального управления пучком траекторий

Рассìотриì сëеäуþщуþ заäа÷у нахожäения уп-
равëяþщеãо возäействия, обеспе÷иваþщеãо пере-
воä систеìы

x(i + 1) = A(i)x(i) + b(i)u(i), i = 0, 1, 2, ..., N, (9)

из заäанноãо ìножества на÷аëüных состояний

0 = {x1(0), x2(0), ..., xs(0)} (10)

в заäанное ìножество коне÷ных состояний

1 = {x1(N + 1), x2(N + 1), ..., xs(N + 1)}. (11)

Зäесü x(i) — n-ìерный вектор состояния, а u(i) —
скаëярный управëяþщий вхоä объекта; A(i) и b(i) —
ìатриöа и вектор разìерности n Ѕ n и n, соответ-
ственно.
Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения:

(0) =  — вектор на÷аëüных зна÷ений

состояния разìерности ns;

(N + 1) =  =  — вектор ко-

не÷ных состояний разìерности ns.
Тоãäа заäа÷а перевоäа систеìы (9) из обëасти на-

÷аëüных состояний (10) в ìножество коне÷ных со-
стояний (11) эквиваëентна заäа÷е перевоäа систеìы

 =  +

+ u(i), i = (12)

из обëасти 0 в обëастü 1 на коне÷ноì интерваëе
вреìени.
Ввеäеì обозна÷ения

(k) = ;

(i + 1) =  = ; (i) = .

Тоãäа систеìа (12) приìет виä

(i + 1) = (i) (i) + (i)u(i), i = , (13)

ãäе векторы (i) и (i) — разìерности ns, а бëо÷ная

ìатриöа (i) — разìерности ns Ѕ ns.

Можно показатü [11, 12, 15], ÷то в коне÷ный
ìоìент вреìени состояние систеìы (13) описыва-
ется уравнениеì

(N + 1) = (N + 1, k)u(k) +

+ (N) (N – 1) ... (1) (0) (0), (14)

ãäе ìатриöа (N, k) иìеет виä

(N, k) = (N – 1) (N – 2) ... (k + 1) (k).

Систеìу (14) запиøеì в виäе

(N + 1) – (N) (N – 1) ... (1) (0) (0) =

= (N + 1, k)u(k). (15)

Ввоäя обозна÷ение

(N + 1) =  =

= (N + 1) – (N) (N – 1) ... (1) (0) (0),

систеìу аëãебраи÷еских уравнений (15) относи-
теëüно функöии управëения ìожно преäставитü
сëеäуþщиì образоì:

( (N + 1, 0), (N + 1, 1), ..., (N + 1, N – 1), 

(N + 1, N))  = (N + 1). (16)

Реøение систеìы (16) иìеет виä

 = W+ , (17)

ãäе  = (u(0), u(1), ..., u(N))т — вектор разìерности
N + 1, W — ìатриöа разìерности ns Ѕ (N + 1), оп-
реäеëяеìая равенствоì

W = ( (N + 1, 0), (N + 1, 1), ...

..., (N + 1, N – 1), (N + 1, N)).
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Матриöу (N + 1, k) запиøеì в виäе

(N + 1, k) = (k);

W

W
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Уравнение (17) преäставиì в виäе:

 = W+  = Wт(WWт)+ ,

ãäе
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иëи
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+ E –  Ѕ
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ãäе  — произвоëüный вектор разìерности N + 1.
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Соотноøение (18) преäставëяет собой общее
реøение сфорìуëированной заäа÷и.
Упростив уравнение (18), поëу÷иì:

 =  Ѕ

Ѕ (N + 1, j) (N + 1, j)  +

+  – (N + 1, j) Ѕ

Ѕ (N + 1, j) (N + 1, j)v(j), (19)

ãäе
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ãäе

D(j) = A(N)A(N – 1)...
...A(j + 1)b(j)bт(j)Aт(j + 1)...Aт(N).

Обозна÷иì D(j) = C, тоãäа уравнение (19)

ìожно преäставитü сëеäуþщиì образоì:

 =  +  –

– (N+1, j)v(j). (20)

Известно [13], ÷то есëи  — ìатриöа, состав-
ëенная из всех ëинейно-независиìых строк ìатри-
öы A, ìатриöа  — из всех ëинейно-независиìых
стоëбöов ìатриöы A, а ìатриöа  поëу÷ена из A
посëеäоватеëüныì приìенениеì преäыäущих äвух
операöий, тоãäа

A+ = ( т)–1 ( )–1 .

Испоëüзуя этот резуëüтат, псевäообратнуþ ìат-
риöу в форìуëе (20) ìожно преäставитü сëеäуþ-
щиì образоì:

 = (CC...C)т Ѕ

Ѕ C  =

= (CC...C)т C (CтCт...Cт) =

= s–2 C(C–1, C–1, ..., C–1) =

= s–2 (E, E, ..., E),

при усëовии, ÷то ìатриöа C поëноãо ранãа и

rank  = rankC = n.

Тоãäа функöия управëения пу÷коì траекторий
иìеет сëеäуþщий виä:

u(k) = s–2 (N + 1, k)  +

+ v(k) – s–2 (N + 1, k)  Ѕ

Ѕ (N + 1, j)v(j), k = , v(k)  R1.

Данная функöия управëения u(k), k = , пе-
ревоäит ìножество то÷ек (10) систеìы (12) в то÷ку

(N + 1) =  =

= (N + 1) – (N) (N – 1)... (1) (0) (0).

Такиì образоì, справеäëива сëеäуþщая теореìа.
Теорема. Дëя тоãо ÷тобы заäа÷а терìинаëüноãо

управëения, связанная с перевоäоì систеìы (12) из
обëасти (10) в то÷ку , иìеëа реøение, необхо-
äиìо и äостато÷но, ÷тобы выпоëняëосü усëовие

rank A(N)A(N – 1)...

...A(j + 1)b(j)bт(j)Aт(j + 1)...Aт(N) = n, N l n.

В резуëüтате поëу÷ено оптиìаëüное реøение за-
äа÷и терìинаëüноãо управëения систеìой с äискрет-
ныì арãуìентоì, обеспе÷иваþщее прохожäение ее
траектории äвижения как ìожно бëиже к напереä
заäанныì то÷каì. Описано поëное ìножество ре-
øений заäа÷и управëения пу÷коì траекторий äëя
систеì с äискретныì арãуìентоì.
Поëу÷енные в статüе резуëüтаты ìоãут бытü ис-

поëüзованы при реøении ряäа прикëаäных заäа÷,
в ÷астности, при разработке систеì автоìати÷е-
скоãо управëения поäвижныìи объектаìи.
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In this paper obtain the general solution of terminal control problem with a set of initial perturbations. Propose conditions
of the general solution existence to discrete linear control systems. Also give the optimal solution of the terminal control problem
minimizing the distance between the trajectory and fixed points. Сonstraints on the trajectory of the system are selected for cer-
tain points. Describe the set of all solutions to the control problem of trajectories ensemble with discrete time. The problem of
optimal displacement of a discrete system from the initial state to the final one is solved. The problem of optimal displacement
of a discrete system from the initial state to the final state with restriction to phase coordinates is solved. The trajectory of the
system with optimal terminal control will pass next to the predefined points. The problem of control a set of trajectories for linear
discrete systems is formulated and solved. The obtained control of the set trajectories is optimal. Necessary and sufficient con-
ditions for solving this problem are obtained. Consideration is given to the mathematical problem on constructing general so-
lutions of the problem concerning the terminal control for the set of initial perturbations. The existence conditions of the general
solution of this problem for linear dynamic systems with the discrete argument is given. The obtained function of control is based
on filtration of linearly independent rows and columns of the matrix. The optimal controls for linear dynamic discrete systems
will solve of practical important problems.

Keywords: optimal, linear discrete systems, pseudoinversion, set of all solutions.

For citation:

Matvienko V. T. Optimal Terminal Control by Linear Discrete
Systems with Use of Matrices Pseudoinversion, Mekhatronika, Avto-
matizatsiya, Upravlenie, 2018, vol. 19, no 1, pp. 19—25.

DOI: 10.17587/mau.19.19-25

References

1. Batenko A. P. Sistemy terminal'nogo upravleniya (Systems of
terminal control), Moscow, Radio i svyaz', 1984, 160 p. (in Russian).

2. Filimonov A. B., Filimonov N. B. Metody "gibkih" traektorij v
zadachah terminal'nogo upravleniya vertikal'nymi manevrami leta-
tel'nyh apparatov (Methods of "flexible" trajectories in problems of
terminal control of vertical maneuvers of aircrafts), Problemy upravle-
niya slozhnymi dinamicheskimi ob"ektami aviacionnoj i kosmicheskoj
tekhniki, Moscow, Mashinostroenie, 2015, pp. 51—110 (in Russian).

3. Andrievskij B. R., Fradkov A. L. Izbrannye glavy teorii avto-
maticheskogo upravleniya s primerami na yazyke MATLAB (Selected
chapters of the theory of automatic control with examples in the lan-
guage MATLAB), SPb., Nauka, 1999, 467 p. (in Russian).

4. Kirichenko N. F., Matvienko V. T. Obshchee reshenie zadach
terminal'nogo upravleniya i nablyudeniya (General solution of the
tasks of terminal control and monitoring), Kibernetika i Sistemnyj
Analiz, 2002, no. 2, pp. 80—89 (in Ukraine).

5. Filimonov A. B., Filimonov N. B. Poliehdral'naya formalizaciya
diskretnyh zadach terminal'nogo upravleniya s resursnymi ograniche-
niyami (The polyhedral formalization of discrete terminal control
problems with resource constraints), Izvestiya YUFU. Tekhnicheskie
nauki. Tematicheskij vypusk "Perspektivnye sistemy i zadachi uprav-
leniya", 2014, no. 3 (152), pp. 35—41 (in Russian).

6. Tyulyukin V. A., Shorikov A. F. Algoritm resheniya zadachi ter-
minal'nogo upravleniya dlya linejnoj diskretnoj sistemy (Algorithm of
solving the terminal control problem for a linear discrete system), Av-
tomatika i Telemekhanika. 1993, iss. 4, pp. 115—127 (in Russian).



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 1, 2018 25

7. Shushlyapin E. A., Podol'skaya O. G. Upravlenie terminal'nymi
nelinejnymi diskretnymi sistemami metodom konechnogo sostoyaniya
(Control of terminal nonlinear discrete systems by the finite state
method), Radioelektronika. Informatika. Upravleniya, 2003, no. 2,
pp. 138—142 (in Russian).

8. Zuber I. E. Terminal'noe upravlenie po vyhodu dlya nelinejnyh
nestacionarnyh diskretnyh system (Terminal control for the output for
non-linear non-stationary discrete systems), Ehlektronnyj Zhurnal. Diffe-
rencial'nye Uravneniya i Processy Upravleniya, 2004, no. 2, pp. 35—42 (in
Russian).

9. Matveev A. S. Issledovanie terminal'nogo upravleniya diskretnoj
nelinejnoj sistemoj (Investigation of terminal control of a discrete non-
linear system), Vestnik SPbGU. Ser. 1. Matematika. Mekhanika. Astro-
nomiya, 2008, iss. 1, pp. 49—55 (in Russian).

10. Zybin E. Yu., Ryabchenko V. N., Zubov N. E., Mikrin E. A.
O needinstvennosti resheniya zadachi terminal'nogo upravleniya (On the
nonuniqueness of the solution of the problem of terminal control),
Inzhenernyj Zhurnal: Nauka i Innovacii, 2013, iss. 10 (22), pp. 25—30 (in
Russian).

11. Kirichenko N. F., Matvienko V. T. Obshchee reshenie zadach
terminal'nogo upravleniya i nablyudeniya v linejnyh konechnomernyh

sistemah (General solution of the problems of terminal control and
observation in linear finite-dimensional systems), Mekhatronika, Avto-
matizatsiya, Upravlenie, 2006, no. 7, pp. 2—6 (in Russian).

12. Kirichenko N. F., Lepekha N. P. Primenenie psevdoobratnyh i
proekcionnyh matric k issledovaniyu zadach upravleniya, nablyudeniya
i identifikacii (Perturbation of pseudoinverse and projection matrices
and their application to the identification of linear and nonlinear de-
pendencies), Kibernetika i Sistemnyj Analiz, 2002, no. 4, pp. 107—124
(in Ukraine).

13. Kirichenko N. F., Lepekha N. P. Vozmushchenie psevdoobrat-
nyh i proekcionnyh matric i ih primenenie k identifikacii linejnyh i ne
linejnyh zavisimostej (Perturbation of pseudoinverse and projection
matrices and their application to the identification of linear and non-
linear dependencies), Problemy Upravleniya i Informatiki, 2001, no. 1,
pp. 6—22 (in Ukraine).

14. Kirichenko N. F., Lepekha N. P. Psevdoobrashchenie v zadachah
upravleniya i nablyudeniya (Pseudoinverse in control and observation
problems), Avtomatika, 1993, no. 5, pp. 69—81 (in Ukraine).

15. Krasovskij N. N. Teoriya upravleniya dvizheniem (Theory of
control motions), Moscow, Nauka, 1968, 476 p. (in Russian).


