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Математическое обеспечение конечно-элементного моделиpования 
микpомеханических датчиков инеpциальной инфоpмации

в pамках неклассической теоpии изгиба

Введение

Микpоìехани÷еские äат÷ики инеpöиаëüной
инфоpìаöии (ММДИИ), ãиpоскопы и аксеëеpо-
ìетpы остаþтся оäниìи из саìых пеpспективных и
востpебованных äат÷иков [1—3]. Иссëеäование
ММДИИ, повыøение их то÷ности и эффективно-
сти остаþтся актуаëüныìи заäа÷аìи, pеøение ко-
тоpых тpебует ãëубокоãо, с äостато÷ной степенüþ
обобщения, иссëеäования особенностей взаиìноãо
вëияния pазëи÷ных по своей пpиpоäе физи÷еских
пpоöессов, у÷ета вëияния внеøней сpеäы функ-
öиониpования этих äат÷иков и, в ÷астности, таких
важнейøих фактоpов, оказываþщих вëияние на
то÷ностü и эффективностü пpибоpов инеpöиаëü-
ной инфоpìаöии, как вибpаöионные возäействия.
Пpи ÷исëенноì ìоäеëиpовании ММДИИ сëе-

äует у÷итыватü их спеöифику. Так, пpинöип äей-
ствия ìикpоìехани÷ескоãо ãиpоскопа основан на

наëи÷ии поäвижной ÷асти (÷увствитеëüноãо эëе-
ìента), вибpаöии котоpоãо возбужäаþтся на pезо-
нансной ÷астоте, и возникновении всëеäствие ãи-
pоскопи÷ескоãо эффекта пpи вpащении основания
äат÷ика втоpи÷ных коëебаний, явëяþщихся ìеpой
уãëовой скоpости вpащения основания äат÷ика [2, 3].
Пpи экспëуатаöии в pеаëüных усëовиях ММДИИ
ìоãут испытыватü вибpаöии с аìпëитуäаìи äо 10 g
и с ÷астотаìи äо 2 кГö.
Оäниì из ìетоäов, котоpыìи ìожно осуществ-

ëятü ìоäеëиpование ММДИИ, явëяется ìетоä ко-
не÷ных эëеìентов (МКЭ) [4], котоpый поëу÷иë øи-
pокое pаспpостpанение с pазвитиеì вы÷исëитеëü-
ной техники. К äостоинстваì ìетоäа МКЭ ìожно
отнести еãо унивеpсаëüностü и возìожностü пpиìе-
ниìости к pеøениþ саìых pазных кëассов заäа÷.
Оäниìи из базовых типов äëя постpоения и иссëе-
äования коне÷но-эëеìентных ìоäеëей в заäа÷ах
ìеханики твеpäоãо теëа, на основе котоpоãо пpо-

Полностью pазpаботано математическое обеспечение тpехмеpного конечного балочного элемента для численного модели-
pования микpомеханических датчиков инеpциальной инфоpмации и их узлов, включающее в себя матpицу масс, матpицу же-
сткости, матpицу Коpиолиса, центpобежную матpицу. Pазpаботанное математическое обеспечение четко обосновано ис-
пользованием для его вывода ваpиационных пpинципов механики и уpавнений Лагpанжа 2-го pода и полностью учитывает не-
классическую теоpию изгиба Тимошенко и влияние гиpоскопического эффекта.
Ключевые слова: микpомеханический гиpоскоп, микpомеханический акселеpометp, конечно-элементное моделиpование,

теоpия Тимошенко, вибpации, матpица масс, матpица жесткости, матpица Коpиолиса, центpобежная матpица



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 16, № 11, 2015 765

ектиpуþтся совpеìенные ММГ и ММА, явëяþтся
баëо÷ный и/иëи стеpжневой эëеìенты [4, 5]. По-
этоìу в настоящей pаботе особое вниìание уäеëено
иìенно этоìу типу эëеìентов.
В pаботах [6, 7] показано, ÷то äëя иссëеäования

äинаìи÷еских пpоöессов в ММДИИ и их коìпо-
нентах öеëесообpазно испоëüзоватü коне÷ные эëе-
ìенты, pеаëизуþщие уто÷неннуþ теоpиþ изãиба —
теоpиþ Тиìоøенко, котоpая описывает изãиб ко-
не÷ной баëки бëиже к pеаëüноìу изãибу, ÷еì кëас-
си÷еская теоpия Эйëеpа—Беpнуëëи.
Теоpия Тиìоøенко, в отëи÷ие от теоpии Эйëе-

pа—Беpнуëëи, пpеäпоëаãает сëеäуþщее [8, 9]: 
1) попеpе÷ные се÷ения стеpжня, пëоские и пеp-

пенäикуëяpные оси стеpжня äо äефоpìаöии, во вpе-
ìя изãиба остаþтся пëоскиìи, но не обязатеëüно
пеpпенäикуëяpныìи äефоpìиpованной оси стеpжня;

2) пpоäоëüные се÷ения пpи изãибе не оказываþт
вëияния äpуã на äpуãа; 

3) у÷итывается инеpöия попеpе÷ноãо се÷ения
стеpжня пpи изãибе.
Наäо отìетитü, ÷то вопpосы пpиìенения теоpии

Тиìоøенко äëя pеøения pазëи÷ных заäа÷ äинаìи-
ки пpивëекаþт вниìание как заpубежных, так и
pоссийских у÷еных [10—12].
Хотя основные теоpети÷еские аспекты ìетоäа

коне÷ных эëеìентов äостато÷но хоpоøо pазpабо-
таны [4, 5, 13—15], теì не ìенее, существует по-
тpебностü в совеpøенствовании ìатеìати÷ескоãо
аппаpата äëя коне÷ных эëеìентов, котоpые ìоãут
испоëüзоватüся äëя ÷исëенноãо ìоäеëиpования
ММДИИ. Такие эëеìенты äоëжны у÷итыватü тео-
pиþ Тиìоøенко и ãиpоскопи÷еский эффект. В на-
стоящее вpеìя существует потpебностü в созäании
ìатеìати÷ескоãо аппаpата, описываþщеãо такие
коне÷ные эëеìенты.
Так, есëи аппpоксиìиpуþщие функöии и ìат-

pиöы жесткости äëя тpехìеpных и äвухìеpных
стеpжневых коне÷ных эëеìентов быëи pанее поëу-
÷ены в pаботе [15], ìатpиöа ìасс, поëностüþ соот-
ветствуþщая теоpии Тиìоøенко, быëа постpоена в
статüе [7], ìатpи÷ные уpавнения äëя коне÷ных
эëеìентов, у÷итываþщих ãиpоскопи÷еских эффект,
в общеì виäе быëи поëу÷ены в pаботе [14], то вы-
pажений äëя коìпонент ìатpиö коне÷ных эëеìен-
тов, у÷итываþщих и теоpиþ Тиìоøенко, и ãиpо-
скопи÷еский эффект, äо настоящеãо вpеìени по-
ëу÷ено не быëо.
Целью настоящей pаботы явëяется постpоение

ìатеìати÷ескоãо обеспе÷ения тpехìеpноãо коне÷-
ноãо эëеìента, поëностüþ у÷итываþщеãо теоpиþ
Тиìоøенко и ãиpоскопи÷еский эффект, с поìо-
щüþ пpиìенения ваpиаöионных пpинöипов ìеха-
ники и уpавнений Лаãpанжа 2-ãо pоäа.
Поä ìатеìати÷ескиì обеспе÷ениеì коне÷ноãо

эëеìента пониìаþтся все описываþщие еãо ìат-
pиöы — ìатpиöа жесткости, ìатpиöа ìасс, ìатpиöы,
у÷итываþщие вëияние сиë Коpиоëиса (ìатpиöа
Коpиоëиса) и öентpобежных сиë (öентpобежная
ìатpиöа).

Уpавнение движения тpехмеpного конечного элемента

Pассìотpиì коне÷ный эëеìент (КЭ) äëины L
(pис. 1). В äанной pаботе pассìатpивается тоëüко
эëеìент с постоянныì пpяìоуãоëüныì попеpе÷-
ныì се÷ениеì, хотя боëüøинство выкëаäок ìожет
бытü pаспpостpанено на баëки с пpоизвоëüныì по-
стоянныì попеpе÷ныì се÷ениеì.
Опpеäеëиì äва узëа — в öентpе ëевоãо и пpавоãо

тоpöов соответственно (pис. 1). Ввеäеì ëокаëüнуþ
систеìу кооpäинат (xyz), на÷аëо котоpой поìестиì
в пеpвоì узëе. Осü x напpавиì по оси баëо÷ноãо КЭ,
оси y и z — по ãëавныì осяì инеpöии попеpе÷ноãо
се÷ения. Такиì обpазоì, в ëокаëüной систеìе кооp-
äинат кооpäинаты пеpвоãо узëа буäут (0, 0, 0), ко-
оpäинаты втоpоãо узëа — (L, 0, 0). Также ввеäеì в
pассìотpение инеpöиаëüнуþ систеìу кооpäинат
(XYZ), в котоpой с уãëовой скоpостüþ ω = [ωх ωу ωz]

т

вpащается КЭ.
Уpавнение äвижения, у÷итываþщее вpащение

КЭ, записанное в поäвижной систеìе кооpäинат
(xyz) без у÷ета äеìпфиpования, быëо пpивеäено в
pаботе [14] в общеì ìатpи÷ноì виäе, без у÷ета
фоpìы КЭ и аппpоксиìиpуþщих функöий, заäан-
ных äëя неãо, и иìеет виä

M(e)  + C (e)  + (K(e) – S (e))q = F (e), (1)

ãäе M(e) — ìатpиöа ìасс КЭ; C (e) — ìатpиöа Ко-
pиоëиса, отpажаþщая вëияние ãиpоскопи÷еских сиë;
K(e) — ìатpиöа жесткости; S (e) — öентpобежная
ìатpиöа, выpажаþщая вëияние öентpобежных сиë
на äинаìику КЭ; q — вектоp узëовых пеpеìещений
КЭ, иìеþщий виä

q = [q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 q10 q11 q12]
т, (2)

ãäе q1, q7 — пpоäоëüное пеpеìещение 1-ãо и 2-ãо уз-
ëов вäоëü оси x; q2, q8 и q3, q9 — попеpе÷ное пеpе-
ìещение узëов в напpавëении оси y и z соответст-
венно; q4, q10 — уãëы кpу÷ения вокpуã оси x; q5, q11
и q6, q12 — уãëы изãиба в пëоскости (xz) и (xy) со-
ответственно (pис. 1).
Отìетиì, ÷то уpавнение äвижения всей коне÷-

но-эëеìентной ìоäеëи иìеет виä, анаëоãи÷ный (1).
Матpиöы ìоäеëи составëяþтся по опpеäеëенныì
пpавиëаì [4, 5, 13] из соответствуþщих ìатpиö
КЭ, составëяþщих ее.

Pис. 1. Тpехмеpный элемент и узловые пеpемещения

q·· q·
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Уpавнения Лагpанжа 2-го pода и матpицы КЭ

Pассìатpиваеìый КЭ пpеäставëяет собой консеp-
вативнуþ ìехани÷ескуþ систеìу из äефоpìиpуе-
ìоãо твеpäоãо теëа, нахоäящеãося поä возäействиеì
внеøней наãpузки, в тоì ÷исëе и ãиpоскопи÷еских
сиë. Ланãpажиан L такой систеìы опpеäеëяется
сëеäуþщей фоpìуëой [17]:

L = T – Π,

ãäе T и Π — кинети÷еская и потенöиаëüная энеpãии
соответственно. 
Тоãäа, пpиниìая узëовые пеpеìещения КЭ за

обобщенные кооpäинаты и не у÷итывая äеìпфи-
pование, уpавнения Лаãpанжа 2-ãо pоäа ìожно за-
писатü в виäе [18]

 –  = Qi, i = , (3)

ãäе Qi — обобщенные сиëы, N = 12 — ÷исëо сте-
пеней свобоäы КЭ. 
Известно [4], ÷то потенöиаëüнуþ энеpãиþ Π

систеìы без äеìпфиpования ìожно пpеäставитü в
виäе кваäpати÷ной фоpìы по обобщенныì кооp-
äинатаì:

Π = κi, jqiqj. (4)

Кинети÷ескуþ энеpãиþ pассìатpиваеìой ìеха-
ни÷еской систеìы также ìожно пpеäставитü в виäе
pазëожения по обобщенныì скоpостяì и кооpäи-
натаì. Покажеì это.
Кинети÷ескуþ энеpãиþ баëки во вpащаþщейся

систеìе кооpäинат ìожно записатü в виäе сëеäуþ-
щеãо интеãpаëа по объеìу V баëки [18]:

T = [( )2 + ( )2 + ( )2]dV, (5)

ãäе ρ — пëотностü;  = [   ]т — пpоиз-
воäная по вpеìени от пеpеìещения U = [Ux Uy Uz]

т

пpоизвоëüной то÷ки баëки, взятая во вpащаþщейся
систеìе кооpäинат (xyz), котоpая опpеäеëяется сëе-
äуþщиì соотноøениеì [18]:

 =  + ω Ѕ U, (6)

ãäе  — так называеìая относитеëüная пpоизвоäная.
С у÷етоì тоãо ÷то пpи у÷ете теоpии Тиìоøенко

коìпоненты вектоpа U пpеäставëяþтся ÷еpез пеpе-
ìещения öентpа попеpе÷ноãо се÷ения, уãëы еãо
повоpота записываþтся в виäе [7] 

(7)

ãäе x, y, z — кооpäинаты то÷ки в ëокаëüной систеìе
кооpäинат (xyz); ux(x, t) опpеäеëяет пpоäоëüное пе-
pеìещение öентpа се÷ения; uy(x, t), uz(x, t) — по-
пеpе÷ные пеpеìещения öентpа се÷ения в напpав-
ëении осей у и z соответственно; ϕ(x, t) — уãоë кpу-
÷ения вокpуã оси х; ψ(x, t), θ(x, t) — уãëы изãиба в

пëоскости (xz) и (xy) соответственно. Даëее äëя кpат-
кости обозна÷ения ux, uy, uz, ϕ, ψ, θ как функöий
кооpäинаты х и вpеìени t буäет опущено.
В своþ о÷еpеäü, функöии ux, uy, uz, ϕ, ψ, θ ìожно

выpазитü ÷еpез коìпоненты вектоpа узëовых пеpе-
ìещений q сëеäуþщиì обpазоì [7, 15, 16]:

(8)

В фоpìуëах (8) пpиняты сëеäуþщие обозна÷ения:

ξ = ; μz = ; μy = ;

Yz = ; Yy = ,

ãäе E — ìоäуëü Юнãа; G — ìоäуëü сäвиãа; A — пëо-
щаäü попеpе÷ноãо се÷ения; k — коэффиöиент
сäвиãа, ввоäиìый в теоpии Тиìоøенко и у÷иты-
ваþщий неëинейностü pаспpеäеëения ноpìаëüных
пpоäоëüных и попеpе÷ных напpяжений в се÷ении;
Iz, Iy — осевые ìоìенты инеpöии попеpе÷ноãо се-
÷ения; L — äëина эëеìента.
Поäставëяя (6) в (5), поëу÷аеì, ÷то кинети÷ескуþ

энеpãиþ ìожно пpеäставитü в виäе тpех сëаãаеìых:

T = T (0) + T (1) + T (2), (9)

ãäе

(10)

d
dt
--- L∂

q· i∂
------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ L∂

qi∂
----- 1 N,

1
2
--

i j,
∑

ρ
2
--  

V
∫ U· x* U· y* U· z*

U· * U· x* U· y* U· z*

U· * U·

U·

Ux = ux(x, t) – θ(x, t)y + ψ(x, t)z;
Uy = uy(x, t) – ϕ(x, t)z;
Uz = uz(x, t) + ϕ(x, t)y,

ux = (1 – ξ)q1 + ξq7; ϕ = (1 – ξ)q4 + ξq10;

uy = –(ξ – 1)(μzξ – 2μzξ
2 + 1)q2 +

+ [–ξ(ξ – 1)L(μz – 2μzξ + 1)]q6 – ξ(2μzξ
2 – 3μzξ +

+ μz – 1)q8 + [ξ(ξ – 1)L(2μzξ – μz + 1)]q12;

θ = 6 ξ(ξ – 1)μzq2 + (ξ – 1)(3ξμz – 1)q6 –

– 6 ξ(ξ – 1)μzq8 + ξ(3μzξ – 3μz + 1)q12;

uz = –(ξ – 1)(μyξ – 2μyξ
2 + 1)q3 +

+ ξ(ξ – 1)L(μy – 2μyξ + 1)q5 – ξ(2μyξ
2 – 3μyξ +

+ μy – 1)q9 – [ξ(ξ – 1)L(2μyξ – μy + 1)]q11;

ψ = –6 ξ(ξ – 1)μyq3 + (ξ – 1)(3ξμy – 1)q5 +

+ 6 ξ(ξ – 1)μyq9 + ξ(3μyξ – 3μy + 1)q11.
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T (0) = [( )2 + ( )2 + ( )2]dV;

T (1) = ρ [ (ωyUz – ωzUy) +

+ (ωzUx – ωxUz) + (ωxUy – ωyUx)]dV;

T (2) = [(ωyUz – ωzUy)
2 +

+ (ωzUx – ωxUz)
2 + (ωxUy – ωyUx)

2]dV.

ρ
2
--  

V
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V
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U· y U· z

ρ
2
--  

V
∫
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Из фоpìуë (10) сëеäует физи÷еский сìысë T (0),
T (1), T (2). Так, T (0) опpеäеëяет вкëаä в кинети÷е-
скуþ энеpãиþ баëки относитеëüноãо äвижения;
T (1), T (2) появëяþтся всëеäствие у÷ета вpащения
систеìы кооpäинат, связанной с баëкой, в ãëо-
баëüной инеpöиаëüной систеìе кооpäинат: T (1)

опpеäеëяет вëияние сиëы Коpиоëиса, T (2) — öентpо-
бежной сиëы.
Выpажения (7) ìожно пpивести, у÷итывая (8),

к ëинейныì коìбинаöияì узëовых пеpеìещений.
Поäставëяя соотноøения (7) в фоpìуëы (10), у÷иты-
вая (8) и интеãpиpуя, поëу÷аеì, ÷то T (0), T (1), T (2)

ìоãут бытü пpеäставëены в виäе сëеäуþщих pазëо-
жений по обобщенныì кооpäинатаì и скоpостяì
(N = 12 — ÷исëо степеней свобоäы коне÷ноãо
эëеìента):

T (0) = mi, j ; T (1) = qj;

T (2) = si, jqiqj. (11)

Тоãäа, в соответствии с (4) и (9) и с у÷етоì пpеä-
ставëений (11), выpажение äëя ëанãpажиана запи-
øется в виäе

L = mi, j  + qj +

+ si, jqiqj – κi, jqiqj. (12)

Поäставëяя поëу÷енное выpажение (12) ëанãpа-
жиана в уpавнения Лаãpанжа 2-ãо pоäа (2), поëу-
÷иì сëеäуþщуþ систеìу уpавнений:

mi, j  + (  – )  +

+ (κi, j – si, j)qj = Qi, i = . (13)

Вычисление матpиц конечного элемента

Записывая систеìу уpавнений (13) в ìатpи÷ноì
виäе и сpавнивая с ìатpи÷ныì уpавнениеì äвиже-
ния КЭ (1), поëу÷аеì, ÷то коìпоненты ìатpиö M(e),
C (e), K(e), S (e) нахоäятся пpивеäениеì соответст-
вуþщих выpажений äëя кинети÷еской и потенöи-
аëüной энеpãий к pазëожениþ по узëовыì пеpеìе-
щенияì и/иëи скоpостяì.
Дëя нахожäения коìпонент ìатpиöы ìасс M(e)

нужно пpивести выpажение äëя T (0) к соответствуþ-
щей кваäpати÷ной фоpìе (11) по обобщенныì уско-
pенияì. Дëя опpеäеëения ìатpиöы жесткости K(e)

необхоäиìо пpеäставитü потенöиаëüнуþ энеpãиþ П
в виäе (4). Коìпоненты öентpобежной ìатpиöы S (e)

буäут pавны коэффиöиентаì pазëожения T (2) в кваä-
pати÷нуþ фоpìу по обобщенныì кооpäинатаì.
Чтобы опpеäеëитü коìпоненты ìатpиöы Коpиоëиса
C (e), необхоäиìо пpивести виä T (1) к виäу (11) и
вы÷исëитü ее коìпоненты по фоpìуëе

ci, j =  – ,

ãäе ci, j — коìпоненты ìатpиöы Коpиоëиса,  —
коэффиöиенты в pазëожении T (1) по узëовыì ко-
оpäинатаì и скоpостяì.
Из обpаза фоpìиpования ìатpиö M(e), C (e), K(e),

S (e) вытекаþт некотоpые их свойства. Так, ìатpи-
öы M(e), K(e), S (e) буäут сиììетpи÷ныìи; ìатpиöа
C (e) — кососиììетpи÷еской.
Матpиöы ìасс M(e) и ìатpиöы жесткости K(e),

вы÷исëенные по поëу÷енныì фоpìуëаì, совпаäа-
þт с соответствуþщиìи ìатpиöаìи, поëу÷енныìи
pанее в pаботах [7, 15] с у÷етоì теоpии Тиìоøенко.
Матpиöа Коpиоëиса буäет иìетü сëеäуþщий виä:

C (e) = ρLA ,

1
2
--

i j, 1=

N
∑ q· i q· j

i j, 1=

N
∑ ci j,

~ q· i

1
2
--

i j, 1=

N
∑

1
2
--

i j, 1=

N
∑ q· i q· j

i j, 1=

N
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~ q· i

1
2
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i j, 1=

N
∑

1
2
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i j, 1=

N
∑

j 1=

N
∑ q··j

j 1=

N
∑ ci j,

~ cj i,
~ q· j

j 1=

N
∑ 1 N,

ci j,
~ cj i,

~

ci j,
~

0 c1,2 c1,3– 0 c1,5 c1,6 0 c1,8 c1,9 0 c1,11 c1,12

c1,2– 0 c2,3– c2,4 c2,5 0 c2,7 0 c2,9 c2,10 c2,11 0
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c1,8– 0 c3,8– c4,8– c5,8– 0 c7,8– 0 c8,9 c8,10 c8,11 0

c1,9– c2,9– 0 c4,9– 0 c6,9– c7,9– c8,9– 0 c9,10 0 c9,12

0 c2,10– c3,10– 0 c5,10– c6,10– c7,10– c8,10– c9,10– 0 c10,11 c10,12
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ãäе коìпоненты опpеäеëяþтся сëеäуþщиìи соот-
ноøенияìи:

= = – ; =  = – ;

 = –  = – ;

 = –  = – ;

= – = ; = –  = – ;

 =  = – ;

 =  = – ;

 =  = – ;

 =  =  = –  = ;

 =  =  = –  = ;

 = –  = ;

 = –  = ;

 =  = ;

 = –  = ;

 =  = – ;

 = –  = ;

 =  = ;

 =  = ;

 = –  = – ;

 =  = – ;

 = –  = – ;

 = Iy/A,  = Iz/A — кваäpаты pаäиусов инеpöии
попеpе÷ноãо се÷ения.
Центpобежная ìатpиöа и ее коìпоненты не

пpивоäятся всëеäствие оãpани÷енноãо объеìа статüи.

Численные экспеpименты

Дëя пpовеpки pазpаботанноãо ìатеìати÷ескоãо
обеспе÷ения тpехìеpноãо КЭ быë пpовеäен ÷ис-
ëенный pас÷ет вëияния ãиpоскопи÷ескоãо эффекта
на пpостейøуþ ìоäеëü вибpаöионноãо ãиpоскопа.
Pазpаботанное ìатеìати÷еское обеспе÷ение аëãо-
pитìи÷ески быëо pеаëизовано в пpоãpаììноì ìо-
äуëе TBElementlib [19], с испоëüзованиеì котоpоãо
быë pазpаботан спеöиаëизиpованный пpоãpаìì-
ный коìпëекс. Поëу÷енные в пpоöессе ÷исëенноãо
ìоäеëиpования pезуëüтаты сpавниваëисü с pезуëü-
татаìи, поëу÷енныìи в øиpоко известноì унивеp-
саëüноì коìпëексе ANSYS пpи коне÷но-эëеìент-
ноì ìоäеëиpовании с поìощüþ эëеìентов, у÷иты-
ваþщих теоpиþ Тиìоøенко.

Pассìотpиì пpостейøий вибpаöионный ãиpо-
скоп, ìоäеëüþ котоpоãо ìожет сëужитü консоëüная
баëка (pис. 2) постоянноãо кваäpатноãо се÷ения
со сëеäуþщиìи паpаìетpаìи [3, 20]: пëотностü
ρ = 2228 кã/ì3, ìоäуëü Юнãа E = 190 ГПа, коэф-
фиöиент Пуассона ν = 0,266, äëина L = 164 ìкì,
высота и øиpина h = 1 ìкì.
Пеpвая собственная ÷астота такой баëки соста-

вит 54 913 Гö соãëасно pас÷етаì, пpовеäенныì как
с поìощüþ pазpаботанноãо ìатеìати÷ескоãо и
пpоãpаììноãо аппаpата, так и в ANSYS.
К незакpепëенноìу тоpöу баëки пpиëожена сиëа

P(t) в напpавëении оси у, изìеняþщаяся по сину-
соиäаëüноìу закону с аìпëитуäой Ap = 80 нН и
÷астотой вынужäенных коëебаний, pавной пеpвой
собственной ÷астоте: fp = 54 914 Гö. Пpеäпоëожиì,
÷то pассìатpиваеìый ãиpоскоп вpащается с пеpе-
носной уãëовой скоpостüþ ωx = 100 pаä/с.
Деìпфиpование заäаваëи путеì ввоäа в уpавне-

ние (1) ìатpиöы äеìпфиpования, пpеäставëяþщей
собой ëинейнуþ коìбинаöиþ ìатpиöы ìасс и ìат-
pиöы жесткости.
Коэффиöиент сäвиãа пpи ÷исëенных pас÷етах

вы÷исëяëся по фоpìуëе [8]

k =  –  – ,

ãäе ν — коэффиöиент Пуассона.
На pис. 3 пpивеäены pезуëüтаты ìоäеëиpования

с поìощüþ pазpаботанноãо в äанной pаботе ìате-
ìати÷ескоãо и пpоãpаììноãо обеспе÷ения.
Моäеëиpование пpовоäиëи с øаãоì 2•10–7 с, ко-

эффиöиент пpи ìатpиöе жесткости пpи фоpìиpо-
вании ìатpиöы äеìпфиpования пpиниìаëся pав-
ныì 1•10–6, так ÷тобы аìпëитуäа пеpви÷ных ко-
ëебаний составëяëа пpиìеpно 20 ìкì. 
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На pис. 3, а показаны возникаþщие поä äейст-
виеì вынужäаþщей сиëы P(t) коëебания в пëос-
кости (xy). На pис. 3, б пpивеäен ãpафик коëеба-
ний, возникаþщий в пëоскости (zx) пpи наëи÷ии
уãëовой скоpости вpащения ωx = 100 pаä/с.
Максиìаëüное зна÷ение пpоãиба uy в пëоскости

(xy) составиëо 21,339 ìкì, ìаксиìаëüное зна÷ение
пpоãиба uz в пëоскости (xz) pавно 0,0357 ìкì.
Соответствуþщие зна÷ения, поëу÷енные пpи

ãаpìони÷ескоì анаëизе в ANSYS с анаëоãи÷ныìи
паpаìетpаìи, pавны 20,898 и 0,0339 ìкì. Такиì об-
pазоì, отëи÷ие зна÷ений, поëу÷енных с поìощüþ
pазpаботанноãо в äанной pаботе ìатеìати÷ескоãо
и пpоãpаììноãо обеспе÷ения, и зна÷ений, поëу-
÷енных в pезуëüтате ìоäеëиpования в ANSYS, со-
ставëяет ìенее 5%. Поäобное отëи÷ие ìожно объ-
яснитü неоäинаковостüþ испоëüзуеìых эëеìентов в
ANSYS и в pазpаботанноì оpиãинаëüноì пpо-
ãpаììноì обеспе÷ении.
Наäо отìетитü, ÷то в pезуëüтате ãаpìони÷ескоãо

анаëиза в ANSYS ìожно поëу÷итü аìпëитуäно-
÷астотные хаpактеpистики, но неëüзя pасс÷итатü
пеpехоäные пpоöессы. Дëя постpоения ãpафиков
пеpехоäных пpоöессов в ANSYS нужно испоëüзо-
ватü äpуãой виä анаëиза (transient), pас÷ет с поìо-
щüþ котоpоãо с øаãоì 2•10–7 с заниìает äëитеëü-
ное вpеìя и pесуpсы.

Заключение

В pаботе поëностüþ pазpаботано ìатеìати÷еское
обеспе÷ение тpехìеpноãо КЭ, у÷итываþщее как
теоpиþ Тиìоøенко, так и ãиpоскопи÷еский эффект.
Испоëüзование пpи вывоäе ìатpиö КЭ ваpиаöи-

онных пpинöипов ìеханики — фоpìаëизìа Лаãpан-
жа и уpавнений Лаãpанжа 2-ãо pоäа, обеспе÷ивает
пpозpа÷ностü и обоснованностü ìатеìати÷еских
вывоäов.

Pазpаботанное ìатеìати÷еское обеспе÷ение ìо-
жет бытü испоëüзовано äëя созäания спеöиаëизиpо-
ванных пpоãpаììных коìпëексов, обеспе÷иваþ-
щих, в отëи÷ие от унивеpсаëüных пpоãpаììных
коìпëексов с закpытыì пpоãpаììныì коäоì типа

ANSYS, пpозpа÷ностü pеаëизаöии аëãоpитìов,
поëный контpоëü за хоäоì вы÷исëений и сущест-
венно боëее низкуþ стоиìостü.
Такиì обpазоì, тpехìеpный КЭ на основе теоpии

Тиìоøенко ìожет бытü испоëüзован äëя pеøения
øиpокоãо кpуãа заäа÷ статики и äинаìики, в тоì
÷исëе и пpи возникаþщеì ãиpоскопи÷ескоì эф-
фекте, напpиìеp, в обëасти pазpаботки и иссëеäо-
вания ìикpоìехани÷еских äат÷иков инеpöиаëüной
инфоpìаöии.
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A complete mathematical support of the 3D finite beam element for modeling of the micromechanical inertial measurement
sensors and their components has been developed. The mathematical support includes mass matrix, stiffness matrix, Coriolis
matrix, and centrifugal matrix. The mathematical support takes full account of the gyroscopic effect and the theory of Timoshenko.
Employing of the Variational principles of mechanics and Lagrange’s equation makes the process of derivation of the mathe-
matical support clear, accurate and well-founded. The developed software was verified by a numerical simulation of the in-
fluence of the gyroscopic effect on the dynamics of the simplest model of the vibrating gyro. The results obtained due to the nu-
merical simulation by using the developed mathematical support were compared with the results obtained in ANSYS, well-known
engineering simulation software. The difference between these results was less than 5 %. This difference can be explained by
the dissimilarity of the elements used in ANSYS and in the developed software. This paper shows that the developed mathe-
matical support can be used for development of special software, which ensures, in contrast to the universal proprietary closed-
source software such as ANSYS, a transparent implementation of the algorithms, a complete control of the progress of com-
puting and significantly lower cost.Thus, the developed mathematical support for the three-dimensional finite element based
on the theory of Timoshenko can be used to solve a wide range of problems of statics and dynamics, including the gyroscopic
effect, e.g. in the area of research and development of the microelectromechanical sensors of the inertial information.

Keywords: micromechanical gyroscope, micromechanical accelerometer, finite element modeling, Tymoshenko theory, vi-
bration, mass matrix, stiffness matrix, Coriolis matrix, centrifugal matrix
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