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Чувствительность вынужденных пеpиодических движений
pелейной системы к изменению паpаметpов объекта упpавления1

В pеëейных систеìах упpавëения в ка÷естве pабо-
÷еãо ÷асто испоëüзуется pежиì вынужäенных коëе-
баний. В таких систеìах ÷астота коëебаний опpеäе-
ëяется ÷астотой вынужäаþщеãо сиãнаëа и остается
постоянной пpи изìенении паpаìетpов объекта
упpавëения. С позиöии теоpии к pеëейныì систе-
ìаì, pаботаþщиì в pежиìе вынужäенных коëеба-
ний, относятся øиpоко pаспpостpаненные в тех-
нике систеìы с сиììетpи÷ной øиpотно-иìпуëüс-
ной ìоäуëяöией (ШИМ).
Вообще ãовоpя, в pеëейных систеìах pассìат-

pиваеìоãо кëасса ìоãут возникатü [1] низко÷астот-
ные (субãаpìони÷еские) коëебания. Они иìеþт
÷астоту, кpатнуþ ÷астоте вынужäаþщеãо сиãнаëа.
Оäнако такие коëебания не испоëüзуþтся в ка÷естве
pабо÷их в систеìах упpавëения. Поэтоìу в статüе
pассìатpиваþтся тоëüко пеpиоäи÷еские äвижения
основной ÷астоты.
Пpи созäании систеì автоìати÷ескоãо упpавëе-

ния весüìа важно иìетü инфоpìаöиþ о ÷увстви-
теëüности систеìы к изìенениþ паpаìетpов объ-
екта упpавëения. На пpактике откëонение паpаìет-
pов от ноìинаëüных зна÷ений всеãäа иìеет ìесто.
Функöии ÷увствитеëüности позвоëяþт ëеãко опpе-
äеëитü, как вëияþт указанные откëонения на вы-
хоäные хаpактеpистики систеìы.
Теоpия ÷увствитеëüности как саìостоятеëüное

нау÷ное напpавëение в теоpии автоìати÷ескоãо
упpавëения сфоpìиpоваëасü в 60-е ãоäы пpоøëоãо
стоëетия. В настоящее вpеìя бибëиоãpафия опуб-
ëикованных по теоpии ÷увствитеëüности pабот со-
äеpжит свыøе 2500 наиìенований. Достато÷но хо-
pоøее пpеäставëение о состоянии теоpии äаþт
ìоноãpафии [2—4]. Оäнако, несìотpя на общее

обиëие pабот, ÷увствитеëüностü pеëейных систеì,
pаботаþщих в pежиìе вынужäенных коëебаний,
иссëеäована весüìа сëабо. Иìеется ëиøü небоëüøое
÷исëо узконапpавëенных pабот, в котоpых (в основ-
ноì с поìощüþ ìетоäа ãаpìони÷еской ëинеаpиза-
öии) pассìатpивается ÷увствитеëüностü конкpетных
pеëейных систеì с ëинейныìи объектаìи упpавëе-
ния. Межäу теì, pеаëüные объекты упpавëения,
как пpавиëо, явëяþтся неëинейныìи.
Основныìи хаpактеpистикаìи pеëейной систеìы

упpавëения, pаботаþщей в pежиìе вынужäенных
коëебаний, явëяþтся: паpаìетpы пеpиоäи÷ескоãо
äвижения, еãо устой÷ивостü, оøибка сëежения.
Данная статüя посвящена pазpаботке ìетоäов поëу-
÷ения функöий ÷увствитеëüности пеpиоäи÷еской
тpаектоpии и кpитеpия устой÷ивости pеëейных
систеì с неëинейныì объектоì упpавëения.

Чувствительность пеpиодической тpаектоpии

Усëовия существования вынужäенноãо пеpио-
äи÷ескоãо äвижения, опpеäеëение тpаектоpии и
кpитеpий устой÷ивости поëу÷ены в pаботе [1].
Иìенно на pезуëüтатах этой pаботы базиpуется на-
стоящая статüя.

Pассìотpиì pеëейнуþ систеìу, pаботаþщуþ в
pежиìе вынужäенных коëебаний (pис. 1). Зäесü:

Pассматpиваются системы с двухпозиционным pелейным элементом и гладким нелинейным объектом упpавления, pабо-
тающие в pежиме вынужденных колебаний. Pазpаботаны методы получения функций чувствительности хаpактеpистик пе-
pиодического движения: пеpиодической тpаектоpии, алгебpаического кpитеpия устойчивости. Пpиводится пpимеp, иллюст-
pиpующий получение функций чувствительности.
Ключевые слова: pелейная система, вынужденные колебания, чувствительность, пеpиодическая тpаектоpия, кpитеpий ус-

тойчивости
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 1 Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке PФФИ
(ãpант № 14-08-00662). Pис. 1
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y0(t) = Hf0(t) — вынужäаþщий пеpиоäи÷еский сиãнаë

пеpиоäа 2T, пpи÷еì | f0(t)| = 1, H > 0 — кон-

станта; y(t) — вхоäной сиãнаë; Rт — ìатpиöа-стpока.
Вынужäаþщий сиãнаë обëаäает сиììетpией, т. е.
f0(t + T ) = –f0(t).
Пpи отсутствии вхоäноãо сиãнаëа (пеpиоäи÷е-

ские äвижения pассìатpиваþтся пpи y(t) ≡ 0) äви-
жение систеìы заäается уpавненияìи

 = f(x, α, u); (1)

u = Φ(y0 – Rтx), (2)

ãäе x = (x1, x2, ..., хn) и f = ( f1, f2, ..., fn) — n-ìеpные
вектоpы. Pеëейный эëеìент явëяется äвухпозиöион-
ныì. Функöия Φ заäается стати÷еской хаpактеpи-
стикой pеëейноãо эëеìента (pис. 2). В pавенстве (1)
α — некотоpый скаëяpный паpаìетp. Буäеì пpеäпо-
ëаãатü, как это обы÷но иìеет ìесто в сëеäящих сис-
теìах, ÷то объект упpавëения обëаäает сиììетpией:

f(–x, α, –u) = –f(x, α, u),

пpи÷еì сиììетpия сохpаняется пpи ëþбоì зна÷е-
нии паpаìетpа α.
Пустü x(t) — пpостое вынужäенное пеpиоäи÷е-

ское äвижение систеìы (1), (2) пеpиоäа 2T, уäов-
ëетвоpяþщее усëовиþ

x(t + T ) = –x(t).

Пpеäпоëаãается, ÷то ìоìент t = 0 совìещен с ìо-
ìентоì пеpекëþ÷ения pеëейноãо эëеìента с u = –A
на u = A. В интеpваëе 0 < t < 2T упpавëение иìеет
тоëüко оäно пеpекëþ÷ение. Иìенно такоãо виäа
вынужäенные коëебания возникаþт, как пpавиëо,
в pеëейной систеìе (1), (2).
В соответствии с pаботой [1] усëовия существо-

вания вынужäенноãо пеpиоäи÷ескоãо äвижения
заäаþтся соотноøенияìи 

(3)

В систеìе (3) t * — фаза вынужäаþщеãо сиãнаëа,
котоpая устанавëивает соответствие ìежäу функ-

öией Hf0(t) и пеpиоäи÷ескиì pеøениеì x(t), вектоp
z–(T ) заäает зна÷ение (t) (еãо пpеäеë сëева) в ìо-
ìент пеpекëþ÷ения pеëейноãо эëеìента с ìинуса
на пëþс. Даëее, сиìвоëоì x*(T ) обозна÷ен фазо-
вый ãоäоãpаф [5, 6] объекта упpавëения. Фаза вхоä-
ноãо сиãнаëа ëеãко опpеäеëяется из уpавнения (3),
напpиìеp, ãpафи÷ескиì способоì.
Даäиì паpаìетpу α ìаëое пpиpащение δα. Изìе-

нение паpаìетpа α пpивеäет к ìаëоìу изìенениþ
вынужäенноãо пеpиоäи÷ескоãо äвижения. Пеpио-
äи÷ескуþ тpаектоpиþ паpаìетpи÷ески возìущен-
ной систеìы обозна÷иì

(t) = x(t) + δx(t),

зäесü δx(t) — ìаëая веëи÷ина.
Буäеì пpеäпоëаãатü, ÷то функöия f(x, α, u) не-

пpеpывно äиффеpенöиpуеìа по x и α. В соответ-
ствии с (1)

 = f(x + δx, α + δα, u). (4)

Пpиниìая во вниìание, ÷то тpаектоpия х(t) пpи
ноìинаëüноì зна÷ении паpаìетpа α уäовëетвоpяет
уpавнениþ (1), и опуская веëи÷ины, иìеþщие по-
pяäок ìаëости выøе пеpвоãо, из соотноøения (4)
поëу÷иì

 = δx + δα. (5)

Pавенство (5) называется уpавнениеì в ваpиа-
öиях. Оно связывает ваpиаöиþ пеpиоäи÷еской
тpаектоpии с ваpиаöией паpаìетpа α.
Пеpиоäи÷еские тpаектоpии х(t) и (t) обëаäаþт

сиììетpией. Поэтоìу ìожно оãpани÷итüся pассìот-
pениеì их на поëупеpиоäе.
На поëупеpиоäе упpавëение u(t) явëяется посто-

янной веëи÷иной (u = A ëибо u = –A). Пpи u = const
pавенство (5) пpеäставëяет собой неоäноpоäное ëи-
нейное äиффеpенöиаëüное уpавнение с пеpеìен-
ныìи коэффиöиентаìи.
Поëожиì в уpавнении (5) u = A. Обозна÷иì

V0(t0, t) ноpìиpованнуþ фунäаìентаëüнуþ ìатpиöу
pеøений äанноãо уpавнения, зäесü t0 — на÷аëüный
ìоìент вpеìени. Пустü, äаëее, вектоp r(t), 0 m t m T,
явëяется pеøениеì уpавнения (5) пpи нуëевых на-
÷аëüных усëовиях и δα = 1. Общее pеøение уpав-
нения (5) заäается pавенствоì

δх(t) = V0(0, t)δx(0) + r(t)δα. (6)

Опpеäеëиì ваpиаöиþ фазы вынужäаþщеãо сиã-
наëа. В соответствии с систеìой (3) 

y0(t * + δt *) – Rт[x*(T ) + δx*(T )] = b, (7)

зäесü δx*(T ) — ваpиаöия фазовоãо ãоäоãpафа. Из
pавенства (7) сëеäует

y0(t *) + (t *)δt * – Rтx*(T ) – Rтδx*(T ) = b. (8)

max
t

dx
dt
-----

Pис. 2

y0(t *) – Rтx*(T ) = b;

(t *) – Rтz–(T ) > 0.y·0

x·

x~

d x δx+( )
dt

------------------

dδx
dt

------- f x α u, ,( )∂
x∂

------------------- f x α u, ,( )∂
α∂

-------------------

x~

y·0
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В pавенстве (8) опущены веëи÷ины, иìеþщие
поpяäок ìаëости выøе пеpвоãо. Пpиниìая во вни-
ìание соотноøение (3), поëу÷иì

δt * = . (9)

Ниже pавенства, в котоpых опущены веëи÷ины,
иìеþщие поpяäок ìаëости выøе пеpвоãо, буäеì
записыватü, не оãоваpивая это особо.
Дëя паpаìетpи÷ески возìущенной систеìы фа-

зовый ãоäоãpаф по опpеäеëениþ заäается вектоpоì

(T ) = x(0) + δx(0).

Зäесü, как и выøе, пpеäпоëаãается, ÷то на пеpио-
äи÷еской тpаектоpии (t) ìоìент t = 0 совìещен
с ìоìентоì пеpекëþ÷ения упpавëения с u = –A на
u = A. Так как (t) — сиììетpи÷ная тpаектоpия, то

x(T ) + δx(T ) = –x(0) – δx(0)

и, сëеäоватеëüно,

δx(0) = –δx(T ).

Равенство (6) ìожно записатü в виäе уpавнения

[I + V0(0, T )]δx(0) = –r(T )δα, (10)

зäесü I — еäини÷ная ìатpиöа. Из (10) сëеäует, ÷то

δx(0) = –[I + V0(0, T )]–1r(T )δα. 

Такиì обpазоì, ваpиаöия фазовоãо ãоäоãpафа

δx*(T ) = δx(0) = Bδα, (11)

ãäе

B = –[I + V0(0, T )]–1r(T ).

В соответствии с соотноøенияìи (9) и (11) ко-
эффиöиент ÷увствитеëüности фазы вынужäаþщеãо
сиãнаëа к изìенениþ паpаìетpа α pавен

 =  = . (12)

Возìущенная ìаëыì изìенениеì паpаìетpа α
систеìа (1), (2) иìеет пеpиоäи÷ескуþ тpаектоpиþ

(t) = x(t) + (V0(0, t)B + r(t))δα, 0 m t m T. 

Функöия ÷увствитеëüности пеpиоäи÷еской тpа-
ектоpии

 =  =

= r(t) = V0(0, t)B + r(t), 0 m t m T. (13)

Чувствительность кpитеpия устойчивости

Ниже, ÷тобы не вноситü изìенения в поëу÷ен-
ные фоpìуëы, вынужäаþщий сиãнаë äëя систеìы
с ноìинаëüныì зна÷ениеì паpаìетpа α буäеì за-
писыватü в виäе y0(t * + t), а äëя паpаìетpи÷ески
возìущенной систеìы — в виäе y0(t * + δt * + t).

Pассìотpиì сна÷аëа устой÷ивостü пеpиоäи÷е-
скоãо pеøения в систеìе с ноìинаëüныì зна÷ени-
еì паpаìетpа α, т. е. устой÷ивостü тpаектоpии x(t).
В pаботе [1] поëу÷ен аëãебpаи÷еский кpитеpий ус-
той÷ивости вынужäенноãо пеpиоäи÷ескоãо pеøе-
ния по Ляпунову. Устой÷ивостü оöенивается по
собственныì ÷исëаì некотоpой ìатpиöы. Дëя тpа-
ектоpии x(t) эта ìатpиöа иìеет виä

G0 = V0(0, T ), (14)

зäесü и в äаëüнейøеì сиìвоëаìи "ìинус" и "пëþс"
обозна÷аþтся соответственно пpеäеëы сëева и
спpава.
В отëи÷ие от автокоëебаний, у котоpых, как пpа-

виëо, оöенивается асиìптоти÷еская оpбитаëüная
устой÷ивостü [6, 9], пpи иссëеäовании вынужäенных
пеpиоäи÷еских äвижений öеëесообpазно опpеäе-
ëятü устой÷ивостü по Ляпунову. Пpи иссëеäовании
устой÷ивости по Ляпунову исхоäная и возìущен-
ная (напpиìеp, изìенениеì на÷аëüноãо усëовия)
тpаектоpии сpавниваþтся в оäни и те же ìоìенты
вpеìени t. Из асиìптоти÷еской устой÷ивости пеpио-
äи÷ескоãо äвижения по Ляпунову сëеäует асиìпто-
ти÷еская оpбитаëüная устой÷ивостü. Асиìптоти÷е-
ская устой÷ивостü по Ляпунову автокоëебаний во-
обще не иìеет ìеста.
Опpеäеëиì устой÷ивостü пеpиоäи÷еской тpаек-

тоpии (t). Возìущеннуþ (ìаëыì изìенениеì на-
÷аëüноãо усëовия) тpаектоpиþ обозна÷иì (t) =
= (t) + δ (t). Поäставиì в уpавнение (1) функ-
öиþ (t):

 = f( (t) + δ (t), α + δα, u). (15)

В pавенстве (15) δ (t) и δα — ìаëые веëи÷ины.
Из (15) сëеäует

 = δ .

Обозна÷иì

M(x, α, u) = . 

Тоãäа, о÷евиäно,

 =

= M( , α + δα, u) = M(x + δx, α + δα, u).

Выøе быëо установëено, ÷то

(t) = x(t) + (V0(0, t)B + r(t))δα

и, сëеäоватеëüно,

 = M(x + rδα, α + δα, u)δ .

Rтδx* T( )
y·0 t*( )

-------------------

x*~

x~

x~
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* d t*( )

dα
--------- RтB

y·0 t*( )
-----------

x~

dx t( )
dα

---------- lim
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x t( ) V0 0 t,( )B r t( )+( )δα x t( )–+
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---------------------------------------------------------------
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Так как δα явëяется ìаëой веëи÷иной, то ìожно
записатü

 = M(x, α, u)δ  + N(x, α, u)δα•δ . (16)

В pавенстве (16)

N(x, α, u) = [M(x + rδα, α + δα, u)]|δα = 0.

Во избежание неäоpазуìений отìетиì, ÷то δα
вхоäит в опpеäеëение тpаектоpии (t), т. е. δα и
δ  — независиìые ìаëые веëи÷ины.
В соответствии с соотноøениеì (14) запиøеì

äëя тpаектоpии (t) ìатpиöу устой÷ивости

G = V(0, T ), (17)

ãäе V(0, t) — ноpìиpованная фунäаìентаëüная ìат-
pиöа pеøений уpавнения (16). В pаботах [7, 8] ус-
тановëено, ÷то ëинеаpизованная по α (не у÷итыва-
þтся веëи÷ины, иìеþщие относитеëüно α поpяäок
ìаëости выøе пеpвоãо) ìатpиöа иìеет виä

V(0, t) = V0(0, t) + Vα(0, t)δα. (18)

В pавенстве (18) Vα(0, t) явëяется ìатpиöей [7, 8],
стоëбöы котоpой обpазованы вектоpаìи m1(t), m2(t),
..., mn(t), пpи÷еì кажäый вектоp mi(t) (i = ) яв-
ëяется pеøениеì уpавнения

 = M(x, α, u)m + N(x, α, u)δ (t) (19)

пpи m(0) = 0. Это pеøение зависит от функöии

δ (t). Вхоäящий в уpавнение (19) вектоp δ (t)

пpеäставëяет собой стоëбеö ìатpиöы V0(0, t), пpи÷еì

вектоpу mi(t) соответствует i-й стоëбеö ìатpиöы

V0(0, t).

Пpиниìая во вниìание соотноøение (8), запиøеì

G =

=  Ѕ

Ѕ (V0(0, T ) + Vα(0, T )δα), (20)

зäесü пpеäпоëаãается, ÷то вынужäаþщий сиãнаë
y0(t) иìеет в окpестности то÷ки t * непpеpывнуþ
втоpуþ пpоизвоäнуþ. 
Обозна÷иì

P(x, α, u) = .

В соответствии с pавенствоì (5)

δ (T ) = M(x(T ), α, A)δx–(T ) + P(x(T ), α, A)δα,

δ (T) = M(x(T), α, –A)δx+(T) + P(x(T), α, –A)δα.

Из непpеpывности тpаектоpий x(t) и (t) сëе-
äует, ÷то δx+(T ) = δx–(T ). Такиì обpазоì,

δ (T ) = Q+δα, δ (T ) = Q–δα, (21)

ãäе

Q+ = M(x(T ), α, A)r(T ) + P(x(T ), α, A),

Q– = M(x(T ), α, –A)r(T ) + P(x(T ), α, –A). 

Поäставиì (21) в (20):

G =

=  Ѕ

Ѕ (V0(T ) + Vα(T )δα). (22)

В pавенстве (22) и ниже äëя сокpащения весüìа
ãpоìозäких pавенств вìесто V0(0, t) и Vα(0, t) ис-
поëüзуþтся обозна÷ения V0(t) и Vα(t). Искëþ÷иì
из (22) сëаãаеìые, иìеþщие поpяäок ìаëости вы-
øе пеpвоãо относитеëüно δα:

G = V0(T ) + Vα(T )δα – .

Выпоëниì ëинеаpизаöиþ äpоби в окpестности
то÷ки δα = 0:

G = V0(T ) –  + Vα(T ) –

– δα,(23)

зäесü

L = ( (T) – (T))RтVα(T) + (Q+ – Q–)RтV0(T),

D =  + RтQ+.

Pавенство (23) заäает ìатpиöу устой÷ивости äëя
пеpиоäи÷еской тpаектоpии (t).

dδx
dt
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~

x~ x~
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dδα
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Устой÷ивостü пеpиоäи÷еской тpаектоpии (t)
опpеäеëяется собственныìи ÷исëаìи ìатpиöы G.
Есëи äëя кажäоãо собственноãо ÷исëа λj ìатpиöы G
спpавеäëиво неpавенство [1]

|λj | < 1, (24)

то пеpиоäи÷еская тpаектоpия (t) асиìптоти÷ески
устой÷ива по Ляпунову.
Обозна÷иì , j = , m m n, собственные ÷исëа

ìатpиöы G пpи δα = 0. По собственныì ÷исëаì 
опpеäеëяется устой÷ивостü пеpиоäи÷еской тpаек-
тоpии x(t).
Собственные ÷исëа ìатpиöы G явëяþтся коp-

няìи ìноãо÷ëена

det[λI – G]. (25)

Пpеäставиì

λj =  + δλj.

Пpиpащение δλj поpожäено ваpиаöией паpаìет-
pа α. Ясно, ÷то δλj → 0 пpи δα → 0. Собственные
÷исëа  явëяþтся коpняìи ìноãо÷ëена (25) пpи
δα = 0.
Пустü  — пpостое (не кpатное) собственное

÷исëо ìатpиöы (14). Поëожиì в (25) λ =  + δλj.
Поскоëüку δλj и δα — зависиìые ìаëые веëи÷ины,
то в ìноãо÷ëене det[(  + δλj)I – G] ìожно пpи-
pавнятü к нуëþ сëаãаеìые, соäеpжащие пpоизвеäе-
ния δα•δλj и (δα)n, (δλj)

n пpи n l 2 как иìеþщие
поpяäок ìаëости выøе пеpвоãо. Чисëо  явëяется
коpнеì ìноãо÷ëена (25) пpи δα = 0, и поэтоìу по-
сëе указанных сокpащений поëу÷иì ìноãо÷ëен пеp-
воãо поpяäка относитеëüно δλj, т. е. pавенство виäа

fj( )δλj = Fj( )δα. (26)

В pавенстве (26) fj( ) и Fj( ) — некотоpые
ìноãо÷ëены. 
Из (26) сëеäует, ÷то

δλj = δα.

Функöия ÷увствитеëüности собственноãо ÷исëа
λj иìеет виä

 =  = . (27)

Pассìотpиì сëу÷ай, коãäа  явëяется кpатныì
собственныì ÷исëоì ìатpиöы (14) и, сëеäоватеëü-
но, кpатныì коpнеì ìноãо÷ëена

det[λ0I – G0] = Ci(λ
0)i. (28)

Поëожиì äëя пpостоты, ÷то коpенü  иìеет
кpатностü äва. В этоì сëу÷ае

[det( I – G0)] = Ci( )i  = 0.

Пpиниìая во вниìание соотноøение (28), за-
пиøеì

det[(  + δ )I – G] =

= (Ci + biδα)(  + δλj)
i = 0. (29)

В pавенстве (29) bi — некотоpые коэффиöиенты,
у÷итываþщие изìенения, поpожäенные ваpиаöией
паpаìетpа α. Опуская в уpавнение (29) сëаãаеìые,
иìеþщие поpяäок ìаëости выøе пеpвоãо, найäеì

Ci( )i + Ci( )i δλj +

+ bi( )iδα = 0. (30)

Поскоëüку  явëяется кpатныì коpнеì ìноãо-
÷ëена (28), то

Ci( )i = 0, Ci( )i  = 0

и, сëеäоватеëüно,

bi( )iδα = 0.

Pавенства (26) и (27), как сëеäует из соотноøе-
ния (30), спpавеäëивы и в сëу÷ае кpатноãо собст-
венноãо ÷исëа . Но тоãäа соотноøение (27) пpи-
воäит к неопpеäеëенности, и поэтоìу

 = . (31)

По собственныì ÷исëаì λj ìатpиöы G оöенива-
ется асиìптоти÷еская устой÷ивостü по Ляпунову пе-
pиоäи÷еской тpаектоpии (t). На этоì основании
пpоизвоäные (27) и (31) ìожно pассìатpиватü как
функöии ÷увствитеëüности кpитеpия устой÷ивости.

Пpимеp

На pис. 3 изобpажена стpуктуpная схеìа pеëей-
ной систеìы, pаботаþщей в pежиìе вынужäенных
коëебаний. Зäесü неëинейная функöия 

ϕ(x1) = arctg(βx1);

x~
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вынужäаþщий сиãнаë 

y0(t) = H sin t; 

зна÷ения паpаìетpов: A = 27; b = 0,005; Ω = 0,15;
τ = 0,0015; β = 0,02; c = 0,052; J = 0,0093; q = 120;
β = 0,02; α = 120; H = 0,05; T = 0,01.
Пpи y(t) ≡ 0 äвижение систеìы заäается уpавне-

нияìи (1), (2), ãäе x = (x1, x2, x3), R
т = [0 0 1], вектоp

f (x, α, u) = .

Дëя изобpаженноãо на pис. 3 объекта упpавëе-
ния быë постpоен фазовый ãоäоãpаф [6], с поìо-
щüþ соотноøений (3) опpеäеëена фаза вынужäаþ-
щеãо сиãнаëа t * = 3,203•10–4. Даëее, путеì непо-
сpеäственноãо интеãpиpования уpавнений (1), (2)
(фазовый ãоäоãpаф заäает необхоäиìое на÷аëüное
усëовие) быëа pасс÷итана пеpиоäи÷еская тpаекто-
pия x(t) пеpиоäа 2T.

Pавенство (5) явëяется ëинейныì äиффеpенöи-
аëüныì уpавнениеì с пеpеìенныìи по вpеìени ко-
эффиöиентаìи. Поэтоìу ìатpиöа V0(0, t) опpеäеëя-
ëасü ÷исëенно путеì n-кpатноãо pеøения этоãо уpав-
нения пpи δα = 0 с соответствуþщиìи на÷аëüныìи
усëовияìи [7]. Функöии ÷увствитеëüности фазы

вынужäаþщеãо сиãнаëа и пе-
pиоäи÷еской тpаектоpии x(t)
быëи вы÷исëены по фоpìуëаì
(12) и (13).
На pис. 4 пpеäставëены зна-

÷ения фазы вынужäаþщеãо
сиãнаëа t*, опpеäеëенные с по-
ìощüþ коэффиöиента ÷увст-
витеëüности  (спëоøная
ëиния) и поëу÷енные непосpеä-

ственно из pеøения уpавнения (3) (обозна÷ены то÷-
каìи) пpи соответствуþщеì зна÷ении паpаìетpа α.
Дëя кажäоãо зна÷ения паpаìетpа α опpеäеëяëся фа-
зовый ãоäоãpаф x*(T ). Из pис. 4 виäно, ÷то пpи
30 %-ноì откëонении паpаìетpа α от ноìинаëüноãо
зна÷ения испоëüзование коэффиöиента ÷увстви-
теëüности  пpакти÷ески не вносит оøибки в оп-
pеäеëение вынужäаþщеãо сиãнаëа.
На pис. 5 показано откëонение пеpиоäи÷еской

тpаектоpии (t) от x3(t) пpи изìенении паpаìетpа α
в боëüøуþ стоpону на 20 %. Спëоøной ëинией
изобpажена функöия δx3(t) = r3(t)δα, а то÷каìи —
функöия Δx3(t) = (t) – x3(t), поëу÷енная с по-
ìощüþ коìпüþтеpноãо ìоäеëиpования. Из pис. 5
виäно, ÷то pезуëüтаты пpакти÷ески совпаäаþт.
Чувствитеëüностü кpитеpия устой÷ивости опpеäе-

ëяëасü в поëноì соответствии с изëоженныì выøе.
Матpиöу устой÷ивости G0 pасс÷итываëи по

фоpìуëе (14), и быë поëу÷ен сëеäуþщий pезуëüтат:

G0 = .

Собственные ÷исëа ìатpиöы опpеäеëяëи с по-
ìощüþ пакета пpикëаäных ìатеìати÷еских пpо-
ãpаìì Scilab. Они иìеþт сëеäуþщие зна÷ения:

 = 0,99486 + 0,07673i,  = 0,99486 – 0,07673i, 

 = 0,00128,

π
T
----

1
τ
--x1– c

τΩ
-----x2– 1
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зäесü i — ìниìая еäиниöа. Поскоëüку собственные
÷исëа уäовëетвоpяþт неpавенству (24), пеpиоäи÷е-
ская тpаектоpия x(t) асиìптоти÷ески устой÷ива по
Ляпунову.
Устой÷ивостü вынужäенноãо пеpиоäи÷ескоãо äви-

жения паpаìетpи÷ески возìущенной систеìы (тpа-
ектоpия (t)) опpеäеëяется по собственныì ÷ис-
ëаì ìатpиöы

G =

=G0+ δα.

С испоëüзованиеì сфоpìуëиpованноãо выøе
аëãоpитìа äëя кажäоãо собственноãо ÷исëа быëи
поëу÷ены коэффиöиенты ÷увствитеëüности

 =  = –4,266909•10–5 + 0,000317i,

 =  = –4,266909•10–5 – 0,000317i,

 =  = 4,649232•10–8.

На pис. 6 и 7 пpивеäены зна÷ения ìоäуëей соб-
ственных ÷исеë λ1, λ2, λ3, поëу÷енные с поìощüþ
коэффиöиентов ÷увствитеëüности , , 
(спëоøная ëиния) и найäенные непосpеäственно
по ìатpиöе G0 пpи соответствуþщеì зна÷ении па-
pаìетpа α (øтpиховые ëинии).
Максиìаëüная оøибка в опpеäеëении ìоäуëей

собственных ÷исеë с поìощüþ коэффиöиентов
÷увствитеëüности пpи 30 %-ноì откëонении паpа-
ìетpа α составиëа ìенее 0,01 %.

Заключение

Дëя pассìатpиваеìоãо кëасса pеëейных систеì
pазpаботаны ìетоäы поëу÷ения функöий ÷увстви-

теëüности пеpиоäи÷еской тpаектоpии и кpитеpия ее
устой÷ивости. Оäнако основной pезуëüтат pаботы
закëþ÷ается в тоì, ÷то она факти÷ески соäеpжит
аëãоpитì, сëеäуя котоpоìу, ìожно поëу÷итü ука-
занные функöии ÷увствитеëüности äëя pеëейных
систеì с ëþбыì неëинейныì объектоì упpавëения.
В pаботе pассìатpивается поëу÷ение функöий

÷увствитеëüности пpи изìенении оäноãо скаëяp-
ноãо паpаìетpа. Есëи иìеет ìесто изìенение не-
скоëüких паpаìетpов, то откëонения, обусëовëен-
ные этиì изìенениеì (пеpиоäи÷еской тpаектоpии,
собственных ÷исеë ìатpиöы устой÷ивости), опpеäе-
ëяþтся суììиpованиеì откëонений, поpожäенных
ваpиаöией кажäоãо из паpаìетpов. Пpи этоì функ-
öии ÷увствитеëüности по кажäоìу из паpаìетpов
опpеäеëяþтся изëоженныì выøе способоì.
Поëу÷ение функöий ÷увствитеëüности базиpу-

ется на ìетоäе фазовоãо ãоäоãpафа. Он явëяется
то÷ныì ìетоäоì иссëеäования пеpиоäи÷еских äви-
жений в pеëейных систеìах. Это, в коне÷ноì с÷ете,
ãаpантиpует спpавеäëивостü саìих функöий ÷увст-
витеëüности, поëу÷аеìых с поìощüþ pазpаботан-
ных ìетоäов.
Автоpы статüи веäут иссëеäования (в pаìках

ãpанта PФФИ), напpавëенные на созäание теоpии
÷увствитеëüности pеëейных систеì упpавëения, pа-
ботаþщих в pежиìе вынужäенных коëебаний. Эта
теоpия äоëжна охватыватü систеìы с неëинейныìи
объектаìи упpавëения ëþбоãо типа, опpеäеëятü ÷ув-
ствитеëüностü хаpактеpистик пеpиоäи÷ескоãо äвиже-
ния, ÷увствитеëüностü оøибки сëежения. Данная
статüя явëяется пеpвой pаботой в этоì напpавëении.

Pаспоëаãая функöияìи ÷увствитеëüности, ìожно
сpавнитеëüно пpосто опpеäеëитü откëонения вы-
хоäных хаpактеpистик, обусëовëенные изìенени-
еì паpаìетpов объекта упpавëения, и, теì саìыì,
оöенитü pаботоспособностü систеìы в pеаëüных
усëовиях экспëуатаöии. Метоäы иссëеäования по-
звоëяþт выпоëнитü синтез и оптиìизаöиþ систе-
ìы пpи заäании оãpани÷ений на ÷увствитеëüностü.
Их ìожно испоëüзоватü также пpи назна÷ении äо-
пусков на эëеìенты систеìы.
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The topic of the article is the class of the control systems with a bistable relay element and smooth nonlinear plant running
in the forced vibrations mode. Methods were developed for obtaining the sensitivity functions of the periodic motion charac-
teristics (periodic trajectory, algebraic criterion of stability by Lyapunov). These methods can be used for sensitivity investi-
gation of the control systems with the symmetrical pulse wide modulation (PWM), which have widespread technical appli-
cations. Sensitivity functions were obtained based on the precision method of investigation of the periodic motion. This ensures
validity of the sensitivity functions, which are received due to the developed methods. An example is presented, which illustrates
investigation of the sensitivity functions of the periodic trajectory and algebraic criterion of stability. This article is the first
work, the aim of which is development of the theory of sensitivity of the relay control systems running in the forced vibrations
mode. Besides the solution to the problem, in fact, it contains an algorithm, which allows us to develop methods for obtaining
the sensitivity functions of the periodic motion for the systems with non-linear plant of any order. Having obtained the sensitivity
functions, we can relatively easily identify the deviations in the output periodic motion characteristics. This allows us to estimate
the system’s performance. The proposed methods allow us to perform system syntheses and system optimization by setting limits
on the periodic motion sensitivity.
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