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Моделиpование огpаничений на относительное движение 
шаpниpно связанных тел в системах виpтуального окpужения1

Введение

В систеìах виpтуаëüной pеаëüности, в ÷астности
в тpенажеpных коìпëексах, ÷асто возникает необ-
хоäиìостü ìоäеëиpоватü äинаìику систеìы ìно-
ãих теë с øаpниpаìи. Pеаëисти÷ное ìоäеëиpова-
ние этой äинаìики позвоëяет повыситü ка÷ество и
скоpостü обу÷ения опеpатоpов тpенажеpов и избе-
жатü фоpìиpования у них ëожных навыков. Пpи-
ìеpаìи систеì с øаpниpаìи явëяþтся автоìобиëü
с пpиöепоì, äвеpü на петëях, ìанипуëятоpы и т. ä.
Поэтоìу pазpаботка ìетоäов ìоäеëиpования таких
систеì явëяется актуаëüной заäа÷ей.

Относитеëüное äвижение теë, соеäиненных
øаpниpаìи, опpеäеëяется с поìощüþ набоpов па-
pаìетpов. На эти паpаìетpы ìоãут бытü наëожены
оãpани÷ения (напpиìеp, оãpани÷ение на уãоë по-
воpота в со÷ëенении pобота). Заäа÷а состоит в тоì,
÷тобы сìоäеëиpоватü äвижение систеìы теë с у÷е-
тоì этих оãpани÷ений.
В систеìах виpтуаëüной pеаëüности необхоäиìо

испоëüзоватü такие ìетоäы, котоpые обеспе÷ат вы-
поëнение всех тpебуеìых pас÷етов в pежиìе pеаëü-
ноãо вpеìени. Кpоìе тоãо, необхоäиìо, ÷тобы эти
ìетоäы pеøаëи заäа÷у äëя всевозìожных конфи-
ãуpаöий систеì ìноãих теë (конфиãуpаöий с откpы-
тыìи и заìкнутыìи кинеìати÷ескиìи öепяìи),
в тоì ÷исëе и с заpанее неизвестной стpуктуpой.
Также тpебуется обеспе÷итü устой÷ивостü ìоäеëи-

Pассматpивается задача моделиpования в масштабе pеального вpемени динамики шаpниpно связанных тел с огpаничениями на их
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 1 Данная pабота выпоëнена пpи поääеpжке ãpанта PФФИ,
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pования, поä котоpыì зäесü поäpазуìевается ìо-
äеëиpование äвижения теë с собëþäениеì законов
сохpанения энеpãии и иìпуëüса.
Дëя pеøения äанной заäа÷и существуþт äве

ãpуппы ìетоäов: с испоëüзованиеì ìиниìаëüноãо
÷исëа кооpäинат (ìетоäы с испоëüзованиеì обоб-
щенных кооpäинат) и ìетоäы с испоëüзованиеì
избыто÷ноãо набоpа кооpäинат. Выпоëниìостü тpе-
буеìых свойств обеспе÷ивается посpеäствоì ìето-
äов с избыто÷ныì набоpоì кооpäинат. Pеøаеìая
заäа÷а äëя äанной ãpуппы ìетоäов своäится к за-
äа÷е äинаìики систеì ìноãих теë с оãpани÷енияìи.
Боëüøинство pабот в äанной обëасти посвящено

ìоäеëиpованиþ контактноãо взаиìоäействия ìежäу
теëаìи и ìоäеëиpованиþ øаpниpно-связанных теë
без у÷ета оãpани÷ений на относитеëüное äвижение
[1—3]. В статüе [1] pеаëизован иìпуëüсный поäхоä,
сутü котоpоãо состоит в тоì, ÷то äëя кажäоãо øаp-
ниpа оöениваþтся оøибки оãpани÷ений на сëеäуþ-
щеì øаãе ìоäеëиpования, котоpые уìенüøаþтся
посpеäствоì итеpативноãо пpиìенения иìпуëüсов.
В pаботе [2] pассìатpивается заäа÷а обеспе÷ения
ëинейноãо вpеìени вы÷исëений с испоëüзованиеì
ìетоäа ìножитеëей Лаãpанжа. В äиссеpтаöии [3]
кpатко описываþтся существуþщие ìетоäы äинаìи-
ки теë с оãpани÷енияìи. В pаботе [4] пpеäставëена
техноëоãия составëения оãpани÷ений на относи-
теëüное äвижение в общеì виäе и пpивеäены опи-
сания оãpани÷ений äëя äвух типов øаpниpов (осе-
воãо и пpизìати÷ескоãо). Оäнако в этой pаботе не
указывается, как пpиìенятü оãpани÷ения на паpаìет-
pы относитеëüноãо äвижения в pаìках испоëüзуеìоãо
ìетоäа äëя ìоäеëиpования äинаìики ìноãих теë.
В статüях [5, 6] пpиìенитеëüно к заäа÷аì инвеpсной
кинеìатики особое вниìание уäеëено вопpосаì
паpаìетpизаöии сфеpи÷ескоãо øаpниpа, а также
испоëüзованиþ боëее сëожных оãpани÷ений. 
Основное поëожение äанной статüи состоит в

pасøиpении испоëüзования ìетоäа посëеäоватеëü-
ных иìпуëüсов [7] äо ìоäеëиpования систеì ìно-
ãих теë с оãpани÷енияìи на паpаìетpы относи-
теëüноãо äвижения. Дëя уëу÷øения схоäиìости
äанноãо ìетоäа испоëüзуется свойство вpеìенной
коãеpентности, котоpое озна÷ает, ÷то состояние
систеìы теë (их кооpäинаты) за ìаëый пpоìежуток
вpеìени ìеняется незна÷итеëüно. Поìиìо этоãо,
pеøается заäа÷а стабиëизаöий оãpани÷ений ìето-
äоì посëеäоватеëüных иìпуëüсов, ãаpантиpуþщая
устой÷ивое ìоäеëиpование äинаìики øарниров
äаже пpи боëüøих оøибках оãpани÷ений. Конöеп-
туаëüные основы äанноãо иссëеäования базиpуþтся
на основных уpавнениях и законах ìеханики твеp-
äых теë. Апpобаöия pеаëизованных аëãоpитìов
пpовоäится в поäсистеìе äинаìики пpоãpаììноãо
коìпëекса äëя ìоäеëиpования pеаëüных pоботов.

Динамика системы многих тел с огpаничениями

Pассìотpиì систеìу из N теë, в котоpой i-е теëо
иìеет ìассу mi и тензоp инеpöии Ii. Уpавнения

Нüþтона—Эйëеpа, описываþщие äинаìику i-ãо
свобоäноãо твеpäоãо теëа, иìеþт виä

mi  = , Ii  = , i = ,

ãäе vi и wi — вектоpы ëинейной и уãëовой скоpости,

 и  — вектоpы всех внеøних сиë и ìоìентов,

äействуþщих на i-е теëо (коìпоненты ãиpоскопи-

÷ескоãо ìоìента  = wi Ѕ Iiwi вхоäят в вектоp ìо-

ìентов ). Пеpепиøеì эти уpавнения в боëее коì-

пактноì виäе, объеäиняя ëинейнуþ и уãëовуþ ско-
pостü в вектоp Vi = (vi, wi), а сиëы и ìоìенты —

в вектоp  = ( , ):

Mi  = , i = , (1)

ãäе Mi = diag(miE3, Ii) — бëо÷но-äиаãонаëüная ìат-
pиöа ìасс pазìеpоì 6 Ѕ 6, E3 — еäини÷ная ìатpиöа
pазìеpоì 3 Ѕ 3.
Кооpäинаты и оpиентаöия теëа заäаþтся с по-

ìощüþ поëожения öентpа ìасс Xi и еäини÷ноãо
кватеpниона qi = (qiw, {qix, qiy, qiz})

т в ìиpовой сис-
теìе кооpäинат, котоpые ìоãут бытü вы÷исëены на
основе кинеìати÷еских уpавнений сëеäуþщеãо виäа:

 = vi,  = wi * qi, i = , (2)

ãäе * — уìножение кватеpнионов [8]. По кватеp-
ниону qi ìожет бытü вы÷исëена ìатpиöа повоpота
теëа Ri(qi).
Пустü теëа в систеìе связаны с поìощüþ K

øаpниpов. Тоãäа они пеpестаþт бытü свобоäныìи
и äоëжны уäовëетвоpятü набоpу связей, котоpые
ìоãут бытü ãоëоноìныìи и неãоëоноìныìи, уäеp-
живаþщиìи и неуäеpживаþщиìи. Мы буäеì pас-
сìатpиватü тоëüко ãоëоноìные связи. Тоãäа äëя
k-ãо øаpниpа, соеäиняþщеãо i-е и j-е теëа, уäеp-
живаþщие связи ìожно записатü в виäе

Gk = Gk(Xi, qi, Xj, qj) = 0, k = , (3)

ãäе pазìеp mk = dim(Gk) вектоpа Gk (÷исëо оãpани-
÷ений äëя k-ãо øаpниpа) pавно ÷исëу степеней сво-
боäы систеìы, котоpые оãpани÷ивает k-й øаpниp.
Пpи этоì от функöий Gk потpебуеì, ÷тобы они быëи
непpеpывно äиффеpенöиpуеìыìи функöияìи по
своиì аpãуìентаì. Относитеëüное äвижение в øаp-
ниpе опpеäеëяется оставøиìися lk = 6 – mk степе-
няìи свобоäы.
Кpоìе этих оãpани÷ений ìоãут бытü также оãpа-

ни÷ения на паpаìетpы относитеëüноãо äвижения теë
(напpиìеp, уãоë повоpота оäноãо теëа относитеëüно
äpуãоãо не äоëжен пpевыøатü 90°). Такие оãpани-
÷ения описываþтся неуäеpживаþщиìи связяìи.
Без оãpани÷ения общности буäеì с÷итатü, ÷то они

v· i fi
e w· i ti

e 1 N,

fi
e ti

e

ti
ω

ti
e

Fi
e fi

e ti
e

V· i Fi
e 1 N,

X· i q· i
1
2
-- 1 N,

1 K,
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наëожены на пеpвые S m K øаpниpов. Записывая
эти оãpани÷ения ÷еpез кооpäинаты äвижения, по-
ëу÷иì неуäеpживаþщие связи сëеäуþщеãо виäа:

cs = cs(Xi, qi, Xj, qj) l 0, s = , ls = dim(cs), (4)

ãäе функöии cs буäеì с÷итатü непpеpывно-äиффе-
pенöиpуеìыìи на некотоpоì ìножестве Ws.
Пpоизвоäные от оãpани÷ений (3) и (4) иìеþт

сëеäуþщий виä:

 = JkiVi + JkjVj,  = Vi + Vj, (5)

ãäе Jki и Jkj — ìатpиöы-якобианы pазìеpности

mk Ѕ 6;  и  — ìатpиöы-якобианы pазìеpности

ls Ѕ 6, зависящие от кооpäинат теë.

Дëя выпоëнения связей пpиëожиì к теëаì äо-
поëнитеëüные сиëы pеакöии связей. Из кëасси÷е-
ской ìеханики известно [9], ÷то такие сиëы äëя оã-
pани÷ений (3) и (4) иìеþт виä

 =  + ,  =  + ,

ãäе  и  — неизвестные ìножитеëи Лаãpанжа.
Добавëяя сиëы pеакöии связей äëя всех øаpни-

pов в уpавнения Нüþтона—Эйëеpа (1), поëу÷иì:

Mi  =  +  + ,

ãäе Ki — ìножество øаpниpов, котоpые связываþт
i-е теëо с äpуãиìи теëаìи; Si — поäìножество øаp-
ниpов из ìножества Ki, äëя котоpых ввеäены оãpа-
ни÷ения на паpаìетpы относитеëüноãо äвижения.
Пеpейäеì тепеpü от сиë к иìпуëüсаì. Дëя этоãо

запиøеì pазностнуþ схеìу ìетоäа Эйëеpа, в кото-
pой вектоp скоpостей аппpоксиìиpуется сëеäуþ-
щиì обpазоì:

 ≈ ,

ãäе Δt — øаã pазностной схеìы. Деëая заìены

(t) = (t)Δt, (t) = (t)Δt и (t) = (t)Δt,

поëу÷иì

Vi(t + Δt) = Vi(t) + (t)( (t) +

+ (t) + (t)). (6)

Веëи÷ины (t) и (t) буäеì называтü

иìпуëüсаìи pеакöий связей.
Испоëüзуя кинеìати÷еские уpавнения (2), кооp-

äинаты теë в pазностной схеìе Эйëеpа буäеì опpе-

äеëятü ÷еpез скоpости теë в ìоìент вpеìени t + Δt
(поëунеявная схеìа Эйëеpа):

 =  + ΔtH , (7)

ãäе H = , Hq(t) = .

Дëя опpеäеëения неизвестных веëи÷ин иìпуëü-

сов  и  нужно сфоpìиpоватü äопоëнитеëüные

соотноøения, котоpые опpеäеëяþтся типоì связи.
Неäостаþщие усëовия äëя опpеäеëения иì-

пуëüсов  поëу÷иì из соотноøений (5), аппpок-

сиìиpуя пpоизвоäнуþ от оãpани÷ений (3) в ìоìент
вpеìени t + Δt сëеäуþщиì обpазоì:

(t + Δt) = Jki(t)Vi(t + Δt) + Jkj(t)Vj(t + Δt) = 0. (8)

Зäесü пpеäпоëаãается, ÷то якобианы ìеняþтся
ìаëо на пpоìежутке от t äо t + Δt.
Пустü äëя какоãо-нибуäü оãpани÷ения в соотно-

øениях (4) выпоëнено pавенство χsr (t) = 0 (зäесü и
äаëее инäекс r озна÷ает коìпоненту вектоpа). По-

кажеì, ÷то в этоì сëу÷ае (t + Δt) l 0,  l 0 и

(t + Δt)  = 0. Действитеëüно, (t + Δt) не

ìожет бытü отpиöатеëüной (так как в пpотивноì
сëу÷ае на сëеäуþщеì øаãе поëу÷иì χsr(t + Δt) < 0).
Такиì обpазоì,

(t + Δt) =

= (t)Vi(t + Δt) + (t)Vj(t + Δt) l 0, (9)

ãäе (t) и (t) — r-е стpоки ìатpиö  и .

Объеäиниì кооpäинаты теëа в вектоp  = .

Обобщенные сиëы pеакöии связи χsr l 0 иìеþт виä

 =  äëя i-ãо теëа и  = 

äëя j-ãо теëа. Ваpиаöия äанной связи δχsr выpажа-

ется ÷еpез виpтуаëüные пеpеìещения δ  и δ

как δχsr = δ  + δ  l 0. Pабота обобщен-
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ных сиë pеакöий связи на виpтуаëüных пеpеìеще-
ниях pавна

δ  = ( )тδ  + ( )тδ  =

= δ  + δ  = δχsr .

Уìножая pаботу δ  на øаã Δt, поëу÷иì

δ Δt = δχsr. Из ëеììы äëя необpатиìых свя-

зей [10, §253] сëеäует, ÷то pабота сиë pеакöии не-
уäеpживаþщей связи неотpиöатеëüна äëя ëþбоãо

виpтуаëüноãо пеpеìещения, т. е. δ  l 0.

Из усëовий δχsr l 0 и δ Δt = δχsr l 0 сëе-

äует, ÷то äоëжно бытü выпоëнено усëовие

 l 0. (10)

Pассìатpивая вìесто виpтуаëüных пеpеìещений
äействитеëüные пеpеìещения dχsr = χsr (t + Δt) –
– χsr (t) = χsr (t + Δt), поëу÷аеì, ÷то pабота обоб-
щенных сиë pеакöии на этих пеpеìещениях, по-

ìноженная на Δt, иìеет виä d Δt = χsr (t + Δt).

Из ëеììы [10, §253] сëеäует, ÷то на ëþбоì äейст-
витеëüноì пеpеìещении pабота сиë pеакöии не-
уäеpживаþщей связи pавна нуëþ, ÷то пpивоäит к

усëовиþ χsr (t + Δt) = 0.

Так как ìы испоëüзуеì поëунеявнуþ схеìу Эй-
ëеpа (7), то из фоpìуëы Тейëоpа, отбpасывая ìаëые
÷ëены, поëу÷иì

χsr (t + Δt) = χsr ( (t + Δt), (t + Δt)) =

= χsr( (t) + ΔtHiVi(t + Δt), (t) + ΔtHjVj(t + Δt)) ≈

≈ χsr ( (t)), (t)) + Δt HiVi(t + Δt) +

+ Δt HjVj(t + Δt) = χsr (t) + Δt (t + Δt).

Уìножая обе ÷асти этоãо выpажения на  и
у÷итывая, ÷то χsr (t) = 0 и χsr (t + Δt) = 0, поëу÷иì

(t + Δt)  = 0. (11)

Объеäиняя (6), (8)—(11), поëу÷иì заäа÷у с ëиней-
ныìи äопоëненияìи äëя опpеäеëения Vi(t + Δt),

 и :

Vi(t + Δt) =

= Vi(t) +  +  + ;

(t + Δt) = 0; (12)

есëи χsr (t) = 0, то (t + Δt) l 0,  l 0,

(t + Δt)  = 0; i = , k = , s = , r = .

В сиëу тоãо ÷то заäа÷а (12) не соäеpжит оãpани-
÷ений (3) и (4), äопоëнитеëüно буäеì pеøатü заäа-
÷у стабиëизаöии этих оãpани÷ений (поä стабиëиза-
öией зäесü поäpазуìевается стабиëизаöия ОДУ по
отноøениþ к инваpиантноìу ìножеству, заäанно-
ìу оãpани÷енияìи виäа (3) и (4)).

Метод последовательных импульсов

Сpеäи возìожных ìетоäов pеøения заäа÷и (12)
выäеëяþтся äва основных: пеpвый состоит в оäно-
вpеìенноì опpеäеëении всех неизвестных иìпуëü-
сов пpи pеøении заäа÷и (12) öеëикоì, а втоpой
поäхоä состоит в pеøении боëее ìеëких заäа÷ пpи
äекоìпозиöии заäа÷и (12). Пеpвый поäхоä поäpа-
зуìевает испоëüзование как пpяìых, так и итеpа-
öионных ìетоäов. Втоpой поäхоä явëяется итеpа-
öионныì и называется ìетоäоì посëеäоватеëüных
иìпуëüсов [7, 11, 12].
Метод последовательных импульсов соäеpжит

нескоëüко øаãов, некотоpые из котоpых выпоëня-
þтся итеpаöионно.

1. Сна÷аëа к теëаì пpиìеняþтся все известные

иìпуëüсы  от внеøних сиë. Посëе их пpиìене-

ния поëу÷иì новые скоpости теë (t + Δt).

2. Даëее пpиìеняþтся иìпуëüсы  и 

с пpеäыäущеãо øаãа ìоäеëиpования, посëе ÷еãо

поëу÷иì новые скоpости теë (t + Δt).

3. Посëеäоватеëüно äëя кажäоãо øаpниpа pеøа-

þтся заäа÷и äëя опpеäеëения Δ , котоpые äоëжны

обеспе÷итü выпоëнение оãpани÷ений (8), записан-

ных ÷еpез скоpости (t + Δt). Гëобаëüное pеøе-

ние  буäет суììой всех пpиìеняеìых иìпуëüсов

на кажäой итеpаöии:  = ΣΔ . Даëее пpиìеня-

þтся иìпуëüсы Δ  äëя поëу÷ения новых ско-

pостей теë (t + Δt).

4. Анаëоãи÷но øаãу 3 посëеäоватеëüно äëя кажäо-

ãо øаpниpа pеøаþтся заäа÷и äëя опpеäеëения Δ ,

обеспе÷иваþщих выпоëнение усëовий (9)—(11),

записанных ÷еpез скоpости (t + Δt). Даëее, пpи-

ìеняя поëу÷енные иìпуëüсы в уpавнениях (6), по-

ëу÷иì новые скоpости (t + Δt) и  = ΣΔ  l 0.

5. Есëи кpитеpий окон÷ания итеpаöий выпоëнен,
то äëя кажäоãо теëа поëу÷иì окон÷атеëüные ско-
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pости Vi(t + Δt) = (t + Δt), ина÷е (t + Δt) =

= (t + Δt) и пеpехоäиì к øаãу 3. 

Опиøеì äанные øаãи боëее поäpобно. Пеpвый
øаã состоит в вы÷исëении новых зна÷ений скоpо-

стей (t + Δt) = Vi(t) + (t) (t) с испоëüзо-

ваниеì тоëüко иìпуëüсов внеøих сиë. Втоpой øаã
испоëüзует свойство вpеìенной коãеpентности, оз-
на÷аþщее, ÷то состояние ìехани÷еской систеìы
от øаãа к øаãу ìеняется незна÷итеëüно. Данное
свойство позвоëяет ускоpитü схоäиìостü ìетоäа
посëеäоватеëüных иìпуëüсов, есëи испоëüзоватü
иìпуëüсы с пpеäыäущеãо øаãа ìоäеëиpования в
ка÷естве на÷аëüных пpибëижений в текущеì øаãе
ìоäеëиpования. Тpетий øаã состоит в pеøении за-

äа÷и äëя иìпуëüсов Δ , котоpуþ сфоpìуëиpуеì

из усëовий (6) и (8)

(13)

Поäставëяя пеpвые äва уpавнения в посëеäнее
уpавнение, поëу÷иì систеìу ëинейных аëãебpаи-
÷еских уpавнений с mk неизвестныìи (mk — ÷исëо
оãpани÷ений äëя k-ãо øаpниpа):

(Jki  + Jkj )Δ  =

= –Jki (t + Δt) – Jkj (t + Δt). (14)

Четвеpтый øаã ìетоäа посëеäоватеëüных иì-
пуëüсов состоит в pеøении заäа÷и с оãpани÷енияìи
на относитеëüное äвижение в øаpниpе. На основе
соотноøений (6), (9)—(11) буäеì искатü такие иì-
пуëüсы Δ , äëя котоpых äоëжны бытü выпоëнены
сëеäуþщие усëовия:

(15)

Поäставиì пеpвые äва уpавнения из (15) в по-
сëеäнее уpавнение. Буäеì искатü такой иìпуëüс

Δ , äëя котоpоãо выpажение в скобках в посëеä-

неì уpавнении (15) буäет pавно нуëþ. Тоãäа поëу-
÷иì сëеäуþщее уpавнение:

(  + )Δ  =

= – (t + Δt) – (t + Δt). (16)

Веëи÷ина  =  + 

в уpавнении (16) поëожитеëüна, так как ìатpиöы
ìасс Мi и Мj, сиììетpи÷ные и поëожитеëüно оп-
pеäеëенные (кажäая ìатpиöа ìасс соäеpжит ìассу,
уìноженнуþ на еäини÷нуþ ìатpиöу, и сиììетpи÷-
нуþ поëожитеëüно опpеäеëеннуþ ìатpиöу тензоpа
инеpöии). Есëи пpи äобавëении к ãëобаëüноìу pе-

øениþ  (поëу÷енноìу с пpеäыäущих итеpаöий)

pеøения Δ  = Δ  иìпуëüс  + Δ  l 0, то

все усëовия в (15) буäут выпоëнены.

Есëи же окажется, ÷то  + Δ  < 0, то за-

ìениì Δ  на Δ  = Δ  = – . Тоãäа поëу÷иì

 + Δ  = 0, и посëеäние äва усëовия в фоpìуëе

(15) буäут выпоëнены. Покажеì, ÷то посëе пpиìе-

нения иìпуëüса Δ  буäет выпоëнятüся и тpетüе

усëовие в (15). Из усëовий  + Δ  = 0 и

+ Δ  < 0 сëеäует, ÷то Δ  < –  = Δ .

Посëе пpиìенения изìененноãо иìпуëüса Δ  >

> Δ  на основе пеpвых äвух уpавнений в (15) и

тоãо, ÷то Δ  явëяется pеøениеì (16), иìееì

(t + Δt) + (t + Δt) =

= (t +Δt)+ (t + Δt)+ Δ  >

> (t +Δt)+ (t+Δt)+ Δ  = 0.

Посëеäний øаã ìетоäа посëеäоватеëüных иìпуëü-
сов состоит в пpовеpке кpитеpия окон÷ания итеpа-
öий. В ка÷естве кpитеpия окон÷ания итеpаöий ìо-
жет бытü выбpан кpитеpий ìаëости пpиìеняеìых
иìпуëüсов äëя заäанной то÷ности ε:

||Δ || < ε, |Δ | < ε, k = , s = , r = . (17)

В сиëу тоãо ÷то заäа÷и (13) и (15) не соäеpжат
оãpани÷ений (3) и (4), в пpоöессе ìоäеëиpования
эти оãpани÷ения ìоãут наpуøатüся. Заäа÷а восста-
новëения оãpани÷ений (3) и (4) называется задачей
стабилизации. Оäниì из ìетоäов стабиëизаöии яв-
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ëяется ìетоä на основе pазäеëüных иìпуëüсов.
Этот ìетоä явëяется ìоäификаöией ìетоäа Бауì-
ãаpте [13, 14] и позвоëяет ìоäеëиpоватü систеìу
ìноãих теë с собëþäениеì законов äинаìики (без
изìенения ìехани÷еской энеpãии систеìы). В äан-
ноì ìетоäе äëя кажäоãо теëа ввоäятся äва типа

скоpостей: обы÷ные Vi и псевдоскоpости , пpи

этоì äопоëнитеëüно äëя псевäоскоpостей pеøаþтся
заäа÷и, анаëоãи÷ные (13) и (15), уже в теpìинах
псевäоиìпуëüсов. Pазëи÷ие ìежäу иìпуëüсаìи и
псевäоиìпуëüсаìи буäет состоятü в тоì, ÷то вìесто
пеpвых äвух øаãов (пpиìенение внеøних сиë и ис-
поëüзование свойства вpеìенной коãеpентности)
буäет пpовоäитüся обнуëение (иниöиаëизаöия)

псевäоскоpостей äëя всех теë, т. е. (t + Δt) = 0.

В ка÷естве на÷аëüноãо пpибëижения äëя псевäо-
иìпуëüсов испоëüзуþтся нуëевые псевäоиìпуëüсы,

т. е.  = 0 и = 0.

Пpи составëении заäа÷ на псевäоиìпуëüсы ìе-
няþтся усëовия (8), (9) и (11) сëеäуþщиì обpазоì:

Jki (t + Δt) + Jkj (t + Δt) + ERP•Gk(t) = 0;

χsr (t) < 0: (t + Δt) +

+ (t + Δt) + ERP•χsr (t) l 0;

( (t + Δt) + (t + Δt) +

+ ERP•χsr (t))  = 0,

ãäе 0 m ERP m 1 — паpаìетp уìенüøения оøибки.
Дëя стабиëизаöии оãpани÷ений (3) заäа÷а (13) в

теpìинах псевäоиìпуëüсов Δ  пpиìет виä

(18)

Поäставëяя пеpвые äва уpавнения из (18) в по-
сëеäнее уpавнение, поëу÷иì систеìу ëинейных уpав-

нений относитеëüно неизвестных Δ :

(Jki  + Jkj )Δ  =

= –Jki (t + Δt) – Jkj (t + Δt) – ERP•Gk(t).

Дëя стабиëизаöии оãpани÷ений (4) заäа÷а (15) в

теpìинах псевäоиìпуëüсов Δ  пpиìет виä

(19)

Неизвестные псевäоиìпуëüсы Δ  вы÷исëяþтся

так же, как и иìпуëüсы Δ , а необхоäиìые уpав-

нения ìожно поëу÷итü, есëи поäставитü пеpвые
äва уpавнения в (19) в посëеäнее уpавнение

(  + )Δ  =

= – (t+Δt)– (t + Δt)–ERP•χsr(t).

Аëãоpитìи÷еская ÷астü ìетоäа посëеäоватеëüных
иìпуëüсов на кажäоì øаãе ìоäеëиpования состоит
в сëеäуþщеì.

1. Цикë по всеì теëаì:
вы÷исëяеì скоpости теëа посëе пpиìенения
внеøних сиë. 

Конеö öикëа.
2. Цикë по всеì øаpниpаì:
вы÷исëяеì скоpости теë посëе пpиìенения

иìпуëüсов  и . Конеö öикëа.

3. Цикë по итеpаöияì:
öикë по всеì øаpниpаì: 
вы÷исëяеì из (14) веëи÷ины иìпуëüсов Δ . 

Вы÷исëяеì из (13) новые скоpости теë посëе

пpиìенения иìпуëüсов Δ .

Вы÷исëяеì накопëенные иìпуëüсы = +Δ . 

Вы÷исëяеì из (16) веëи÷ины иìпуëüсов Δ . 
Вы÷исëяеì из (15) новые скоpости посëе пpи-

ìенения иìпуëüсов Δ .

Вы÷исëяеì накопëенные иìпуëüсы =  + Δ . 
Конеö öикëа. 
Есëи выпоëнено (17), то завеpøаеì итеpаöии.
4. Цикë по итеpаöияì анаëоãи÷но п. 3, но äëя

псевäоиìпуëüсов и псевäоскоpостей.
5. Цикë по всеì теëаì:
обновëяеì поëожение и оpиентаöиþ теëа на
основе скоpостей и псевäоскоpостей.

Обнуëяеì псевäоскоpости теëа. 
Конеö öикëа.
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На основе пpеäëоженных в äанной pаботе ìе-
тоäов pазpаботано аëãоpитìи÷еское и пpоãpаììное
обеспе÷ение, pеаëизованное в пpоãpаììных ìоäу-
ëях на языке C++. Эти ìоäуëи внеäpены в систеìу
äинаìики, явëяþщуþся составной ÷астüþ иìита-
öионно-тpенажеpноãо коìпëекса упpавëения сëож-
ныìи пpоöессаìи, созäаннуþ в НИИСИ PАН.
Данный пpоãpаììный коìпëекс pеаëизует базо-
вые возìожности äинаìики твеpäых теë, вкëþ÷ая
äвижение твеpäых теë, ìоäеëиpование коëес и ãу-
сениö, обpаботку стоëкновений (коëëизий) ìежäу
теëаìи и äинаìику эëектpоäвиãатеëей постоянноãо
тока, а также обеспе÷ивает ìоäеëиpование боëü-
øинства физи÷еских пpоöессов (тpение ìежäу те-
ëаìи пpи контакте, тpение коëеса с повеpхностüþ,
уäаp äвух теë и т. ä.). Pазpаботанные техноëоãии
позвоëяþт ìоäеëиpоватü øиpокий кëасс коëесных
и ãусени÷ных pоботов, котоpыìи упpавëяет опеpатоp
с поìощüþ пуëüтов упpавëения во вpеìя тpени-
pовки. Эëеìенты pоботов иëи äpуãих äинаìи÷еских
объектов ìоãут бытü соеäинены с поìощüþ øаp-
ниpов, котоpые также ìоãут бытü оснащены эëек-
тpи÷ескиìи äвиãатеëяìи, ÷то позвоëяет упpавëятü
паpаìетpаìи относитеëüноãо äвижения. Коìпëекс-
ная апpобаöия описанных ìетоäов и аëãоpитìов на
ìноãих ìоäеëях показаëа поëнуþ их аäекватностü
тpебованияì систеì виpтуаëüноãо окpужения.
На pисунке показана ìоäеëü pобота с теëежкой

КPТ100-МП, котоpыì упpавëяет опеpатоp во вpе-
ìя тpениpовки в иìитаöионно-тpенажеpноì коì-
пëексе. Теëежка соеäиняется с pоботоì с поìощüþ
сфеpи÷ескоãо øаpниpа с оãpани÷енияìи. Это озна-
÷ает, ÷то пpи повоpотах pобота иëи наезäе на ãоpку
теëежка pаспоëаãается поä некотоpыìи уãëаìи к
pоботу, зна÷ения котоpых не ìоãут пpевыøатü 18°
äëя осей X и Z и 15° äëя оси Y.
Данная pабота выполнена пpи поддеpжке гpанта

PФФИ, пpоект № 13-07-00708.

Заключение

Пpиìенение ìетоäа посëеäоватеëüных иìпуëü-
сов с испоëüзованиеì свойства вpеìенной коãеpент-
ности позвоëяет äостато÷но эффективно ìоäеëиpо-
ватü систеìы ìноãих теë с øаpниpаìи, äëя котоpых
заäаны оãpани÷ения на относитеëüное äвижение.
Метоä pазäеëüных иìпуëüсов äëя стабиëизаöии оã-
pани÷ений обеспе÷ивает пpиеìëеìуþ то÷ностü ìоäе-
ëиpования, необхоäиìуþ äëя заäа÷ визуаëизаöии и
виpтуаëüной pеаëüности, т. е. оãpани÷ения (3) и (4)
в пpоöессе ìоäеëиpования не наpуøаþтся боëüøе,
÷еì нужно äëя визуаëüноãо воспpиятия. Стабиëи-
заöия с испоëüзованиеì псевäоиìпуëüсов обеспе-
÷ивает устой÷ивое ìоäеëиpование с собëþäениеì
тpебуеìых законов сохpанения энеpãии и иìпуëüса.
Пpеäëоженные ìетоäы ìоãут бытü испоëüзованы в
виpтуаëüных ëабоpатоpиях, иìитаöионных коì-
пëексах, систеìах ìоäеëиpования äинаìики сëож-
ных объектов и т. ä.
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The topic of this paper is a real-time simulation of the dynamics of a system of articulated rigid bodies with restrictions
on their relative motion. Restrictions are set in the form of inequalities for the relative angles of rotation (for the rotational
joints) or relative displacement (for the prismatic joints) of links. Examples of such systems are robots and manipulators, mobile
vehicles with trailers, hinged doors, etc. This problem can be presented as a system of linear algebraic equations with linear
complements. As a solution for this system the authors propose the method of sequential impulses utilizing a temporal coherence
property, which means that the state of a multi-body system (their coordinates) varies slightly for a small period of time. The
semi-implicit Euler method is used as the difference scheme. Since the problem presented in the form of a system of linear equa-
tions with linear complements is solved relative to velocities, it is necessary to ensure achievement of constraints relative to the
body coordinates (task of constraint stabilization). For such a stabilization the authors propose to use the method of split im-
pulses, which ensures stability of the dynamics simulation for a multi-body system. In this paper the authors consider methods
used both for the open and closed kinematic chains. The proposed methods and algorithms are implemented in the program
modules in the form of dynamic libraries for Windows OS. Their approbation was carried out in the subsystem of dynamics
simulation performing simulation of the robots containing joints with restrictions on the parameters of the relative motion. Studies
have shown that the proposed methods and algorithms meet the requirements for the dynamics simulation subsystems of the
simulators for control of complex dynamic processes, and virtual environment systems. Such technologies can also be used in
virtual labs, simulation complexes, systems of augmented virtual environment and other applications.

Keywords: multibody system, joints, constraints, parameters of relative motion, constraints reaction, semi-implicit Euler
method, linear complements, temporal coherence, stabilization of constraints, pseudo impulses
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