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Анализ и синтез пространственно многомерных распределенных 
систем с дескрипторной структурой математической модели

Введение

В настоящее вреìя ìожно выäеëитü äостато÷но
øирокий круã пространственно распреäеëенных
объектов управëения, в которых иссëеäуеìые про-
öессы описываþтся совокупностüþ систеì äиффе-
ренöиаëüных, интеãро-äифференöиаëüных уравне-
ний с ÷астныìи произвоäныìи, систеì аëãебраи÷е-
ских уравнений и уравнений, соäержащих тоëüко
äифференöиаëüный пространственный оператор и
связанных с остаëüныìи уравненияìи систеìы ÷е-
рез ãрани÷ные усëовия иëи переìенные, описы-
ваþщие состояние систеìы.
Такиìи объектаìи явëяþтся устройства, обеспе-

÷иваþщие те÷ение ãаза в проöессе катаëити÷еско-
ãо ãорения в хиìи÷еских реакторах; сверхпровоäя-
щие устройства, испоëüзуеìые äëя аккуìуëяöии
энерãии ìаãнитноãо поëя; тепëообìенные аппара-
ты; установки иìитаöионноãо ìоäеëирования, ãäе
объеäинены реаëüные устройства и ìоäеëü; äëин-
ные ëинии переäа÷и сиãнаëов, работаþщие на вы-
сокой ÷астоте и т. ä.
Соãëасно работе [1], такая систеìа ìожет бытü

рассìотрена как систеìа äифференöиаëüно-аëãеб-
раи÷еских уравнений с ìатри÷ныìи коэффиöиен-
таìи, соäержащиìи операторы, äействуþщие в ãиëü-
бертовоì пространстве. Испоëüзуеìый ìетоä пре-
образования основывается на понятии инäекса
систеìы обыкновенных äифференöиаëüно-аëãеб-
раи÷еских уравнений, которое в сëу÷ае норìаëüно
разреøиìых операторов, вхоäящих в состав ìат-
ри÷ных операторных коэффиöиентов, расøиряет-
ся на кëасс абстрактных äифференöиаëüно-аëãеб-
раи÷еских систеì.
Понятиþ инäекса äифференöиаëüно-аëãебраи-

÷еских уравнений с ÷астныìи произвоäныìи посвя-
щена работа [2], ãäе показано, ÷то äифференöиаëü-
но-аëãебраи÷еские уравнения ÷асто появëяþтся
при äискретизаöии äифференöиаëüных уравнений

с ÷астныìи произвоäныìи. По инäексу исхоäной
систеìы äифференöиаëüных уравнений с ÷астны-
ìи произвоäныìи ìожно сäеëатü вывоä о свойст-
вах поëу÷аеìой äифференöиаëüно-аëãебраи÷еской
систеìы уравнений.
Изу÷ениþ связанных систеì äифференöиаëü-

но-аëãебраи÷еских уравнений и äифференöиаëüных
уравнений с ÷астныìи произвоäныìи посвящена
работа [3], ãäе äëя ÷исëенноãо реøения испоëüзу-
ется ìетоä Гаëеркина.
В статüе [4] уравнения äëинной ëинии с ÷астныìи

произвоäныìи своäятся к обобщенноìу äиффе-
ренöиаëüно-аëãебраи÷ескоìу уравнениþ, ìатри÷-
ные коэффиöиенты котороãо соäержат операторы,
äействуþщие в ãиëüбертовоì пространстве беско-
не÷ной разìерности.
Анаëиз известных работ показаë, ÷то реøение

систеì äифференöиаëüно-аëãебраи÷еских уравне-
ний с ÷астныìи произвоäныìи на закëþ÷итеëüноì
этапе осуществëяется с приìенениеì ÷исëенных
ìетоäов, ÷то существенно осëожняет проöеäуру син-
теза реãуëяторов äëя рассìатриваеìых объектов.
В äанной работе испоëüзуется спектраëüный

ìетоä анаëиза и синтеза распреäеëенных систеì,
у÷итываþщий пространственно распреäеëеннуþ
прироäу объекта и обеспе÷иваþщий высокий уро-
венü форìаëизаöии реøения. Спектраëüная форìа
преäставëения ìатеìати÷еской ìоäеëи распреäеëен-
ноãо объекта управëения [5] преäпоëаãает перехоä
от äифференöиаëüных, интеãраëüных, интеãро-äиф-
ференöиаëüных уравнений с ÷астныìи произвоä-
ныìи к бесконе÷ной систеìе обыкновенных äиффе-
ренöиаëüных иëи äифференöиаëüно-аëãебраи÷еских
уравнений, т. е. к спектраëüноìу преäставëениþ.
Спектраëüное преäставëение äает возìожностü осу-
ществитü анаëиз объекта и синтезироватü реãуëятор
с приìенениеì ìетоäов пространства состояний,
разработанных äëя сосреäото÷енных систеì.

На основе спектрального метода анализа распределенных систем разработаны теоретические положения для перехода от
исходной математической модели пространственно многомерного распределенного объекта управления в форме дифференци-
альных уравнений с частными производными к дескрипторной модели, что дает возможность осуществить анализ объекта уп-
равления и синтез регулятора с применением известных методов, разработанных для сосредоточенных систем. Исследованы
вопросы существования, единственности и сходимости полученных решений.
Ключевые слова: распределенная дескрипторная система, спектральный метод, анализ, синтез, сходимость
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В работе ставятся сëеäуþщие заäа÷и: поëу÷ение
äескрипторноãо спектраëüноãо преäставëения ìа-
теìати÷еской ìоäеëи пространственно ìноãо-
ìерноãо распреäеëенноãо объекта управëения —
пëазìенноãо øнура в ìаãнитноì поëе установки
токаìак [6], описываеìоãо äифференöиаëüныìи
уравненияìи с ÷астныìи произвоäныìи по про-
странству и вреìени и äифференöиаëüныì урав-
нениеì, соäержащиìи тоëüко пространственный
оператор; вы÷исëение анаëити÷ески поëу÷енных
операöионных ìатриö преобразования ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëи; иссëеäование существования,
еäинственности и схоäиìости реøений поëу÷ен-
ных систеì; синтез систеìы стабиëизаöии.

Исходная математическая модель объекта управления

Дëя токаìака существует обëастü параìетров
пëазìы, в которой возìожно ее äëитеëüное устой÷и-
вое существование. Боëüøинство ìакроскопи÷еских
явëений, привоäящих к потере уäержания пëазìы
в токаìаке, описываþтся ìоäеëüþ ãиäроäинаìики
невесоìой потенöиаëüной иäеаëüно провоäящей
жиäкости [6], которая в невозìущенноì состоянии
иìеет сëабо тороиäаëüнуþ конфиãураöиþ (рис. 1)
раäиуса R1 с поверхностüþ S. Эта жиäкостü уäержи-
вается внутри объеìа S äавëениеì, оказываеìыì
внеøниì ìаãнитныì поëеì, которое ìожет бытü со-
зäано с поìощüþ управëяþщей обоëо÷ки. Управëе-
ние äвижениеì жиäкости буäеì осуществëятü, созäа-
вая распреäеëенное äавëение на поверхности S.
Буäеì поëаãатü, ÷то R . R1. Это озна÷ает, ÷то

соотноøение R/R1 настоëüко веëико, ÷то эффектоì
искривëения оси øнура ìожно пренебре÷ü.
Грани÷ные усëовия, выпоëняеìые на возìущен-

ной поверхности S , перенесеì на невозìущеннуþ
поверхностü S. Поскоëüку возìущенное äвижение
по преäпоëожениþ ìаëо отëи÷ается от невозìу-
щенноãо, пренебрежеì неëинейныìи ÷ëенаìи в
уравнениях äвижения.

Линеаризованная ìатеìати÷еская ìоäеëü объ-
екта управëения в откëонениях ìожет бытü преä-
ставëена в öиëинäри÷еской систеìе коорäинат в
сëеäуþщеì виäе:

(1)

ãäе t — вреìя, с; z, r — пространственные переìен-
ные, ì; L — äëина оси тора, ì; R1 — раäиус тора, ì;
1(z, t) — откëонение возìущенной поверхности, ì;
2(z, t) — скоростü откëонения возìущенной поверх-
ности, ì/с; (r, z, t) — потенöиаë ускорений, ì/с2.
На÷аëüные усëовия иìеþт виä

(2)

Грани÷ные усëовия:

(r, 0, t) = (r, L, t),
(R1, z, t) = (z, t), t  [0, ), (3)

ãäе потенöиаë ускорений на ãраниöе (z, t), зави-
сящий от äавëения на поверхности S, буäеì с÷итатü
äëя простоты управëяþщиì возäействиеì.
Требуется реøитü заäа÷у стабиëизаöии систеìы

(1)—(3).
Матеìати÷еская ìоäеëü (1)—(3) ìожет бытü преä-

ставëена в безразìерноì виäе

(4)

ãäе 1 = 1/ , 2 = 2/ ,  = /*,  = t/t*,  = r/R1,

 = z/L — безразìерные переìенные, , , *,
t* — ноìинаëüные зна÷ения соответствуþщих пере-

ìенных, k1 = t*/ , k2 = *t*/ R1, k3 = */ ,

k4 = */L2 — безразìерные коэффиöиенты.

На÷аëüные усëовия:

1(, 0) = 2(, 0) = (, , 0) = 0,
  [0, 1],  [0, 1], (5)

Грани÷ные усëовия:

(, 0, ) =(, 1, ), (1, , ) =1(, ),
  [0, ), (6)

ãäе 1 = /* — безразìерное управëяþщее воз-
äействие.

Рис. 1. Схема взаимного расположения систем координат объ-
екта тороидальной конфигурации

 = 2(z, t);

 = ;

 +  +  = 0;
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---------------------
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R1
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0 = k3  + k4 ,
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1

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Описание объекта управления в спектральной форме

Поëу÷иì спектраëüное преäставëение объекта
управëения (4)—(6). Дëя этоãо преäставиì функöии
1(, ), 2(, ), (, , ), в виäе ряäов Фурüе по
пространственныì коорäинатаì , .
По переìенной  буäеì испоëüзоватü разëожение

в ряä Фурüе—Бессеëя по систеìе функöий Бессеëя
нуëевоãо поряäка B0( ), h1 = , ортонор-
ìированных с весоì :

B0( )B0( )d = 

h1,  = ,

ãäе B0( ) = J0( ), h1 = ;  — кор-

ни функöии B0()/| = 1,  — норìируþщий

ìножитеëü, который опреäеëяется выражениеì

 =  ( )d , h1 = .

По переìенной  буäеì испоëüзоватü разëоже-
ние в ряä Фурüе по систеìе ортонорìированных
функöий P(h2, ) = {sinh2}, h2 = .
Функöии 1(, ), 2(, ), (, , ) ìожно преä-

ставитü в виäе ряäов

1(, ) = (h2, )P(h2, );

2(, ) = (h2, )P(h2, );

(, , ) = (h1, h2, )B0( )P(h2, ),

n1, n2 = , (7)

ãäе коэффиöиенты ряäа зависят от вреìени и оп-
реäеëяþтся выраженияìи

(h2, ) = 1(, )P(h2, )d;

(h2, ) = 2(, )P(h2, )d;

(h1, h2, ) = (, , )B0( )P(h2, )dd,

h1 = , h2 = , n1, n2 = .

Векторы (), () , () ,

n1, n2 = , составëенные из аìпëитуä простран-

ственных ìоä, соãëасно работаì [5, 7], буäеì на-

зыватü спектраëüныìи характеристикаìи соответ-
ствуþщих функöий:

(8)

С у÷етоì изëоженных в работах [5, 7] поëоже-
ний спектраëüноãо ìетоäа поëу÷иì спектраëüное
преäставëение объекта управëения (4)—(6):

 = k1 ();

 = k2 [   ] –

– k2 [H0()| = 1  ] ();

0 = {k3([   ] + [   ][   ]) +

+ k4[   ]}() + k3{[H0()| = 1  ] +

+ [P1/  ][B0()| = 1  ]} (), (9)

ãäе  — сиìвоë тензорноãо произвеäения ìатриö; I —
еäини÷ная ìатриöа соответствуþщей разìерности.
В выражение (9) вхоäят векторы спектраëüных

характеристик (8), а также вектор спектраëüной ха-
рактеристики функöии ãрани÷ных усëовий 1(, ),
преäставëенной в виäе ряäа Фурüе по систеìе ор-

тонорìированных функöий P(h2, ) = {sinh2},

h2 = : () = colon{ (1, ), (2, ), ...},

()  , n2 = .

Также в выражении (9) присутствует операöи-
онная ìатриöа соìножитеëя 1/, эëеìенты кото-
рой опреäеëяþтся по выражениþ

P1/( , h1) = B0( )B0( )d,

, h1 = , n1 = , (10)

операöионные ìатриöы äифференöирования i-ãо
поряäка по переìенныì  и , эëеìенты которых
опреäеëяþтся соãëасно работе [10] в соответствии
с выраженияìи

( , h1) = B0( ) d;

( , h2) = P( , ) d,

, h1 = , , h2 = , n1, n2 = , (11)

h1
1 

 
0

1

 h1
h1

0, h1  ;

1, h1 = ;
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h1
M0h1

h1
1  h1

M0h1

M0h1
 

0

1





J0
2 h1 


 1/2

1 

2 1 

h2 1=

n2

 1

h2 1=

n2

 2

h1 1=

n1


h2 1=

n2
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0
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0
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0
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1
2

R
n2 R
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1 

() = colon{ (1, ), (2, ), ...};

() = colon{ (1, ), (2, ), ...};

() = colon{(1, 1, ), (1, 2, ), ...,
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1

1

2
2

2

1
 


-------------- 2

2
 


-------------- P

1 P1
 In2

P
1 In2

1
0

P2
 In2

P1/
1 In2

P1
 In2

In1
P2
 In2

In2
In2

1
0

2

1  1
0 1

0 1
0

1
0 R

n2 1 

h1  
0

1

 h1
h1

h1 1 n1 1 

Pi
 h1  

0

1

 h1

iB0 h1
 

i
---------------------

Pi
 h2

0

1

 h2
iP h2  

i
-------------------

h1 1 n1 h2 1 n2 1 
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и векторы H0()| = 1, B0()| = 1  , n1 = :

H0()| = 1 = colon  

,

B0()| = 1 = colon{B0(1)| = 1, B0(2)| = 1, ...}, (12)

позвоëяþщие аääитивно ввести в уравнения объекта
спектраëüные характеристики ãрани÷ных усëовий.
Ввеäеì обозна÷ения вектора состояний x(),

объеäиняþщеãо векторы   ,   ,

  , (n1, n2 = ), и вектора управëений u():

x() = colon{ (), (), ()};

u() = (). (13)

У÷теì в соотноøениях (9) внеøнее возìущение,
поëаãая, ÷то иìеþт ìесто то÷е÷ные возìущения по-
тенöиаëа ускорений, энерãия которых оãрани÷ена:

w(, , ) = ( – w)е–,

w  (0, 1), w  (0, 1), (14)

ãäе  — безразìерная аìпëитуäа возìущения, ко-
торуþ буäеì с÷итатü äостато÷но ìаëой; (w, w) —
пространственные коорäинаты то÷ки, в которой
возникает возìущение;  — безразìерный коэф-
фиöиент.
Найäеì спектраëüнуþ характеристику функöии

возìущения w(, , ):
S[w(, , )] =

=  (–w)е–В0( )P(h2, )dd =

= е–В0( w)P(h2, w), h1, h2 = . (15)

На основании выражения (15) возìущение
w(, , ) ìожно преäставитü как произвеäение ìат-
риöы G = colon{0, 0, } и вектора w(), i-я коì-
понента котороãо опреäеëяется выражениеì (15).
Ноìер коìпоненты i опреäеëяется инäексаìи
h1, h2 =  и вы÷исëяется по выражениþ i =
= (h1 – 1)n2 + h2, n2 = .
У÷итывая обозна÷ения (13) и внеøнее возìу-

щение, преäставиì ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü систе-
ìы в виäе

E  = Ax() + Bu() + Gw() (16)

с бëо÷ныìи ìатриöаìи

E = ; A = ; B = ; G = ;

 = k1 ;  = k2 [   ];

A = k3([   ] + [   ][   ]) +

+ k4[   ];

 = –k2 [H0()| = 1  ];

B = k3{[H0()| = 1  ] +

+ [P1/  ][B0()| = 1  ]}, (17)

n1, n2 = .

Вы÷исëиì операöионные ìатриöы, вхоäящие в
состав ìатри÷ных бëоков, преäставëенных в соот-
ноøениях (17). Операöионная ìатриöа P1/ в со-
ответствии с выражениеì (10) иìеет виä

P1/ = . (18)

Операöионные ìатриöы äифференöирования
первоãо и второãо поряäка по пространственной
переìенной , поëу÷енные по выражениþ (11), бу-
äут иìетü сëеäуþщий виä:

 = ;

 = .

Операöионная ìатриöа äифференöирования
второãо поряäка по пространственной переìенной
, вы÷исëенная в соответствии с выраженияìи
(11), буäет сëеäуþщей:

 =

= diag{–9,8696; –39,4784; –88,8264; –157,9137; ...}.

Векторы B0()| = 1, H0()| = 1, необхоäиìые äëя
у÷ета ãрани÷ных усëовий, буäут иìетü виä

B0()| = 1 =
= colon{–1,4142; 1,4142; –1,4142; 1,4142; ...},

H0()| = 1 =
= colon{1,4142; –1,4142; 1,4142; –1,4142; ...}. (19)

R
n1 1 

B0 1 


------------------
B0 1 


----------------–

 1=

– 




B0 2 


------------------
B0 2 


----------------–

 1=

– ...




R
n1n2 1

R
n2

2
R

n2 1 

1
2

1
0

w*
  w– 

-----------------

w*

0

1

  
0

1

 w*
  w– 


----------------- h1

w* h1
1 

In1n2

1 
1 

dx  
d

----------

In2
0 0

0 In2
0

0 0 0

0 A1
0

0 0 A2

0 0 A

0
B2

B

0
0

In1n2

A1
In2

A2
P

1 P1
 In2

P2
 In2

P1/
1 In2

P1
 In2

In1
P2


B2
P

1 In2

In2

In2
In2

1 

4,0540 4,6548 0,0025 3,7579 
4,6548 4,6257 5,1402 0,4551 
0,0025 5,1402 4,9878 5,4612 
3,7579 0,4551 5,4612 5,2534 

    

P1


1,0270 – 6,0126 – 0,1608 4,0144– 
1,3579 1,3128 – 8,2092 – 0,1498– 
0,1631 – 3,0688 1,4939 – 10,3424– 
0,2572 0,3058 – 4,8815 1,6267– 

    

P2


9,4641 – 19,0244 18,0754 24,1712 
0,7468 – 38,8954 – 29,7310 28,5669 
0,3572 1,7391 – 87,9653 – 40,3260 
0,2242 – 0,9359 2,8617 – 156,7836– 
    

P2

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Допоëниì уравнение (16), описываþщее äина-
ìику объекта управëения, уравненияìи äëя изìе-
ряеìых и реãуëируеìых переìенных.
Буäеì с÷итатü изìеряеìыìи переìенные 1, со-

ответствуþщие откëонениþ возìущенной свобоä-
ной поверхности жиäкости, в сеìи то÷ках, равно-
отстоящих äруã от äруãа: 1 = 0,0714, 2 = 0,2143,
3 = 0,3571, 4 = 0,5000, 5 = 0,6429, 6 = 0,7857,
7 = 0,9286. Сëеäоватеëüно, вектор изìеряеìых
переìенных ìожно преäставитü выражениеì

y() = Cx();
y() = colon{1(1, ), 1(2, ), ..., 1(7, )} (20)

с бëо÷ной ìатриöей C = [  0 0]. Матри÷ный бëок

 составëяется из функöий разëожения в ряä

P(h2, ), вы÷исëенных в то÷ках изìерения [5]. Дëя

поëу÷ения ìатриöы  преäставиì функöиþ

1(i, ), i = , в виäе ряäа из выражения (7) при

 = i, i = :

(21)

Есëи записатü (21) в векторно-ìатри÷ноì виäе,
то поëу÷иì выражение

 = • , (22)

первыì соìножитеëеì правой ÷асти котороãо яв-
ëяется ìатри÷ный бëок .
Дëя выбранных то÷ек 1(i, ), i = ,

 = .

Относитеëüно вектора реãуëируеìых переìен-
ных буäеì поëаãатü, ÷то он совпаäает с вектороì
изìеряеìых переìенных: z() = y().

Необходимые условия существования 
и единственности решения бесконечной 

дескрипторной системы. Необходимые условия 
сходимости решения и возможности редукции

На основании работ [8, 9] сфорìуëируеì äоста-
то÷ные усëовия тоãо, ÷тобы реøение бесконе÷ной
äескрипторной систеìы (16) при äостато÷но боëü-

øоì поряäке усе÷ения n1, n2 быëо бëизко на за-
äанноì вреìенноì интерваëе к реøениþ укоро-
÷енной äескрипторной систеìы уравнений.
Систеìа (16) ìожет бытü преäставëена в виäе

 =

=  + u() + w(), (23)

ãäе ìатри÷ные бëоки буäут сëеäуþщиìи:

I = , A11 = , A12 = , A21 = [0 0], 

A22 = A, B1 = , B2 = B, G1 = ,

G2 = , n1, n2 = . (24)

В выражении (23) ìожно выäеëитü äифферен-
öиаëüнуþ и аëãебраи÷ескуþ поäсистеìы:

 = A11x1() + A12x2() + B1u() + G1w();

0 = A21x1() + A22x2() + B2u() + G2w(). (25)

Дëя äескрипторной систеìы (25) необхоäиìое
усëовие существования и еäинственности реøения
закëþ÷ается в выпоëнении усëовий существования и
еäинственности реøения äëя кажäой из поäсистеì —
äифференöиаëüной и аëãебраи÷еской [10].
Дëя äифференöиаëüной поäсистеìы в работах

[5, 8, 9] поäробно изëожены усëовия существования,
еäинственности, схоäиìости и возìожности ее реäу-
öирования — поëу÷ения реøения по оãрани÷енноìу
÷исëу äифференöиаëüных уравнений поäсистеìы,
коãäа с увеëи÷ениеì ÷исëа уравнений реøение ко-
не÷ной поäсистеìы стреìится к реøениþ бесконе÷-
ной поäсистеìы. Как показываþт иссëеäования, в
рассìатриваеìоì сëу÷ае эти усëовия выпоëняþтся.
Дëя аëãебраи÷еской поäсистеìы необхоäиìо

выпоëнение усëовий оãрани÷енности ìатри÷ных
норì Фробениуса [10]:

||A21||
2 < , ||A22||

2 < , ||B2||
2 < . (26)

Необхоäиìыì усëовиеì оäнозна÷ности, схоäи-
ìости реøения и возìожности реäукöии аëãебраи-
÷еской поäсистеìы явëяется усëовие (26). Провериì
справеäëивостü (26) äëя объекта управëения (16).
Поскоëüку A21 = 0, усëовие оãрани÷енности норìы
äëя этой ìатриöы выпоëняется. Проверка усëовия
||A22||

2 <  основывается на приìенении признаков
схоäиìости функöионаëüных и ÷исëовых ряäов.
Дëя операöионных ìатриö äифференöирова-

ния  (i = 1, 2) нетруäно показатü, ÷то в сиëу их
опреäеëения по выраженияì (11) суììа эëеìентов
кажäоãо стоëбöа операöионной ìатриöы  (i = 1, 2)
явëяется ряäоì Фурüе—Бессеëя äëя функöии

C1

C1

C1

1 7

1 7

1(1, ) = P(1, 1) (1, ) + P(2, 1) (2, ) + ...;

1(2, ) = P(1, 2) (1, ) + P(2, 2) (2, ) + ...;

...
1(7, ) = P(1, 7) (1, ) + P(2, 7) (2, ) + ... .

1
1

1
1

1
1

1 1  

1 2  


1 7  

P 1 1  P 2 1  

P 1 2  P 2 2  

  
P 1 7  P 2 7  

1
1  

1
2  



C1
1 7

C1

0,3147 0,6136 0,8817 1,1057 
0,8817 1,3788 1,2742 0,6136 
1,2742 1,1057 0,3147 – 1,3788– 
1,4142 0 1,4142 – 0 
1,2742 1,1057 – 0,3147 – 1,3788 
0,8817 1,3788 – 1,2742 0,6136– 
0,3147 0,6136 – 0,8817 1,1057– 

I 0
0 0

dx1  /d

dx2  /d

A11 A12

A21 A11

x1  

x2  

B1

B2

G1

G2

I2n2

0 A1

0 0

0
A2

0
B2

0
0

In1n2
1 

dx1  
d

------------

Pi


Pi

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f() = iB0( )/i, i = 1, 2, h1 = . В соответ-
ствии с теореìой, привеäенной в [11], äëя схоäи-
ìости такоãо ряäа äостато÷но потребоватü, ÷тобы
функöия F() = f() явëяëасü функöией с ин-
теãрируеìыì кваäратоì. Поскоëüку функöии
F() = iB0( )/i, i = 1, 2, h1 = , явëя-
þтся функöияìи с интеãрируеìыì кваäратоì, ря-
äы по стоëбöаì схоäятся. Сëеäоватеëüно, схоäятся
и саìи ìатри÷ные норìы.
Суììы по стоëбöаì операöионных ìатриö 

(i = 1, 2) также схоäятся в сиëу тоãо, ÷то функöии
iP(h1,)/

2, h1 = , явëяþтся непрерывныìи,
оãрани÷енныìи функöияìи с интеãрируеìыì
кваäратоì.
Проверка схоäиìости ìатри÷ной норìы ||P1/||

2

ìожет бытü осуществëена по ÷исëовой реаëизаöии
этой ìатриöы (18) с приìенениеì признаков схо-
äиìости äвойных ряäов [12].
Из схоäиìости норì операöионных ìатриö сëе-

äует, ÷то ||A22||
2 < .

Провериì усëовие ||B2||
2 < . Нетруäно показатü,

÷то ìатриöа B2 = B ìожет бытü преäставëена в виäе

B2 = k3[H0()| = 1 + P1/B0()| = 1]  . (27)

Ввеäеì обозна÷ение =[H0()| =1+P1/B0()|=1]

и иссëеäуеì схоäиìостü норìы || ||2.
Векторы (19) ìоãут бытü преäставëены выраже-

нияìи

H0()| = 1 = –k4colon{–1, 1, –1, 1, ...},

B0()| = 1 = k4colon{–1, 1, –1, 1, ...}, k4 = 1,4242.(28)

Из выражения (18) сëеäует, ÷то ìатриöа P1/ та-
кова, ÷то äëя кажäой строки выпоëняется усëовие
схоäиìости суììы эëеìентов, так как, на÷иная с
некотороãо инäекса стоëбöа m > m0, выпоëняется
неравенство

pnm + 1/pnm < 1, n = . (29)

Дëя ìатриöы  в этоì сëу÷ае ìожно записатü

 = –k4  =

= –k4 , (30)

у÷итывая при этоì, ÷то справеäëиво (  – 1) > 0,
m0i = .

Кажäый из эëеìентов ìатриöы  ìожно рас-

сìатриватü как знако÷ереäуþщийся ряä. В этоì
сëу÷ае приìенение признака Абеëя—Дирихëе [12]
позвоëяет сäеëатü вывоä о невозрастании на÷иная

с некотороãо m0 посëеäоватеëüности {pn1, pn2, ...,

 – 1, , ...}, n = . Посëеäоватеëü-

ностü ÷асти÷ных суìì ряäа (–1)m оãрани÷ена.

Такиì образоì, кажäый из эëеìентов  оãрани-

÷ен, откуäа сëеäует ||B2||
2 < .

Такиì образоì, äëя ìатеìати÷еской ìоäеëи
объекта управëения (16) с ìатриöаìи (17) выпоëня-
þтся необхоäиìые усëовия существования, еäин-
ственности, схоäиìости реøения и возìожности
реäукöии систеìы, т. е. поëу÷ения реøения по оã-
рани÷енноìу ÷исëу уравнений, записанных отно-
ситеëüно первых нескоëüких аìпëитуä простран-
ственных ìоä функöий.

Синтез системы стабилизации потенциала 
ускорений плазмы в магнитном поле

установки токамак

Выпоëниì синтез реãуëятора äëя объекта управ-
ëения (1)—(3), преäставëенноãо в безразìерноì
виäе (4)—(6) с параìетраìи  = 1 ì,  = 10 ì/с,
* = 1 ì/c2, t* = 2 c, R1 = 1 ì, L = 20 ì. Спектраëü-
ное преäставëение такоãо объекта иìеет виä (16),
(17). Выäеëиì äифференöиаëüнуþ и аëãебраи÷е-
скуþ поäсистеìы, основываясü на выражениях (23),
(24). Приниìая во вниìание усе÷ение бесконе÷ных
ряäов при вы÷исëениях, у÷теì n1 = n2 = 7 и поëу÷иì
сëеäуþщие разìерности векторов ìатеìати÷еской
ìоäеëи (23), (24): x1()  R14, x2()  R49, u()  R7.
Матриöы спектраëüноãо преäставëения объекта

(23), (24) буäут иìетü виä

 = 0,5I7;

 = [0,8547 0,0522 –0,0507 1,0239

–1,8408 3,1299 –7,1697]  I7;

A= .

Матри÷ные бëоки , B иìеþт разìерности
7Ѕ7 и 49Ѕ7 и опреäеëяþтся сëеäуþщиì образоì:

 = 2,8000•I7;

B = colon{14,0344; –19,4404; 14,2799;
–19,6646; 13,9130; –20,1850; 12,8049}  I7.

Буäеì поëаãатü, ÷то иìеþт ìесто то÷е÷ные воз-
ìущения потенöиаëа ускорения, энерãия которых
оãрани÷ена:

w(, , ) = ( – w)е–;

  [0, 1],   [0, 1], (31)

h1
1 



 h1
1 

Pi


1 

In2

B2


B2


1 

B2


B2


p11 1– p12 p13 

p21 p22 1– p23 

p31 p32 p33 1– 

   

1–

1
1–



p11 1– – p12 p13–+

p21– p22 1–  p23–+

p31– p32 p33 1– –+



pm0im0i1 

B2


pnm0
pnm0 1+ 1 

m 1=




B2


X 1* X 2*

A1

A2

5,9388– 0 0,0012 0 0,0020 0 0,0028 
0 6,0117– 0 0,0032 0 0,0048 0 

0,0012 0 6,1331– 0 0,0059 0 0,0083 
0 0,0032 0 6,3029– 0 0,0097 0 

0,0020 0 0,0059 0 6,5215– 0 0,0139 
0 0,0048 0 0,0097 0 6,7883– 0 

0,0028 0 0,0083 0 0,0139 0 7,1041– 
       

B2

B2

w*
 w– 


-----------------
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 = 0,05, ÷то соответствует 5 % от ноìинаëüноãо
зна÷ения переìенной (r, z, t); w = 0,6, w = 0,8,
 = 1. В этоì сëу÷ае вектор w() буäет иìетü виä

w() = colon{0,0082; –0,0132; 0,0132; –0,0082; ...}e–.

Синтезируеì реãуëятор пониженной по сравне-
ниþ с объектоì разìерности, не соäержащий аë-
ãебраи÷еских уравнений. Это возìожно за с÷ет вы-
äеëения быстрой и ìеäëенной поäсистеì систеìы,
заìкнутой äинаìи÷ескиì реãуëятороì с набëþäа-
теëеì пониженной разìерности. В основе реøения
заäа÷и ëежит вариаöионный поäхоä. В ка÷естве кри-
терия оптиìизаöии испоëüзуется H2-критерий. Аë-
ãоритì синтеза поäробно рассìотрен в работе [13].
Привеäеì резуëüтаты синтеза äëя рассìатриваеìо-
ãо объекта управëения.
Преäставëение реãуëятора в пространстве со-

стояний иìеет виä

() = Apxp() + Bpy();

u() = Cpxp() + Dpy(), (32)

ãäе Ap, Bp, Cp, Dp — ÷исëовые ìатриöы.
В систеìе MАТLАВ быë выпоëнен анаëиз заìк-

нутой систеìы при внеøнеì возäействии (31). Ре-
зуëüтаты анаëиза преäставëены на рис. 2—3 в отно-
ситеëüных еäиниöах и показываþт, ÷то перереãуëи-
рование и коëебатеëüностü в систеìе отсутствуþт. 

Рас÷еты, провеäенные по оãрани÷енноìу ÷исëу
уравнений, показаëи, ÷то с увеëи÷ениеì ÷исëа
äифференöиаëüных и аëãебраи÷еских уравнений и,
соответственно, пространственных ìоä разëожения
функöий управëения и состояния проöесса поëу÷ен-
ный резуëüтат стреìится к опреäеëенноìу преäеëу.
Резуëüтаты свиäетеëüствуþт о возìожности при-

ìенения спектраëüноãо ìетоäа äëя реøения заäа÷
анаëиза и синтеза систеìы стабиëизаöии пëазìы в
установке токаìак.

Заключение

В резуëüтате провеäенных иссëеäований с ис-
поëüзованиеì спектраëüноãо ìетоäа поëу÷ены аë-
ãоритìы перехоäа от пространственно ìноãоìер-
ной ìоäеëи распреäеëенноãо объекта управëения к
äескрипторной ìоäеëи, состоящей из бесконе÷ной
систеìы обыкновенных äифференöиаëüных урав-
нений в форìе Коøи и бесконе÷ной систеìы аë-
ãебраи÷еских уравнений. Преäëоженная форìа
описания ìатеìати÷еской ìоäеëи äаëа возìож-
ностü реøитü заäа÷у анаëиза и провести синтез ре-
ãуëятора äëя систеìы стабиëизаöии пëазìы в ìаã-
нитноì поëе.
Привеäены усëовия существования, еäинствен-

ности, схоäиìости поëу÷енных реøений.
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Рис. 3. Управляющее воздействие — изменение относительного
потенциала ускорений, прикладываемое на внешнем радиусе
объекта

Рис. 2. Регулируемая переменная — относительное отклонение
возмущенной поверхности в точках r = 1, x = xi (i = 1, 5, 6) 

x·p
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The problem of plasma stabilization in a magnetic field is considered. The plant is described by the hydrodynamics model
of a weightless potential ideally conducting fluid in a cylindrical coordinate system. The deviation of the perturbed surface, the
velocity of deflection of the perturbed surface, the acceleration potential are the functions of state. The acceleration potential
on the outer generatrix of cylinder surface is used as the control. The state and control functions depending on the radial and
axial coordinates are presented as series with respect to orthonormal systems of functions. Via the spectral method of the dis-
tributed systems analysis and synthesis the theoretical positions for the transition from the initial mathematical model described
by PDE system to an infinite descriptor system are done. The components of state and control vectors of the descriptor system
are the time-varying amplitudes of the spatial harmonics of the series. Expressions for the calculation of the operational dif-
ferentiation matrices, the operational matrices of factors depending on spatial coordinates depended vectors, the matrices of
boundary conditions are given. The matrices of the descriptor plant representation are obtained. The questions of existence,
uniqueness, and convergence of the solution of the received descriptor system are investigated. For the plant represented by the
descriptor system, a control low described by the differential system is constructed. The solution of the problem is based on the
variational approach. The H2 optimization criterion is used. The analysis and synthesis of the closed-loop system via Matlab
is done. The results of the analysis indicate that there is no overshoot and oscillation in the system. Calculations based on a
limited number of equations show that with the increase in the number of differential and algebraic equations and, respectively,
the spatial modes of the expansion of the control functions and the state of the process, the obtained result tends to a certain limit.
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