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Введение

Построение управëения пространственной пере-
ориентаöией косìи÷ескоãо аппарата (КА) как твер-
äоãо теëа в траäиöионной постановке вкëþ÷ает ре-
øение заäа÷ проãраììноãо уãëовоãо äвижения
(разворота), проãраììноãо управëения и поиска
управëения, стабиëизируþщеãо проãраììу уãëовоãо
äвижения в ìаëоì. Заäа÷а рас÷ета проãраììноãо
уãëовоãо äвижения и реаëизуþщеãо еãо управëения
во ìноãих сëу÷аях реøается с поìощüþ ìетоäов
теории оптиìаëüноãо управëения. Анаëити÷еское ре-
øение этой заäа÷и äëя наибоëее ÷асто испоëüзуеìых
функöионаëов оптиìизаöии при произвоëüных ãра-
ни÷ных усëовиях по уãëовоìу поëожениþ и уãëовой
скорости КА не найäено äаже в сëу÷ае сфери÷еской
сиììетрии КА, не ãоворя уже о еãо произвоëüной
äинаìи÷еской конфиãураöии. Известны ëиøü не-
которые ÷астные сëу÷аи реøения заäа÷и (наприìер,
[1—8]); в общеì сëу÷ае прихоäится расс÷итыватü
тоëüко на прибëиженные ÷исëенные ìетоäы. Межäу
теì, анаëити÷еское реøение заäа÷и оптиìаëüноãо
разворота КА (тверäоãо теëа) в заìкнутой форìе
иìеет не тоëüко теорети÷еский, но и боëüøой прак-
ти÷еский интерес, так как позвоëяет испоëüзоватü
на борту КА ãотовые законы проãраììноãо управ-
ëения и изìенения оптиìаëüной траектории.
В äанной статüе (в разäеëах 1—3) в траäиöион-

ной постановке рассìатривается заäа÷а оптиìаëü-
ноãо в сìысëе ìиниìуìа энерãозатрат разворота КА
как тверäоãо теëа произвоëüной äинаìи÷еской кон-
фиãураöии при произвоëüных ãрани÷ных усëовиях
по уãëовоìу поëожениþ и уãëовой скорости КА
без оãрани÷ения на функöиþ управëения. С при-
ìенениеì кватернионов на основании принöипа
ìаксиìуìа Л. С. Понтряãина поëу÷ены выражения
äëя структуры оптиìаëüноãо управëения, функöии
Гаìиëüтона—Понтряãина и сопряженной систеìы

уравнений äëя исхоäной заäа÷и. В разäеëах 4, 5
статüи преäставëено анаëити÷еское реøение ìоäи-
фиöированной заäа÷и оптиìаëüноãо по энерãии
разворота КА при произвоëüных ãрани÷ных усëо-
виях по уãëовоìу поëожениþ и уãëовой скорости КА,
äовеäенное äо аëãоритìа. В кëассе обобщенных
кони÷еских äвижений провеäена ìоäификаöия кëас-
си÷еской заäа÷и оптиìаëüноãо разворота, которая
позвоëиëа поëу÷итü анаëити÷еские реøения äëя
уравнений äвижения, соäержащие произвоëüные по-
стоянные и äве произвоëüные скаëярные функöии
(параìетры обобщенноãо кони÷ескоãо äвижения).
Относитеëüно этих функöий и их произвоäных
форìуëируется и реøается оптиìизаöионная заäа÷а
с кваäрати÷ныì функöионаëоì, в которой в ка÷е-
стве управëений выступаþт вторые произвоäные от
этих äвух функöий. Найäенное анаëити÷еское ре-
øение ìоäифиöированной заäа÷и ìожет рассìат-
риватüся как прибëиженное реøение кëасси÷еской
заäа÷и оптиìаëüноãо разворота КА при произвоëü-
ных ãрани÷ных усëовиях. Поëу÷ены явные выраже-
ния äëя вектора уãëовой скорости, управëяþщеãо
ìоìента и траектории äвижения КА. Сëеäует от-
ìетитü, ÷то äëя сëу÷аев анаëити÷еской разреøи-
ìости траäиöионной заäа÷и оптиìаëüноãо разво-
рота при сфери÷еской сиììетрии КА, коãäа наëо-
жены оãрани÷ения на краевые усëовия заäа÷и
(пëоский эйëеров разворот, кони÷еское äвижение),
реøения траäиöионной и ìоäифиöированной заäа÷
поëностüþ совпаäаþт. В разäеëе 6 привоäятся крат-
кое описание проöеäуры ÷исëенноãо реøения траäи-
öионной заäа÷и, ранее поëу÷енноãо в работах [9, 10],
и ÷исëенные приìеры, показываþщие бëизостü
реøений траäиöионной и ìоäифиöированной заäа÷
оптиìаëüноãо разворота произвоëüноãо КА при
произвоëüных ãрани÷ных усëовиях. Отìетиì, ÷то
среäи приìеров рассìатриваþтся развороты
Межäунароäной косìи÷еской станöии (МКС) и
КА "Спейс Шаттë".
Статüя проäоëжает иссëеäования, на÷атые в ра-

ботах [10, 11].

Рассматривается задача оптимального в смысле минимума энергетических затрат разворота космического аппарата как
твердого тела произвольной динамической конфигурации, без ограничения на функцию управления при произвольных граничных
условиях. В классе обобщенных конических движений проведена модификация задачи оптимального разворота, которая по-
зволила получить аналитическое решение. Дается алгоритм оптимального разворота космического аппарата. Приводятся
числовые примеры, показывающие, что решения модифицированной задачи хорошо аппроксимируют решение классической за-
дачи оптимального разворота космического аппарата.
Ключевые слова: оптимальное управление, космический аппарат, твердое тело, обобщенное коническое движение, произ-

вольные граничные условия
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1. Постановка традиционной задачи

Движение КА как тверäоãо теëа произвоëüной
äинаìи÷еской конфиãураöии вокруã öентра ìасс
описывается уравненияìи [2]

2  = L é w, (1.1)

 = I–1M – I–1[w, Iw], (1.2)

ãäе L(t) = λ0(t) + λ1(t)i1 + λ2(t)i2 + λ3(t)i3 — кватернион
поворота КА; w(t) = ω1(t)i1 + ω2(t)i2 + ω3(t)i3 — вектор

уãëовой скорости; M(t) = [M1(t), M2(t), M3(t)]
т —

вектор внеøнеãо ìоìента, äействуþщеãо на КА;
ìатриöа

I = 

— тензор инерöии. Фазовые коорäинаты L, w и уп-
равëение M уäовëетворяþт требованияì заäа÷и
оптиìаëüноãо управëения [12] (L(t), w(t) — непре-
рывные функöии, M(t) — кусо÷но-непрерывная
функöия); кватернион L(t) норìирован, т. е. ||L|| =

=  +  +  +  = 1; i1, i2, i3 — орты ãипер-

коìпëексноãо пространства (ìниìые еäиниöы
Гаìиëüтона), которые ìожно иäентифиöироватü с
ортаìи трехìерноãо векторноãо пространства i1, i2, i3;
сиìвоë "é" озна÷ает кватернионное уìножение,
а [., .] — векторное произвеäение. В äинаìи÷еских
уравнениях Эйëера (1.2) I1, I2, I3 — ãëавные ìо-
ìенты инерöии КА (тверäоãо теëа).
Заäаны произвоëüные ãрани÷ные усëовия по уã-

ëовоìу поëожениþ

L(0) = L0, L(T ) = LT (1.3)

и уãëовой скорости КА

w(0) = w0, w(T ) = wT . (1.4)

Требуется опреäеëитü оптиìаëüное управëение
Mопт(t) систеìой (1.1), (1.2) при ãрани÷ных усëовиях
(1.3), (1.4), äоставëяþщее ìиниìуì функöионаëу

J = (  +  + )dt, (1.5)

ãäе вреìя Т произвоëüно и зафиксировано.

2. Переход к безразмерным переменным

Перейäеì от разìерных переìенных заäа÷и к
безразìерныì по форìуëаì

Iìасø = ((  +  + )/3)1/2,  = Ik/I
ìасø,

k = 1, 2, 3;

wбезраз = Tw, t безраз = T –1t,

Mбезраз = (I ìасø)–1Т 2М, J безраз = (I ìасø)–2Т 3J,

при этоì виä форìуë (1.1)—(1.4) не изìенится,
а функöионаë (1.5) запиøется сëеäуþщиì образоì:

J = (  +  + )dt. (2.1)

Даëее буäеì иìетü в виäу постановку заäа÷и
(1.1)—(1.4) (ãäе Т = 1), (2.1) в безразìерных пере-
ìенных, и верхние инäексы у них буäут опущены.

3. Применение принципа максимума

Выпоëниì проöеäуру принöипа ìаксиìуìа
Л. С. Понтряãина [1, 12]. Ввеäеì вспоìоãатеëüные
функöии Y(t) (кватернион) и j(t) (вектор), сопря-
женные к фазовыì переìенныì L(t), w(t). Соста-
виì функöиþ Гаìиëüтона—Понтряãина

H = –ψ*(M, M) + (Y, L é w)/2 +

+ (j, I–1M – I–1[w, Iw]), (3.1)

ãäе постоянная ψ* l 0, а (., .) — скаëярное произ-
веäение векторов.
Буäеì рассìатриватü невырожäенные реøения

краевой заäа÷и принöипа ìаксиìуìа, äëя которых
ψ* > 0. В сиëу оäнороäности функöии Гаìиëüтона—
Понтряãина Н [12] в форìуëе (3.1) поëожиì ψ* = 1.
Сопряженная систеìа иìеет виä

(3.2)

ãäе vect(.) обозна÷ает векторнуþ ÷астü кватерниона,
а ~ — сопряжение кватерниона. Как виäно, урав-
нения äëя переìенных Y и L совпаäаþт, а их ре-
øения разëи÷аþтся на кватернионнуþ ìуëüтипëи-
кативнуþ константу C:

Y = C é L. (3.3)

Испоëüзуя этот эффект и ввеäя обозна÷ение [1]

p = vect(  é Y) =  é cv é L, (3.4)

сопряженнуþ систеìу (3.2) запиøеì в виäе

(3.5)

Сëеäует отìетитü, ÷то приìенение этоãо приеìа
[1], основанноãо на саìосопряженности äифферен-
öиаëüной кватернионной систеìы уравнений (1.1)
(заìена кватернионной сопряженной переìенной Y
на векторнуþ переìеннуþ p (3.4)) позвоëяет пони-
зитü разìерностü краевой заäа÷и, поëу÷аеìой посëе
приìенения принöипа ìаксиìуìа, на ÷етыре.
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Усëовие ìаксиìуìа функöии Гаìиëüтона—Понт-
ряãина (3.1) äает сëеäуþщуþ структуру оптиìаëü-
ноãо управëения:

Mопт = I–1j/2. (3.6)

Как виäно, вектор-функöия управëения в заäа-
÷е носит непрерывный характер.
Функöия Гаìиëüтона—Понтряãина (3.1) с у÷етоì

новой переìенной p (3.4) приìет виä

H = –(M, M)+(p, w)/2 + (j, I–1M – I–1[w, Iw]).(3.7)

4. Модифицированная задача 
оптимального разворота КА

Движение КА по-прежнеìу описывается соотно-
øенияìи (1.1)—(1.4), при этоì на÷аëüное и коне÷-
ное зна÷ения по уãëовоìу поëожениþ и уãëовой
скорости КА произвоëüны.
Оäной из основных пробëеì при построении

анаëити÷ескоãо реøения в заäа÷е оптиìаëüноãо
разворота тверäоãо теëа (КА) явëяется разреøи-
ìостü кëасси÷еской заäа÷и Дарбу — анаëити÷ескоãо
опреäеëения L(t) из уравнения (1.1) при известных
L0, w(t).
Дëя кватернионноãо äифференöиаëüноãо урав-

нения (1.1) при усëовии, ÷то вектор уãëовой ско-
рости w(t) заäается выражениеì

w(t) = i1 sing(t) + i2 cosg(t) + i3 , (4.1)

в котороì f (t) и g(t) — произвоëüные функöии вре-
ìени, известно реøение [13], уäовëетворяþщее на-
÷аëüноìу усëовиþ (1.3):

L(t) = L0 é exp{–i3g(0)/2} é exp{–i2 f (0)/2} é
é exp{i2 f (t)/2} é exp{i3g(t)/2}, (4.2)

ãäе сиìвоë exp{.} обозна÷ает кватернионнуþ экс-
поненту [1]. Форìуëы (4.1), (4.2) вкëþ÷аþт в себя
все известные то÷ные анаëити÷еские реøения тра-
äиöионной заäа÷и оптиìаëüноãо разворота КА при
еãо сфери÷еской сиììетрии, коãäа вектор уãëовой
скорости на всеì интерваëе вреìени äвижения КА
постоянен по направëениþ иëи описывает в про-
странстве круãовой конус [1—3, 5—8, 11].
Выражение (4.1) и реøение (4.2) ìожно обоб-

щитü, äобавив поворот на постоянный уãоë вокруã
некоторой оси. Такой поворот заäается с поìощüþ
кватерниона K, ||K|| = 1. Тоãäа вектор w и кватер-
нион L буäут опреäеëятüся соотноøенияìи

w =  é i1 sing(t) + i2 cosg(t) + i3 éK; (4.3)

L = L0 é  é exp{–i3g(0)/2} é
é exp{i2(f (t) – f (0))/2} é exp{i3g(t)/2} é K. (4.4)

Буäеì рассìатриватü вторые произвоäные от
функöий f и g в ка÷естве управëяþщих параìетров.
Тоãäа, есëи ввести обозна÷ения

 = f1,  = g1, (4.5)

то ìожно составитü систеìу äифференöиаëüных
уравнений, описываþщих управëяеìуþ систеìу:

 = f1,  = g1,  = u1,  = u2, (4.6)

ãäе f, f1, g, g1 — фазовые коорäинаты; u1, u2 — уп-

равëяþщие параìетры.
Оãрани÷иìся сëу÷аеì, коãäа кватернион K преä-

ставëяется в виäе произвеäения:

K=K2éK1, K1 = exp{–i1α1/2}, K2 = exp{–i2α2/2},(4.7)

ãäе α1, α2 — некоторые постоянные. Отìетиì, ÷то

кватернионы K1 и K2 опреäеëяþт поворот вектора

w (4.1) вокруã осей i1, i2. Поворот вокруã оси i3 уже

вкëþ÷ен в форìуëу (4.3), есëи у÷естü, ÷то в функ-
öиþ g(t) вхоäит аääитивная постоянная. Сопря-

женный кватернион  буäет преäставëятüся сëе-
äуþщиì образоì:

 =  é ,  = exp{–i1α1/2},

 = exp{–i2α2/2}. (4.8)

Усëовия тоãо, ÷то выражения äëя w, L (4.3), (4.4)
уäовëетворяþт ãрани÷ныì усëовияì (1.3), (1.4),
с у÷етоì (4.7), (4.8) запиøутся в виäе

é é (i1 f1(0)sing(0) + i2 f1(0)cosg(0) + i3g1(0)) é

é K2 é K1 = w0; (4.9)

é é (i1 f1(T)sing(T) + i2 f1(T)cosg(T) + i3g1(T)) é

é K2 é K1 = wT; (4.10)

L0 é  é  é exp{–i3g(0)/2} é exp{i2( f (T) –

– f (0))/2} é exp{i3g(T )/2} é K2 é K1 = LT . (4.11)

Тоãäа äëя управëяеìой систеìы (4.6) ìожно
сфорìуëироватü сëеäуþщуþ заäа÷у оптиìаëüноãо
управëения. Требуется найти оптиìаëüные управ-
ëения u1(t), u2(t), которые перевоäят управëяеìуþ
систеìу (4.6) из на÷аëüноãо состояния

f = f (0), f1 = f1(0), g = g(0), g1 = g1(0) (4.12)

в коне÷ное состояние

f = f (T), f1 = f1(T), g = g(T), g1 = g1(T), (4.13)
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уäовëетворяþщие соотноøенияì (4.9)—(4.11), в ко-
торых α1, α2 выступаþт как параìетры, поäëежащие
опреäеëениþ, и äоставëяþт ìиниìуì функöионаëу

J = (  + )dt. (4.14)

Соотноøения (4.9)—(4.11) ìожно переписатü
в виäе

i1 f1(0)sing(0) + i2 f1(0)cosg(0) + i3g1(0) =

= K2 é K1 é w0 é  é ; (4.15)

i1 f1(T)sing(T) + i2 f1(T)cosg(T) + i3g1(T) =

= K2 é K1 é wT é  é ; (4.16)

exp{–i3g(0)/2} é exp{i2(f (T) – f (0))/2} é

é exp{i3g(T)/2} = K2 é K1 é  é LT é  é .(4.17)

Такуþ заäа÷у оптиìаëüноãо управëения буäеì
называтü ìоäифиöированной заäа÷ей оптиìаëüноãо
разворота КА.
Управëяþщий ìоìент, соответствуþщий реøе-

ниþ ìоäифиöированной заäа÷и оптиìаëüноãо раз-
ворота КА, опреäеëяется из (1.2) по форìуëе

M = I  + [w, Iw]. (4.18)

5. Решение задачи с помощью принципа максимума

Функöия Гаìиëüтона—Понтряãина äëя постав-
ëенной заäа÷и оптиìаëüноãо управëения иìеет виä

H = –(  + ) + ψ1f1 + ψ2g1 + ψ3u1 + ψ4u2, (5.1)

ãäе ψ1, ψ2, ψ3, ψ4 — сопряженные переìенные,
уäовëетворяþщие систеìе уравнений

 = 0,  = 0,  = –ψ1,  = –ψ2. (5.2)

Общее реøение уравнений (5.2), соäержащее про-
извоëüные постоянные c1, ..., c4, иìеет виä

ψ1 = c1, ψ2 = c2, ψ3 = –c1t + c3, ψ4 = –c2t + c4. (5.3)

Из усëовия ìаксиìуìа äëя функöии Гаìиëüто-
на—Понтряãина (5.1) опреäеëяется оптиìаëüное
управëение

(5.4)

Посëе поäстановки (5.4) в систеìу уравнений
(4.6) нахоäится общее реøение äëя фазовых коор-
äинат, соäержащее восеìü произвоëüных постоян-
ных c1, ..., c8:

(5.5)

В связи с теì, ÷то c6 вхоäит в функöиþ f как аä-
äитивная постоянная, то из форìуë (4.4) виäно,
÷то эта постоянная не оказывает вëияние; поэтоìу
c6 ìожно поëожитü равной нуëþ. Такиì образоì,
äëя опреäеëения äевяти неизвестных постоянных
заäа÷и c1, ..., c5, c7, c8 и α1, α2 сëужат äевятü урав-
нений из систеìы (4.15)—(4.17) (отìетиì, ÷то в
кватернионноì уравнении (4.17) независиìыìи
явëяþтся тоëüко три уравнения в скаëярной форìе
из-за норìированности кватерниона L). Есëи фор-
ìуëы (5.5) поäставитü в (4.3), (4.4), то буäут поëу-
÷ены анаëити÷еские выражения äëя опреäеëения
законов изìенения оптиìаëüной уãëовой скорости
и оптиìаëüной траектории тверäоãо теëа. Эти вы-
ражения опреäеëят оптиìаëüный в сìысëе ìини-
ìуìа функöионаëа энерãозатрат (4.14) разворот КА
в кëассе обобщенных кони÷еских äвижений. Управ-
ëяþщий ìоìент соãëасно (4.1), (4.18) иìеет виä

M = I  + [w, Iw] = I(  é ((i1(u1sing + f1g1cosg) +
+ i2(u1cosg – f1g1sing) + i3u2) é K) +

+ [  é (i1 f1sing + i2 f1cosg + i3g1) é

é K, I(  é (i1 f1sing + i2 f1cosg + i3g1) é K)]. (5.6)

Форìуëа (5.6) с у÷етоì (5.4), (5.5) опреäеëяет ана-
ëити÷еское реøение äëя управëяþщеãо ìоìента,
соответствуþщеãо реøениþ ìоäифиöированной
заäа÷и. Моäифиöированная заäа÷а оптиìаëüноãо
разворота КА теì саìыì реøена поëностüþ.
Сëеäует отìетитü, ÷то при сфери÷еской сиì-

ìетрии КА кваäрат ìоäуëя управëяþщеãо ìоìента
выражается ÷ерез управëяþщие параìетры и фазо-
вые коорäинаты ìоäифиöированной заäа÷и сëе-
äуþщиì образоì:

M2 =  +  + . (5.7)

Есëи в заäа÷е оптиìаëüноãо разворота сфери÷е-
ски-сиììетри÷ноãо КА векторы ãрани÷ных усëовий
по уãëовой скорости w0, wT поëожитü параëëеëü-

ныìи vect(  é LT) (пëоский эйëеров разворот

КА), то реøения заäа÷ в кëасси÷еской и ìоäифи-
öированной постановках поëностüþ совпаäут. То же
саìое ìожно сказатü и о сëу÷ае, коãäа реøение
кëасси÷еской заäа÷и оптиìаëüноãо разворота сфери-
÷ески-сиììетри÷ноãо КА поëу÷ено в кëассе кони-
÷еских äвижений типа реøения [11]. В этих сëу÷аях

сëаãаеìое  в (5.8) обращается в нуëü, и функ-

öионаë (4.14) поëностüþ перехоäит в функöионаë
(1.5) ((2.1)) кëасси÷еской заäа÷и.
Привеäеì аëãоритì реøения заäа÷и оптиìаëü-

ноãо разворота КА (тверäоãо теëа) произвоëüной
äинаìи÷еской конфиãураöии при произвоëüных
ãрани÷ных усëовиях в кëассе обобщенных кони÷е-
ских äвижений в безразìерных переìенных.
Ша ã  1. По заäанныì ãрани÷ныì усëовияì по

уãëовоìу поëожениþ L0, LT (1.3), уãëовой скорости
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w0, wT (1.4) и вреìени переориентаöии КА (Т = 1)
из форìуë (4.7), (4.8) и äевяти уравнений систеìы
(4.15)—(4.17) опреäеëяþтся äевятü неизвестных по-
стоянных заäа÷и c1, ..., c5, c7, c8, α1, α2 и строятся
функöии f, f1, g, g1.
Ша ã  2. Испоëüзуя форìуëы (4.7), нахоäиì коì-

поненты кватерниона K.
Ша ã  3. По форìуëе (4.3)

w =  é i1 sing(t) + i2 cosg(t) + i3  é K

вы÷исëяется вектор уãëовой скорости КА.
Ша ã  4. По форìуëе (4.4)

L = L0 é  é exp{–i3g(0)/2} é
é exp{i2(f (t) – f (0))/2} é exp{i3g(t)/2} é K

вы÷исëяется кватернион ориентаöии КА.
Ша ã  5. По форìуëе (5.6) вы÷исëяется вектор

управëяþщеãо ìоìента КА.

6. Численные примеры

В äанноì разäеëе привоäятся приìеры ÷исëен-
ноãо реøения заäа÷и оптиìаëüноãо разворота КА в
траäиöионной и ìоäифиöированной постановках
äëя трех вариантов äинаìи÷еской конфиãураöии:
сфери÷еской сиììетрии, МКС [14] и КА "Спейс
Шаттë" [15].
Чисëенное реøение траäиöионной заäа÷и опти-

ìаëüноãо разворота КА (1.1)—(1.4), (2.1) на осно-
вании принöипа ìаксиìуìа Л. С. Понтряãина сво-
äится к реøениþ краевой заäа÷и äëя систеìы
обыкновенных äифференöиаëüных уравнений

(6.1)

L(0) = L0, w(0) = w0, (6.2)

L(T) = LT, w(T) = wT, (6.3)

Mопт = I–1j/2, (6.4)

откуäа поäëежат нахожäениþ веëи÷ины Mопт, T опт,
Lопт, wопт, cv.
Коне÷ное усëовие (6.3) необхоäиìо переписатü

в сеìиìерноì фазовоì пространстве L × w в виäе

(6.5)

Дëя реøения краевой заäа÷и (6.1), (6.2), (6.4), (6.5)
разработан итераöионный ÷исëенный ìетоä [9],
преäставëяþщий собой коìбинаöиþ ìетоäов Рун-
ãе—Кутты, Нüþтона и ãраäиентноãо спуска. Важно
отìетитü, ÷то усëовие совпаäения кватерниона
ориентаöии КА в коне÷ный ìоìент вреìени с ква-
тернионоì, опреäеëяþщиì заäаннуþ коне÷нуþ
ориентаöиþ КА, (усëовие (6.3)) заìенено усëовиеì

обращения в нуëü векторной ÷асти кватернионно-
ãо произвеäения L(T) é  (6.5). В [15, 16] авторы
пытаëисü выпоëнитü усëовие L(T) = LT, ÷то при-
воäиëо к вырожäениþ ìатриö ÷астных произвоä-
ных от невязок. В ка÷естве первоãо прибëижения по
неäостаþщиì на÷аëüныì усëовияì при реøении
краевой заäа÷и (6.1), (6.2), (6.4), (6.5) оптиìаëüно-
ãо управëения КА с произвоëüныìи ãрани÷ныìи
усëовияìи по уãëовоìу поëожениþ и уãëовой
скорости КА берутся на÷аëüные усëовия по пере-
ìенныì j, p, поëу÷енные при реøении заäа÷и оп-
тиìаëüноãо разворота сфери÷ески сиììетри÷ноãо
КА в кëассе пëоских эйëеровых разворотов [8].
Чисëенное реøение ìоäифиöированной заäа÷и

оптиìаëüноãо разворота КА быëо построено по
форìуëаì разäеëов 4, 5.
Во всех приìерах рас÷еты провоäиëи äëя ãра-

ни÷ных усëовий:

(6.6)

Реøения траäиöионной и ìоäифиöированной за-
äа÷и оказаëисü бëизкиìи. Дëя приìера, в табë. 1—3
привеäеì зна÷ения коìпонент вектора M(t) на
конöах и в сереäине интерваëа вреìени äвижения
КА [0, Т ] (Т = 1) в этих äвух реøениях.
Пр иì е р  1. I1 = I2 = I3 = 1 (сëу÷ай сфери÷еской

сиììетрии КА). Зна÷ения постоянных α1, α2, c1, ...,
c6, c8, вхоäящих в анаëити÷еское реøение ìоäифи-
öированной заäа÷и, таковы:

α1 = –0,0421, α2 = –0,2226, c1 = 3,2902,
c2 = –1,4885, c3 = 2,2113, c4 = –1,45, c5 = –0,4156, 

c6 = 0, c7 = –0,2221, c8 = –0,9216.
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L0 = (0,7951, 0,2981, –0,3975, 0,3478);
LТ = (0,8443, 0,3985, –0,3260, 0,1485);
w0 = (0,2739, –0,2388, –0,3); wT = (0,0, 0,0, –0,59).

Табëиöа 1

t

0 –0,9854 0,7259 –0,4892 –0,9647 0,7634 –0,4932
0,5 –0,2917 0,2087 –0,2878 –0,3103 0,1687 –0,2847
Т = 1 0,5077 –0,1272 –0,0985 0,5350 –0,0220 –0,1024

M1
траäиö M2

траäиö M3
траäиö M1

ìоäиф M2
ìоäиф M3

ìоäиф

Табëиöа 2

t

0 –0,2091 0,8349 –0,6241 –0,2182 0,9608 –0,6892
0,5 –0,0741 0,2697 –0,3795 –0,0725 0,1683 –0,3630
Т = 1 0,1318 –0,2804 –0,1131 0,1261 –0,0253 –0,1307

M1
траäиö M2

траäиö M3
траäиö M1

ìоäиф M2
ìоäиф M3

ìоäиф

Табëиöа 3

t

0 –0,1556 0,8793 –0,5955 –0,1897 1,0127 –0,6669
0,5 –0,0780 0,2846 –0,3644 –0,0610 0,1807 –0,3459
Т = 1 0,1444 –0,2897 –0,1065 0,1052 –0,2682 –0,1246

M1
траäиö M2

траäиö M3
траäиö M1

ìоäиф M2
ìоäиф M3

ìоäиф
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Зна÷ения функöионаëа оптиìизаöии в траäи-
öионной и ìоäифиöированной заäа÷е: J траäиö =
= 0,47824, J ìоäиф = 0,47975. В рассìатриваеìоì
приìере расхожäение ìежäу зна÷енияìи функöи-
онаëа (2.1) äëя траäиöионной и ìоäифиöирован-
ной заäа÷ составëяет 0,315 %,
Пр и ì е р 2 (МКС) I1 = 4 853 000 кã•ì2, I2 =

= 23 601 000 кã•ì2, I3 = 26 278 000 кã•ì2 (разìер-
ные ìоìенты инерöии) иëи I1 = 0,2358, I2 = 1,1466,
I3 = 1,2766 (безразìерные ìоìенты инерöии). Зна-
÷ения функöионаëа оптиìизаöии в траäиöионной
и ìоäифиöированной заäа÷е: J траäиö = 0,35522,
J ìоäиф = 0,36404. Расхожäение ìежäу зна÷енияìи
функöионаëа (2.1) äëя траäиöионной и ìоäифиöи-
рованной заäа÷ составëяет 2,37 %,
Пр и ì е р 3 (КА "Спейс Шаттë") I1 =

= 3 400 648 кã•ì2, I2 = 21 041 672 кã•ì2, I3 = I2 =
= 21 041 672 кã•ì2 (разìерные ìоìенты инерöии)
иëи I1 = 0,1967, I2 = 1,2168, I3 = I2 = 1,2168 (без-
разìерные ìоìенты инерöии). Зна÷ения функöио-
наëа оптиìизаöии в траäиöионной и ìоäифиöи-
рованной заäа÷е: J траäиö = 0,35797, Jìоäиф =
= 0,36775. Расхожäение ìежäу зна÷енияìи функ-
öионаëа (2.1) äëя траäиöионной и ìоäифиöиро-
ванной заäа÷ составëяет 2,73 %.

Ниже äëя приìера 2 (МКС) на рис. 1, 2 преä-
ставëены ãрафики изìенения во вреìени коìпо-
нент уãëовой скорости КА ωi(t), i = , векторной
÷асти кватерниона ориентаöии КА Λi(t), i = ,
и коìпонент вектора управëяþщеãо ìоìента Mi(t),
i =  в траäиöионной и ìоäифиöированной за-
äа÷е оптиìаëüноãо разворота.
Сëеäует отìетитü, ÷то в приìере 1 (сфери÷еская

сиììетрия КА) зна÷ения функöионаëа (2.1) и уп-
равëяþщие ìоìенты в траäиöионной и ìоäифи-
öированной заäа÷ах практи÷ески совпаëи. Из при-
ìеров 2, 3 виäно, ÷то с возникновениеì сущест-
венной разниöы ìежäу ìоìентаìи инерöии КА
(тверäоãо теëа) I1, I2, I3 увеëи÷ивается расхожäение
ìежäу управëяþщиìи ìоìентаìи, поëу÷енныìи
при реøении траäиöионной и ìоäифиöированной
заäа÷ в зависиìости от характера изìенения ìо-
ìентов инерöии КА ìежäу собой. Но в то же вреìя
разëи÷ие ìежäу зна÷енияìи функöионаëа ка÷ества
проöесса управëения (2.1), вы÷исëенныìи при ре-
øении траäиöионной и ìоäифиöированной заäа÷,
приеìëеìо. Наäо заìетитü, ÷то зна÷ение функöио-
наëа ка÷ества проöесса управëения — опреäеëяþ-
щая характеристика заäа÷и.
На основе боëüøоãо объеìа провеäенных ÷ис-

ëенных рас÷етов реøения заäа÷и об оптиìаëüноì

Рис. 1. Результаты решения традиционной задачи

1 3,
1 3,

1 3,



542 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 16, № 8, 2015

развороте КА (тверäоãо теëа) äëя разëи÷ных ãра-
ни÷ных усëовий и äëя разëи÷ных распреäеëений
ìасс в КА, ÷то характеризуется зна÷енияìи ãëав-
ных ìоìентов инерöии I1, I2, I3, ìожно сäеëатü
сëеäуþщие вывоäы:

1) кинеìати÷еские характеристики разворота КА
(кватернион ориентаöии L и вектор уãëовой ско-
рости w) в траäиöионной заäа÷е сëабо зависят от
распреäеëения ìасс в тверäоì теëе (КА) и, в основ-
ноì, опреäеëяþтся ãрани÷ныìи усëовияìи заäа÷и,
а в ìоäифиöированной заäа÷е кинеìати÷еские ха-
рактеристики вращения КА зависят тоëüко от ãра-
ни÷ных усëовий заäа÷и;

2) управëяþщий ìоìент существенно зависит
от распреäеëения ìасс в КА и ãрани÷ных усëовий
и в траäиöионной, и в ìоäифиöированной поста-
новках заäа÷и.
Из сравнения резуëüтатов рас÷етов сëеäует, ÷то

анаëити÷еское реøение ìоäифиöированной заäа÷и
преäставëяет собой прибëиженное реøение заäа÷и
об оптиìаëüноì развороте КА в траäиöионной
постановке. В табë. 4 преäставëены зна÷ения коì-
понент кватернионов ориентаöии КА рассìотрен-
ных выøе äинаìи÷еских конфиãураöий в траäиöи-

онной заäа÷е и резуëüтаты реøения ìоäифиöиро-
ванной заäа÷и в сереäине интерваëа вреìени
äвижения (t = 0,5) при ãрани÷ных усëовиях (6.6).
Разëи÷ие в коìпонентах кватернионов ориентаöии
КА в траäиöионной и ìоäифиöированной заäа÷ах
набëþäается в третüеì иëи ÷етвертоì знаке посëе
запятой, при÷еì разëи÷ие в третüеì знаке состав-
ëяет не боëее трех еäиниö.
Также отìетиì, ÷то кватернион ориентаöии

тверäоãо теëа L(t) ìожет бытü äвузна÷ныì [1], т. е.
L и –L соответствуþт оäноìу и тоìу же уãëовоìу
поëожениþ тверäоãо теëа в пространстве.

Рис. 2. Результаты решения модифицированной задачи

Табëиöа 4

Конфиãураöия КА; 
траäиöионная заäа÷а

λ0 λ1 λ2 λ3

КА "Спейс Шаттë" 0,80773 0,36539 –0,37727 0,26781
МКС 0,80862 0,36344 –0,37795 0,26683
Сфери÷ески-
сиììетри÷ный КА

0,80959 0,36252 –0,37679 0,26679

Моäифиöированная 
заäа÷а

0,80987 0,36268 –0,37564 0,26734
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Заключение

Преäставëенное в статüе анаëити÷еское прибëи-
женное реøение заäа÷и оптиìаëüноãо разворота КА
(тверäоãо теëа) произвоëüной äинаìи÷еской кон-
фиãураöии при произвоëüных ãрани÷ных усëовиях
по уãëовоìу поëожениþ и уãëовой скорости КА
ìожет найти свое приìенение при построении
систеì управëения КА, как и известные анаëити-
÷еские реøения заäа÷и оптиìаëüной переориента-
öии сфери÷ески-сиììетри÷ноãо КА в кëассе пëо-
ских эйëеровых разворотов.
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The problem of the optimal turn in the sense of minimal energy loss of a spacecraft as a rigid body with an arbitrary dis-
tribution of mass without constraint of a control action and under arbitrary boundary conditions is considered in the quaternion
statement. In the class of the generalized conical motions a modification was made of the task of optimal rotation, which al-
lowed to obtain analytical solution to the movement equations containing any constants and two any scalar functions (pa-
rameters of the generalized conic movement). Concerning these functions and their derivatives the optimizing problem with a
square functionality, in which the second derivative of these two functions acts as control, was formulated and solved using
Pontryagin maximum principle. Explicit expressions for the optimal angular velocity and the optimal control vectors of a space-
craft are presented. The motion trajectory of a spacecraft is generalized as a conical precession. Algorithm for the optimal turn
of a spacecraft is given. The found analytical solution to the modified problem can be considered as an approximate solution
to the classical problem of an optimal turn of a spacecraft under arbitrary boundary conditions. Numerical examples are pre-
sented showing that the solution of the modified problem well approximates the solution of the classical problem of a spacecraft
optimal turn. These examples contain reorientations of the International Space Station and of the Space Shuttle.

Keywords: optimal control, spacecraft, rigid body with an arbitrary distribution of mass, generalized conical motion, ar-
bitrary boundary conditions
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