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Синтез и апробация алгоритма управления 
движением квадрокоптера по траектории

Введение

Оäниì из проãрессивных виäов беспиëотных ëе-
татеëüных аппаратов ìикрокëасса явëяþтся ìуëüти-
коптеры, набираþщие всþ боëüøуþ попуëярностü
в ãражäанскоì и военноì секторах. Муëüтикоптеры,
в ÷астности кваäрокоптеры, обëаäаþт всеìи пре-
иìуществаìи ëетатеëüных аппаратов вертоëетноãо
типа (возìожностяìи зависания в пространстве,
вертикаëüноãо взëета и посаäки, высокой ìанев-
ренностüþ в закрытых поìещениях и äр.), при
этоì, в отëи÷ие от вертоëетов, иìеþт простой и
эконоìи÷ный ìеханизì, не требуþщий сëожноãо
техни÷ескоãо обсëуживания.
Данные ëетатеëüные аппараты в поëуавтоноì-

ноì режиìе способны выпоëнятü сëеäуþщие заäа÷и:
инспекöия в зонах пожаров, беäствий и разруøе-
ний; поисковые и спасатеëüные операöии; ìонито-
ринã зон с фото- и виäеофиксаöией; транспорти-
ровка поëезных ãрузов; построение карт окружаþ-
щей среäы и äр.
Анаëиз ëитературы показаë, ÷то систеìа управ-

ëения äвижениеì кваäрокоптера базируется на ëи-
нейно-кваäрати÷ных реãуëяторах [5], ПД иëи ПИД

реãуëяторах [1—4], не÷етких реãуëяторах [7] и нейро-
сетевых реãуëяторах. Интересныìи работаìи, по-
священныìи систеìе управëения кваäрокоптероì,
ìожно с÷итатü работы [2—3], ãäе äëя управëения
ориентаöией кваäрокоптера испоëüзуется оøибка
по ìатриöе поворота, ÷то позвоëяет обойтисü без вы-
÷итания уãëов и связанных с этиì синãуëярностей.
В работе [3] также рассìотрена реаëизованная и
апробированная в ëабораторных усëовиях систеìа
управëения ãруппой кваäрокоптеров. Оäнако прак-
ти÷еская öенностü äанной разработки явëяется не
о÷евиäной, поскоëüку требуþтся то÷ные коорäинаты
кажäоãо кваäрокоптера äëя пëотноãо äвижения стро-
еì (в ëаборатории испоëüзуется систеìа каìер).
Гëубокиì иссëеäованиеì äинаìи÷еской ìоäеëи

äвижения кваäрокоптера отëи÷ается работа [6], ãäе
арãуìентируется тот факт, ÷то аэроäинаìика кор-
пуса ëетаþщей пëатфорìы, эффект "биения ëо-
пасти", äруãие аэроäинаìи÷еские эффекты вëияþт
незна÷итеëüно на ìаëых скоростях, наприìер при
зависании, оäнако уже на среäних скоростях вëия-
ние усиëивается.

Решается задача управления по траектории движением квадрокоптера — беспилотного летательного аппарата, выпол-
ненного по вертолетной схеме с четырьмя пропеллерами. Решение этой задачи включило в себя следующие этапы: разработка
динамической модели движения квадрокоптера, линеаризация динамической модели, синтез алгоритма управления движением
по траектории с использованием ПД регулятора, построение моделей и компьютерная апробация разработанных алгоритмов.

Приведены результаты моделирования применения синтезированного алгоритма для управления движением квадрокоптера.
Ключевые слова: квадрокоптер, математическая модель, динамическая модель, угловая стабилизация, управление по тра-

ектории, моделирование движения
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Из российских работ ìожно отìетитü статüþ [13],
ãäе реøается заäа÷а синтеза управëения äëя äви-
жения кваäрокоптера по заäанной траектории.

Динамическая модель движения квадрокоптера

Система координат и основные параметры дви-
жения. Движение кваäрокоптера рассìатривается
с поìощüþ äвух систеì коорäинат: непоäвижной
систеìы коорäинат (НСК), связанной с Зеìëей, и
поäвижной систеìы коорäинат, связанной с кваäро-
коптероì (рис. 1). На÷аëо коорäинат ПСК совпа-
äает с öентроì ìасс кваäрокоптера.
Кваäрокоптер иìеет øестü степеней свобоäы:

три уãëа и три ëинейные коорäинаты öентра ìасс.
В äвижении кваäрокоптера буäеì у÷итыватü 12 па-
раìетров: (ϕ, θ, ψ) — уãëы вращения; W = (p q r) —
вектор уãëовой скорости (проекöии на оси ПСК);
r = (x y z) — вектор поëожения öентра ìасс кваäро-
коптера;  = (   ) — вектор ëинейной скорости.
Матриöа поворота RBE ìежäу НСК и ПСК иìеет

сëеäуþщий виä:

RBE = ,

ãäе äëя коìпактности выражения испоëüзуется
сëеäуþщее обозна÷ение: sinα = sα, cosα = cα.
Угловая скорость. Коìпоненты вектора уãëовой

скорости иìеþт сëеäуþщуþ взаиìосвязü с ìатри-
öей поворота [9]:

 = Rт,

сëеäоватеëüно

 = . (1)

Силы и моменты, действующие на квадрокоптер.
Пропеëëеры кваäрокоптера вращаþтся со скоро-
стüþ ωi. При вращении пропеëëеров возникаþт
поäъеìные сиëы Fi и ìоìенты Mi (анаëоãи÷но не-
сущеìу винту вертоëета), вращаþщие кваäрокоптер
вокруã собственной оси (рис. 1), ìоäуëи которых
расс÷итываþтся как

Fi = KFωi, Mi = KMωi,

ãäе KF и KM — константы. Сëеäует отìетитü, ÷то на
практике äинаìи÷еские изìенения пропеëëеров
происхоäят зна÷итеëüно быстрее äинаìи÷еских из-
ìенений тверäоãо теëа и аэроäинаìи÷еских изìе-
нений [4]. Сëеäоватеëüно, в ка÷естве äопущения при
синтезе систеìы управëения приниìается, ÷то уãëо-
вые скорости вращения пропеëëеров ìожно изìе-
нятü ìоìентаëüно, и управëение кваäрокоптероì
осуществëяется с поìощüþ ÷етырех сиëоìоìентных

параìетров (u1 u2 u3 u4)
т = (    )т:

u =  = • ,

ãäе L — расстояние ìежäу öентроì ìасс и осяìи
пропеëëеров.
Второй закон Ньютона äëя кваäрокоптера иìеет

сëеäуþщий виä:

m  = F + G, (2)

ãäе F — равноäействуþщая поäъеìная сиëа про-
пеëëеров; G — сиëа тяжести; m — ìасса кваäро-
коптера. Сëеäуþщие аэроäинаìи÷еские эффекты
не быëи у÷тены в сиëу сëожности их у÷ета и не-
зна÷итеëüноãо возäействия при невысоких скорос-
тях поëета [6]: изìенение поäъеìной сиëы за с÷ет
äопоëнитеëüноãо набеãаþщеãо возäуха при поëете
кваäрокоптера; изìенение вектора поäъеìных сиë
за с÷ет эффекта биения ëопастей; сопротивëение
возäуха; ветер; ãироскопи÷еский ìоìент; эффект
отражения возäуøноãо потока пропеëëера от по-
верхности Зеìëи при посаäке и взëете.
В отëи÷ие от работы [8] спроеöируеì (2) на оси

НСК и поëу÷иì:

m  = RBE  + , (3)

ãäе g — ускорение свобоäноãо паäения.Рис. 1. Система координат и силы, действующие на квадрокоптер
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Уравнение Эйлера, описываþщее вращение твер-
äоãо теëа, в векторной форìе иìеет виä

IB  = –WB × IBWB + , (4)

ãäе IB — тензор ìоìента инерöии, WB — вектор уã-
ëовой скорости в ПСК,  — относитеëüная про-
извоäная вектора уãëовой скорости (произвоäная
в ПСК). Спроеöируеì уравнение (4) на оси ПСК
кваäрокоптера (в работе [8] ìожно найти вывоä
нижесëеäуþщих уравнений из закона изìенения
кинети÷ескоãо ìоìента äëя öентра ìасс):

(5)

ãäе IXX, IYY, IZZ — осевые ìоìенты инерöии.
Система уравнений движения квадрокоптера.

Такиì образоì, совокупностü уравнений (1), (3) и (5)
опреäеëяет сëеäуþщуþ систеìу уравнений äвиже-
ния кваäрокоптера:

Линеаризация системы уравнений. Рассìотриì
вектор состояния x = (ϕ θ ψ p q r)т. Линеаризуеì
систеìу из уравнений (3) и (5) относитеëüно режиìа
зависания кваäрокоптера. Проãраììное äвижение
буäет иìетü виä

xd(t) = (0 0 ψd 0 0 0)т; ud(t) = (uh 0 0 0)т,

ãäе хd(t) — проãраììный (жеëаеìый) вектор со-
стояния; ud(t) — проãраììный вектор управëения;
uh = mg — равноäействуþщая поäъеìная сиëа про-
пеëëеров, равная сиëе тяжести.
Линеаризованная в окрестности проãраììноãо

äвижения систеìа из уравнений (3) и (5) иìеет виä

(6)

Отìетиì, ÷то ëинейная систеìа уравнения (6)
описывает äвижение ëиøü в преäпоëожении ìаëых
откëонений от заäанноãо проãраììноãо äвижения.

Синтез алгоритма управления по траектории

Заäаäиì траекториþ кваäрокоптера ÷етырüìя па-
раìетраìи — треìя коорäинатаìи поëожения кваä-
рокоптера и уãëоì поворота относитеëüно вертикаëü-
ной оси (уãëы танãажа и крена буäут опреäеëятüся ав-
тоìати÷ески): [rт(t)  ψт(t)] = [xт(t)  yт(t)  zт(t)  ψт(t)].
Дëя управëения траекторией кваäрокоптера бу-

äеì испоëüзоватü ПД реãуëятор.
Рассìотриì аëãоритì управëения траекторией

кваäрокоптера. Опреäеëиì оøибку по поëожениþ
и по скорости как ep = r – rт, eV =  – . Про-
ãраììное (жеëаеìое на текущий ìоìент) ускоре-
ние буäеì расс÷итыватü на основе обратных связей
ПД реãуëятора по поëожениþ и по скорости:

 =  – Kpep – KdeV, (7)

ãäе Kp и Kd — поëожитеëüно опреäеëенные ìатри-
öы усиëения.
Иìея проекöии проãраììноãо ускорения (7) и

испоëüзуя ëинеаризованнуþ систеìу (6), ìожеì
поëу÷итü проãраììные уãëы крена и танãажа (про-
ãраììный уãоë рыскания заäаäиì равныì ψт):

(8)

Испоëüзуя систеìу уравнений (3) и обратные
связи по уãëаì ϕ и θ, расс÷итаеì u1 — проекöиþ
равноäействуþщей поäъеìной сиëы на осü ZB ПСК:

u1 = m( d + g)/cϕcθ. (9)

Дëя стабиëизаöии уãëов [ϕd θd ψd] относитеëüно
проãраììноãо состояния и рас÷ета [u2 u3 u4] буäеì
также испоëüзоватü ПД реãуëятор, в отëи÷ие от ра-
боты [8], ãäе испоëüзоваëся АКОР (анаëити÷ески
сконструированный оптиìаëüный реãуëятор). Мо-
тивоì äанноãо изìенения явиëасü необхоäиìостü
ухоäа от вы÷итания уãëов и от возìожно возни-
каþщей в резуëüтате этоãо синãуëярности. Теперü
оøибка по уãëовой ориентаöии базируется на ос-
нове ìатриöы поворота:

eR = 1/2( R – RтRd)
∨,

ãäе Rd —ìатриöа поворота, расс÷итанная на основе
проãраììных уãëов (8); R —ìатриöа поворота, рас-
с÷итанная на основе обратных связей по текущиì
уãëаì [ϕ θ ψ]; ∨ — озна÷ает перевоä эëеìентов
SO(3) в 3.
Оøибка по уãëовой скорости опреäеëяется как

eΩ = Ω – Ωт.
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Такиì образоì, три остав-
øиеся управëяþщих сиãнаëа
(ìоìенты) расс÷итываþтся
сëеäуþщиì образоì:

[u2 u3 u4]
т =

= –KReR – KΩeΩ, (10)

ãäе KR и KW — äиаãонаëüные
ìатриöы усиëения.
Сëеäоватеëüно, управëе-

ние u, обеспе÷иваþщее вы-
поëнение заäанной траекто-
рии, опреäеëяется на основе
форìуë (9) и (10). Схеìа уп-
равëения преäставëена на
рис. 2.

Компьютерная апробация
алгоритма управления 

по траектории

Дëя апробаöии аëãоритìа
управëения кваäрокоптероì
по траектории испоëüзоваëасü
связка (рис. 3) проãраììных
пакетов MATLAB и Universal
Mechansim (UM) [14]. Дëя раз-
работки ìоäеëи систеìы уп-
равëения испоëüзоваëся пакет
MATLAB, и быëа установëена
äвухсторонняя связü MATLAB
с UM äëя осуществëения äина-
ìи÷ескоãо и кинеìати÷ескоãо
ìоäеëирования. Данные по
ìассинерöионныì характе-
ристикаì кваäрокоптера быëи
ввеäены в UM.
Дëя коìпüþтерноãо ìоäеëирования испоëüзо-

ваëи кваäрокоптер со сëеäуþщиìи ìассинерöион-
ныìи и ãеоìетри÷ескиìи характеристикаìи:

I = ,

m = 0,32 кã, L = 0,209 ì.

Как уже быëо отìе÷ено ранее, ìоäеëü систеìы
управëения построена в MATLAB, и управëяþщие
сиãнаëы расс÷итываþтся на основе форìуë (9) и (10).
Матриöы усиëения иìеþт сëеäуþщий виä:

Kp = , Kd = ,

KR = , KΩ = .

Теперü рассìотриì резуëüтаты ìоäеëирования
äвижения кваäрокоптера и апробаöии систеìы уп-
равëения на сëеäуþщих äвух приìерах:

1. Движение по то÷каì.
С поìощüþ пуëüта управëения быëа заäана сëе-

äуþщая траектория äвижения (на÷аëüные усëовия —
нуëевые):

[rт(t), ψт(t)] = 

Резуëüтаты ìоäеëирования преäставëены на
рис. 4.

2. Движение по окружности, распоëоженной
поä 45° относитеëüно ãоризонтаëüной пëоскости.
С поìощüþ пуëüта управëения быëа заäана сëе-

äуþщая траектория äвижения (на÷аëüные усëовия —
нуëевые):

0,002352 0 0
0 0,002352 0
0 0 0,004704

2 0 0
0 2 0
0 0 2

2 0 0
0 2 0
0 0 2

20 0 0
0 20 0
0 0 20

5 0 0
0 5 0
0 0 5

[1, 1, 3, 0], ãäе t ∈ [0; 6];
[2, –1, 1, 0], ãäе t ∈ (6; 100].

xт(t) = 5sin(0,628t);
yт(t) = 5cos(0,628t) + 5;
zт(t) = 5cos(0,628t) + 5;
ψт(t) = 0.

Рис. 2. Схема управления

Рис. 3. Схема подключения "MATLAB" и "Universal Mechanism"
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Резуëüтаты ìоäеëирования преäставëены на рис. 5.

Заключение

В работе поëу÷ена äинаìи÷еская ìоäеëü äвиже-
ния кваäрокоптера, провеäена ее ëинеаризаöия в
окрестности проãраììной траектории. Реøена за-
äа÷а управëения äвижениеì по траектории. С по-
ìощüþ коìпüþтерноãо ìоäеëирования верифиöи-
рована работоспособностü аëãоритìа управëения
äвижениеì кваäрокоптера.
В äаëüнейøеì пëанируется разработатü аëãо-

ритì управëения ãруппой кваäрокоптеров.
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In this article the authors propose a trajectory control algorithm for an unmanned aerial vehicle (UAV), which is lifted
and propelled by four rotors. The first step in designing of the above mentioned trajectory controller was development of a quad-
rocopter flight dynamic (math) model and its further linearization. The math model was based on Newton and Euler equation
of motion. The next step was designing of a quadrocopter attitude control on the grounds of a linearized dynamic model and
angular PD regulator. Then the authors were able to elaborate a trajectory control algorithm by using PD regulator for a tra-
jectory error minimization. Finally, in order to verify the control algorithm the authors built a control system model in Matlab,
designed a dynamic model in Universal Mechanism for flight simulation and conducted several experiments. The key idea of
the developed trajectory control algorithm is that the control inputs are forces and momentums applied to a quadrocopter, as
dynamics of the motor and propeller pairs are essentially faster compared to the rigid body dynamics. One of the major ob-
jectives in the attitude control design was to avoid the angels’ subtractions in order to prevent singularities. For this reason the
authors used rotation matrix error and PD regulator instead of Linear Quadratic Regulator. A set of experiments in the Uni-
versal Mechanism and Matlab proved the efficiency of the developed trajectory control algorithm. The paper also presents the
modeling details and experiment results.

Keywords: quadrocopter, math model, dynamics, attitude control, trajectory control, PD regulator, modeling, matlab, uni-
versal mechanism
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