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Приближенная линеаризация обратной связью
на основе сингулярно возмущенного подхода1

Введение

Линеаризаöия с поìощüþ обратной связи (feed-
back linearization) явëяется эффективныì ìетоäоì
синтеза неëинейных систеì управëения [1—4].
Иäея ìетоäа закëþ÷ается в тоì, ÷то посреäствоì
обратной связи исхоäная неëинейная систеìа пре-
образовывается в ëинейнуþ, записаннуþ в кано-
ни÷еской форìе, к которой затеì приìеняþтся
ìетоäы теории ëинейных систеì управëения.
Приìениìостü ìетоäа внеøней ëинеаризаöии

ãарантируется собëþäениеì строãих усëовий управ-
ëяеìости и инвоëþтивности äëя рассìатриваеìой
неëинейной систеìы, ÷то не всеãäа иìеет ìесто.
В такой ситуаöии испоëüзуþт ìетоäы прибëижен-
ной ëинеаризаöии обратной связüþ (approximate
feedback linearization) [5—9]. Наибоëее øирокое рас-
пространение äëя прибëиженной ëинеаризаöии по-
ëу÷иë поäхоä, основанный на разëожении исхоä-
ной систеìы в ряä Тейëора [5, 6]. Друãой поäхоä,
преäставëенный в работах [7, 8], базируется на при-
ìенении äинаìи÷еской обратной связи и понятии
d-относитеëüной степени, ãäе d — некоторое öеëое
÷исëо. Зäесü основная иäея состоит в преобразова-
нии уравнений äинаìики систеìы к ëинейной
форìе, к которой äобавëяþтся äопоëнитеëüные
÷ëены боëее высокоãо поряäка, ÷еì заäанное öеëое
÷исëо d. Гëавный неäостаток такоãо реøения связан
с повыøениеì поряäка систеìы и поряäка äинаìи-
÷еской обратной связи. С у÷етоì этоãо в работе [9]
преäставëен противопоëожный способ прибëижен-
ной ëинеаризаöии, опираþщийся на преäставëе-
нии систеìы в синãуëярно возìущенноì виäе и
разäеëении äвижений на быстрые и ìеäëенные.
При ìатеìати÷ескоì описании синãуëярно воз-

ìущенных (СВ) систеì испоëüзуþт ìаëые пара-
ìетры, которые выступаþт ìножитеëеì при стар-
øих произвоäных в уравнении состояния систеìы
[10—12]. При этоì разнотеìповостü äвижений ìо-
жет бытü обусëовëена разныìи физи÷ескиìи фак-

тораìи, наприìер, наëи÷иеì ìаëых ìасс иëи ìо-
ìентов инерöии, боëüøих коэффиöиентов усиëе-
ния и äр. Так, в работе [9] äëя привеäения систеìы
к синãуëярно возìущенноìу виäу приìеняется об-
ратная связü с боëüøиì коэффиöиентоì усиëения.
Заäа÷е ëинеаризаöии обратной связüþ неëиней-

ных СВ систеì посвящены работы [13—18]. В ра-
ботах [13, 14] рассìатривается заäа÷а ëинеаризаöии
обратной связüþ так называеìой ìеäëенной поä-
систеìы, а не всей систеìы öеëикоì. Этот непря-
ìой поäхоä основан на реäукöии исхоäной неëи-
нейной СВ систеìы с посëеäуþщей ëинеаризаöией
ìеäëенной поäсистеìы. Развитие äанных резуëüта-
тов показано в работах [15, 16], ãäе на основе реøе-
ний заäа÷ внеøней ëинеаризаöии äëя ìеäëенной и
быстрой поäсистеì строится коìпозиöионное уп-
равëение äëя исхоäной неëинейной СВ систеìы.
Основное оãрани÷ение описанных выøе резуëüта-
тов связано с кëассоì рассìатриваеìых систеì —
СВ систеì с ëинейныì вхожäениеì вектора быст-
рых переìенных в уравнение систеìы. Это связано,
в первуþ о÷ереäü, с выпоëниìостüþ усëовий тео-
реìы Тихонова. В работах [17, 18] äëя систеì с не-
ëинейной зависиìостüþ и по ìеäëенныì и по быст-
рыì переìенныì состояния автораìи преäëожен
äиффеоìорфизì, независящий от ìаëоãо синãу-
ëярно возìущаþщеãо параìетра, преобразуþщий
исхоäнуþ неëинейнуþ СВ систеìу к спеöиаëüноìу
ëинейноìу виäу (не канони÷ескоìу), при этоì
преобразуþщий äиффеоìорфизì также строится
отäеëüно äëя быстрых и ìеäëенных äвижений сис-
теìы. В работе [9] поäобные резуëüтаты быëи по-
ëу÷ены äëя систеì, которые изна÷аëüно не соäер-
жат синãуëярно возìущаþщих параìетров. Зäесü äëя
привеäения систеìы к СВ виäу ввоäится спеöиаëü-
ное преобразование, параìетры котороãо связаны
с боëüøиì коэффиöиентоì усиëения в обратной
связи äëя переìенных состояния, которые с÷ита-
þтся быстрыìи. Такиì образоì, есëи исхоäная сис-
теìа преäставиìа в СВ виäе, то äекоìпозиöиþ и
построение äиффеоìорфизìов отäеëüно äëя ìеä-
ëенных и быстрых äвижений ìожно испоëüзоватü
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как среäство синтеза прибëиженной ëинеаризируþ-
щей обратной связи.
В äанной работе преäëаãается ìетоä прибëи-

женной ëинеаризаöии обратной связüþ äëя неëи-
нейных СВ систеì, основанный на разäеëении ис-
хоäной систеìы и построении ëинеаризируþщеãо
управëения в виäе коìпозиöии ëинеаризирþщих
управëений äëя ìеäëенных и быстрых äвижений.
При этоì основная сëожностü, которая возникает
при разäеëении äвижений, связана с выпоëниìостüþ
усëовий теореìы Тихонова äëя исхоäной неëиней-
ной СВ систеìы, в ÷астности, с разреøиìостüþ
неëинейноãо относитеëüно быстрых переìенных
состояния аëãебраи÷ескоãо уравнения, которое воз-
никает в резуëüтате пренебрежения ìаëыì параìет-
роì. Дëя преоäоëения этоãо в статüе преäëаãается
сна÷аëа выпоëнитü ëинеаризаöиþ с поìощüþ об-
ратной связи äëя ÷асти систеìы, описываþщей
быстрые äвижения. При этоì быстрое управëение
выбирается так, ÷тобы усëовия теореìы Тихонова
выпоëняëисü. Затеì, испоëüзуя станäартнуþ ìето-
äику теории синãуëярных возìущений, поëу÷аеì
систеìу тоëüко ìеäëенных äвижений, äëя которой
äаëее также реøается заäа÷а ëинеаризаöии обрат-
ной связüþ.
Статüя построена сëеäуþщиì образоì: первый

разäеë соäержит постановку заäа÷и управëения;
второй разäеë соäержит ряä ìатеìати÷еских опре-
äеëений, которые испоëüзуþтся в статüе; реøение
заäа÷и синтеза прибëиженной ëинеаризируþщей
обратной связи показано в третüеì разäеëе; при-
ìеры синтеза на основе разработанноãо ìетоäа
привоäятся в ÷етвертоì разäеëе; в закëþ÷ении
преäставëены основные вывоäы.

1. Постановка задачи

Рассìатривается неëинейная синãуëярно воз-
ìущенная систеìа виäа

(t) = F(x, z, u), x(0) = x0, y = ϕ(x), (1)

ε (t) = f (x, z) + g(x, z)u, z(0) = z0, (2)

ãäе x ∈ , z ∈  — переìенные состояния;

y, u ∈ R1 — выхоä и управëение соответственно;
F, f  и g — равноìерно непрерывные и оãрани÷ен-
ные ãëаäкие векторные функöии с äостато÷ныì
÷исëоì произвоäных по всеì арãуìентаì; ε > 0 —
ìаëый параìетр (синãуëярное возìущение).
Требуется найти управëение u и преобразование

T(x, z), не зависящие от параìетра ε и такие, ÷то
при äостато÷но ìаëоì ε систеìа (1), (2) ìожет бытü
прибëиженно (с то÷ностüþ äо O(ε)) преобразована
к ëинейноìу виäу относитеëüно скаëярноãо выхоäа
y = ϕ(x).

2. Предварительные сведения

Привеäеì основные опреäеëения, которые буäут
испоëüзоватüся äаëее [9]. Пустü ϕ(x, z): Dx × Dz → R —

ãëаäкая функöия и f (x, z) — ãëаäкое векторное поëе
на ìножестве Dx × Dz → Rn. Скаëярная функöия,
опреäеëенная как

Lf ϕ(x, z) = f (x, z),

называется произвоäной Ли от скаëярной функöии
вäоëü векторноãо поëя f.
Пустü f (x, z) и g(x, z) — ãëаäкие векторные поëя

на ìножестве Dx × Dz → Rn. Векторное поëе виäа

[f (x, z), g(x, z)] = adf g(x, z) = f (x, z) – g(x, z),

называется произвоäной Ли от вектора g вäоëü век-
торноãо поëя f иëи скобкой Ли.
Также испоëüзуþтся обозна÷ения äëя произ-

воäной Ли поряäка k:

ϕ(x, z) = ϕ(x, z), a g(x, z) = g(x, z),

LgLf = Lg(Lf),  = Lf ( ), a  = adf (a ), 

k = 2, 3, ... .

3. Приближенная линеаризация обратной связью

Пустü систеìа (1), (2) уäовëетворяет сëеäуþщеìу
усëовиþ:
У1. Существует функöия Tf 1(x, z) такая, ÷то äëя

всех (x, z) справеäëивы соотноøения

Lg Tf 1(x, z) = 0, i = ;

Lg Tf 1(x, z) ≠ 0.

Лемма 1. При выпоëнении усëовия У1 сущест-
вует äиффеоìорфизì

 = ξ = Tf (x, z) = , (3)

который преобразует соотноøение (2) к виäу

ε (t) = Afcξ + Bfcaf (x, z)(u – bf (x, z)) +

+ ε F(x, z, u), (4)

ãäе (Afc, Bfc) — канони÷еская пара в форìе Брунов-
скоãо и

af (x, z) = Lg Tf 1(x, z),

bf (x, z) = .

x·

z·

R
n1 R

n2
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x∂
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x∂
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0 df
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Tf1 x z,( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞
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ξ·

Tf x z,( )∂
x∂

-----------------

Lf
n2 1–

Lf
n2Tf1 x z,( )–

af x z,( )
-------------------------
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Доказательство. Испоëüзуя соотноøение (3),
вы÷исëиì произвоäнуþ :

(t) = +  = ε–1 f(x, z) +

+ ε–1 g(x, z)u + F(x, z, u).

Сëеäуя опреäеëениþ произвоäной Ли (сì. раз-

äеë 2), перепиøеì f (x, z) в сëеäуþщеì виäе:

f (x, z) =  =

=  = .

Анаëоãи÷ныì образоì поëу÷аеì соотноøение

äëя g(x, z):

g(x, z) =

=  = .

Посëеäние выкëаäки показываþт, ÷то (2) при-
воäится к виäу (4).
Теперü покажеì, ÷то отображение Tf (x, z) явëя-

ется äиффеоìорфизìоì. Дëя этоãо найäеì ìатриöу
Якоби систеìы

J(x, z) = .

Есëи ìатриöа Якоби J(x, z) отображения Tf (x, z)
иìеет ìаксиìаëüный возìожный ранã, то это ото-

бражение буäет невырожäенныì [1], т. е. Tf (x, z)
явëяется невырожäенныì преобразованиеì, есëи

rankJ(x, z) = min(n2, n) = n2, (5)

÷то иìеет ìесто при невырожäенности .

По анаëоãии с работой [19] покажеì, ÷то äëя
всех (x, z) ∈ Dx × Dz и äëя всех öеëых k l 0 и
j: 0 m j m n2 – k – 1 справеäëиво

Tf 1(x, z) =

= (6)

Испоëüзуя тожäество Якоби, перепиøеì ëевуþ
÷астü из (6)

Tf 1(x, z) =

= Lf Tf 1(x, z) – Tf 1(x, z). (7)

При j = 0 соãëасно усëовиþ У1 из соотноøения (7)
поëу÷аеì

Tf1(x, z) = Lg Tf1(x, z) = 0, 0 m k < n2 – 1.

При j = 1 соãëасно усëовиþ У1 из соотноøения (7)
поëу÷аеì

Tf 1(x, z) = LfLg Tf 1(x, z) –

– Lg Tf 1(x, z) = 0, 0 m 1 + k < n2 – 1.

Расс÷итаеì (7) äëя некотороãо j. Сна÷аëа заìе-
тиì, ÷то усëовие У1 эквиваëентно требованиþ [4]

Lg Tf 1(x, z) = Tf 1(x, z) = 0, i = ;

Lg Tf 1(x, z) = Tf 1(x, z) ≠ 0.

Сëеäоватеëüно, äëя первоãо сëаãаеìоãо в соот-
ноøении (7) справеäëиво

Lf Tf 1(x, z) = LfLg Tf 1(x, z) = 0,

0 m j + k – 1 < n2 – 1.

Дëя второãо сëаãаеìоãо поëу÷аеì

Tf 1(x, z) =

= 
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Поскоëüку равенство (6) справеäëиво äëя j = 0,
j = 1, äëя некотороãо j, то соãëасно ìатеìати÷еской
инäукöии верно и сëеäуþщее утвержäение с ноìе-
роì j + 1.

Дëя äоказатеëüства невырожäенности 

рассìотриì ìатри÷ное уравнение

[g(x, z) ... a g(x, z)] =

= .

С у÷етоì равенства (6) äанная ìатриöа прини-
ìает виä

[g(x, z) ... a g(x, z)] = ,

ãäе Δ — ненуëевой эëеìент, * — некоторый произ-
воëüный эëеìент. Поскоëüку äанная ìатриöа яв-

ëяется невырожäенной, то  также невы-

рожäенная и иìеет поëный ранã. Такиì образоì,
äоказано, ÷то отображение Tf (x, z) явëяется äиф-
феоìорфизìоì. Лемма доказана.
Поскоëüку Tf (x, z) явëяется äиффеоìорфизìоì,

то существует обратное преобразование (x, ξ),
такое ÷то z = (x, ξ).
Приìеняя преобразование (3) и с у÷етоì тоãо,

÷то z = (x, ξ), перепиøеì систеìу (1), (2):

(t) = F(x, z, u) , x(0) = x0,

ε (t) = Afcξ + Bfcaf (x, z)(u – bf (x, z)) +

+ ε F(x, z, u). (8)

Сëеäуя станäартной ìетоäике ëинеаризаöии об-
ратной связüþ, выбереì управëение u(x, z) в сëе-
äуþщей форìе:

u(x, z) = bf (x, z) + (x, z)(Gf ξ – Gf1us(x)), (9)

ãäе ìатриöа обратной связи Gf = (Gf1 ... ) вы-

бирается так, ÷тобы ìатриöа (Afc + BfcGf) быëа Гур-
виöевой, us(x) — сиãнаë управëения äëя ìеäëенной
систеìы (буäет опреäеëен ниже).

Поäставëяя соотноøение (9) в систеìу (8), по-
ëу÷аеì (с у÷етоì z = (x, ξ))

(t) = F(x, ξ, us), x(0) = x0,

ε (t) = (Afc + BfcGf)ξ –

– BfcGf1us(x) + ε F(x, z, u). (10)

Гëавное преиìущество неëинейной СВ систе-
ìы (10) наä исхоäной систеìой (1), (2) закëþ÷ается
в тоì, ÷то äëя систеìы (10) выпоëняþтся усëовия
теореìы Тихонова, и, сëеäоватеëüно, äвижение ìеä-
ëенных переìенных x ìожно с то÷ностüþ äо O(ε)
описатü вырожäенной (ìеäëенной) систеìой, ко-
торая поëу÷ается из исхоäной при ε = 0:

 = (Gf1us(x) 0 ... 0),

(t) = Fs(xs, us) = F(xs, , us), xs(0) = x0.

3.1. Линеаризация обратной связью медленной
подсистемы. Рассìатриваеì систеìу äëя ìеäëен-
ных переìенных

(t) = Fs(xs, us), xs(0) = x0. (11)

Ввеäеì в рассìотрение некоторуþ скаëярнуþ
функöиþ ϕ(xs). Запиøеì произвоäнуþ Ли этой
функöии вäоëü векторноãо поëя Fs(xs, us):

ϕ(xs, us) = Fs(xs, us).

Дëя произвоäных Ли боëее высоких поряäков
иìееì

ϕ(xs, us) =

= Fs(xs, us), ϕ(xs, us) = ϕ(xs).

У2. Пустü систеìа (11) иìеет относитеëüнуþ
степенü r = n1 в то÷ке (x

0, ), ÷то эквиваëентно
усëовияì [4]

ϕ(xs, us) = 0, ϕ(x0, ) ≠ 0

äëя всех xs в окрестности x0, us в окрестности  и

всех k < r.
В сиëу усëовия У2 первые r произвоäных Ли

функöии ϕ(xs) не зависят от управëения явныì об-
разоì:

ϕ(xs, us) = ϕ(xs), 0 m k m r – 1.
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В усëовиях сäеëанных преäпоëожений сущест-
вует äиффеоìорфизì [4]

Ts(xs) = { (xs)}, k = 1, 2, ..., r,

эëеìенты котороãо иìеþт виä (xs) = ϕ(xs),

1 m k m n1.

Опреäеëиì вектор η, эëеìенты котороãо выра-
жаþтся ÷ерез преобразование

η1 = (xs) = ϕ(xs) = ϕ(xs),

ηk =  = (xs) = ϕ(xs), 2 m k m n1.

Дифференöируя по t переìеннуþ , поëу÷иì

 = ϑ(η, us) = ϕ( (η), us).

Линеаризируþщий закон управëения äëя систе-
ìы (11) опреäеëяется ÷ерез реøение относитеëüно
us неëинейноãо уравнения

ϑ(η, us) = υs. (12)

У3. Пустü уравнение (12) иìеет анаëити÷еское
реøение

us = ψ(η, υs). (13)

В сиëу усëовия У3 äиффеоìорфизì Ts(xs) и уп-
равëение us = ψ(η, υs) преобразуþт систеìу (11) к
ëинейноìу канони÷ескоìу виäу

 = Acsη + Bcsυs,

ãäе (Acs, Bcs) — канони÷еская пара в форìе Брунов-
скоãо; υs — внеøний сиãнаë управëения, который
выбереì в форìе обратной связи

υs = Gsη,

ãäе коэффиöиенты ìатриöы Gs выбираþтся исхоäя
из требования

Reλ(Acs + BcsGs) < 0.

С у÷етоì соотноøений (9) и (13) поëу÷аеì окон-
÷атеëüный виä ëинеаризируþщеãо управëения

u(x, z) = bf (x, z) +

+ (x, z)(Gf ξ – Gf1ψ(η, υs)) . (14)

Теорема 1. При выпоëнении усëовий У1, У2 и
У3 существует ε* > 0, такое ÷то ∀ε ∈ (0, ε*) систеìа
(1), (2) с управëениеì (14) явëяется устой÷ивой.
Доказательство. При выпоëнении усëовия У1

справеäëива ëеììа 1, соãëасно которой существует
äиффеоìорфизì (3), преобразуþщий систеìу (1), (2)

к виäу (8). Приìенение к систеìе (8) управëения (14)
привоäит к неëинейной СВ систеìе

(15)

Поскоëüку быстрая и ìеäëенная поäсистеìы, со-
ответствуþщие систеìе (15), устой÷ивы (это сëеäует
из проöеäуры построения реãуëятора), то соãëасно
теореìе Кëиìуøева—Красовскоãо существует ε* > 0,
такое ÷то ∀ε ∈ (0, ε*) систеìа (15) явëяется устой÷и-
вой [10]. Поскоëüку äиффеоìорфизì Tf (x, z) сохра-
няет устой÷ивостü, то исхоäная систеìа (1) и (2)
также буäет устой÷ивой ∀ε ∈ (0, ε*). Теорема доказана.
Замечание 1 [15]. Отäеëüный кëасс систеì, äëя

котороãо вы÷исëение быстроãо управëения не за-
висит от ìеäëенноãо, поëу÷ается в сëу÷ае, коãäа
правая ÷астü уравнения (2) ëинейно зависит от z:

f (x, z) + g(x, z)u = f1(x) + f2(x)z + g(x)u.

В этоì сëу÷ае быстрая поäсистеìа буäет иìетü
виä [10]

(τ) = f22(x)zf + g(x)uf .

Поскоëüку систеìа (16) явëяется ëинейной по
быстрой переìенной zf и управëениþ uf, то внеø-
няя ëинеаризаöия не требуется. Стабиëизируþщее
управëение uf выбирается в форìе обратной связи

uf = –Gf (x)zf = –Gf (x)(z + f22(x)
–1(f21(x) + g2(x)us),

ãäе Gf (x) расс÷итывается так, ÷тобы

Reλ(f22(x) – g2(x)Gf (x)) < 0, ∀x ∈ D.

Резуëüтируþщее коìпозиöионное управëение
опреäеëяется путеì суììирования быстроãо и
ìеäëенноãо управëений:

u = (1 – Gf (x)f22(x)
–1g2(x))us –

– Gf (x)(z + f22(x)
–1f21(x)). (16)

Замечание 2. Коìпозиöионное управëение (14)
(иëи (16)) не зависит от ìаëоãо параìетра ε. Пара-
ìетр ε ìожет рассìатриватüся в роëи неопреäеëен-
ности в систеìе [20], и в этоì сìысëе систеìа (1)
с реãуëятороì (14) (иëи (16)) буäет обëаäатü роба-
стныìи свойстваìи при усëовии устой÷ивости
ìеäëенной и быстрой поäсистеì, ÷еãо ìожно äо-
сти÷ü соответствуþщиì выбороì uf  и  us.
При соответствуþщеì выборе коэффиöиентов

реãуëятора ìожно äобитüся поëной робастной ус-
той÷ивости к параìетру синãуëярных возìущений
(ε* = ∞) [21], ÷то ìожно испоëüзоватü при синтезе
управëения äëя невозìущенных систеì путеì фик-
тивноãо ввеäения параìетра возìущений ε. Кроìе
тоãо, äëя сëу÷ая систеì с ε > 1 (иëи с фиктивныì
параìетроì) построение асиìптотики коìпозиöи-
онноãо реãуëятора ìожно реаëизоватü на основе
Паäе-аппроксиìаöии, которая позвоëяет поëу÷итü
асиìптоти÷еские прибëижения как при боëüøих, так
и при ìаëых зна÷ениях параìетра возìущений [22].

Ts
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4. Примеры применения разработанного метода

Пример 1 [18]. Рассìатриваеì систеìу:

(17)

Быстрая поäсистеìа иìеет виä

ε  = (1 + 0,5sinx1)(–x1 + z2),

ε  =  +  + u.

Выбирая Tf 1(x, z) = z1, поëу÷аеì быстрый äиф-
феоìорфизì из (3)

Tf (x, z) = (18)

и соответствуþщее управëение из (9)

u(x, z) = –  –  +

+ (1 + 0,5sinx1)
–1(Gf ξ – Gf 1us(x)). (19)

Приìеняя äиффеоìорфизì (18) и управëение (19)
к систеìе (17), устреìëяя ε → 0, поëу÷иì ìеäëен-
нуþ поäсистеìу

(20)

Реøая заäа÷у ëинеаризаöии обратной связüþ
äëя ìеäëенной поäсистеìы (20), опреäеëяеì ìеä-
ëенное управëение

(21)

Искоìое коìпозиöионное управëение поëу÷а-
еì поäстановкой (21) в соотноøение (19).
Резуëüтаты ìоäеëирования систеìы (17) с реãуëя-

тороì (21), (19) при Gf1 = –1, Gf 2 = –2 и Gs1 = –10,
Gs2 = –4 и разных зна÷ениях параìетра возìуще-
ний (ε = 0,01, ε = 100) показаны на рис. 1. Из ре-
зуëüтатов виäно, ÷то систеìа хороøо отрабатывает
заäаþщий сиãнаë, при этоì явëяется робастно ус-
той÷ивой по отноøениþ к параìетру ε.
Пример 2. Рассìатриваеì систеìу

(22)

с выхоäоì h(x) = x1. Систеìа (22) иìеет относитеëü-
нуþ степенü 2, сëеäоватеëüно, ее неëüзя поëностüþ
ëинеаризоватü.
Приìениì разработанный ìетоä. Ввеäеì в сис-

теìу (22) параìетр ε фиктивно, с÷итая, ÷то x1 яв-
ëяется ìеäëенной переìенной, а x2 и x3 — быстрые
переìенные. Устреìëяя ε → 0, поëу÷иì ìеäëеннуþ
поäсистеìу

 =  + 2us, (23)

и быструþ поäсистеìу

(24)

Реøая заäа÷и синтеза ëинеаризируþщей обрат-
ной связи äëя ìеäëенной систеìы (23), поëу÷аеì
us = – 0,5  + υs.
Внеøнее управëение υs уäобно реаëизоватü в

виäе пропорöионаëüноãо реãуëятора по оøибке
сëежения, т. е. υs = kpe, e = x1ref – x1.
Быстрое управëение uf äëя систеìы (24) выби-

раеì в форìе обратной связи:

uf = (Gf 3 – Gf 2)us – Gf 2x2 – Gf 3(x3 – ),

ãäе Gf 2, Gf 3 — коэффиöиенты обратной связи.
Резуëüтируþщее коìпозиöионное управëение

соãëасно (16) буäет равно

u = (1 – Gf 2 + Gf 3)(–0,5  + υs) –

– Gf 2x2 – Gf 3(x3 – ). (25)

Резуëüтаты ìоäеëирования систеìы (22) с реãу-
ëятороì (25) при Gf 2 = –104, Gf 3 = 104, kp = 10 и
ε = 1 показаны на рис. 2. Заäаþщий сиãнаë взят в
форìе пряìоуãоëüных иìпуëüсов с аìпëитуäой 2 и
÷астотой 1 Гö. На рис. 2 также показан перехоäный
проöесс äëя переìенной x1 при ε = 500 (пунктир-

 =  + x2 + zz;

 = sin(x1) + z1 + x2  + u;

ε  = (1 + 0,5sinx1)(–x1 + z2);

ε  =  +  + u.

x·1 x1
2

x·2 z2
2

z·1

z·2 x2
2 z2

2

z·1

z·2 x2
2 z2

2

z1

1 0,5sinx1+( ) x1– z2+( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

x2
2 z2

2

 =  + x2 + 2x1;

 = sinx1 + x2  –  –  + us.

x·1 x1
2

x·2 x1
2 x2

2 x1
2

us =  – x2 – sinx1 – x2 – x1 –

– 2  – 2x1(  + x2) + υs);

υs = GS1η1 + GS2η2;

η1 = x1, η2 =  + x1 + x2.

x2
2 x1

2

x1
2 x1

2

x1
2

 = x3 – x2;

 = –x2 – u;

 =  – x3 + u

x·1

x·2

x·3 x1
2

x· s xs
2

 = –xf 2 – uf ;

 = –xf 3 + uf .

x· f 2

x· f 3
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ная ëиния). Из резуëüтатов виäно, ÷то систеìа хо-
роøо отрабатывает заäаþщий сиãнаë, при этоì яв-
ëяется робастной по отноøениþ к параìетру ε, ко-
торый быë ввеäен фиктивно.

Заключение

В настоящей работе äëя кëасса неëинейных
синãуëярно возìущенных систеì разработан ìетоä
синтеза прибëиженной ëинеаризируþщей обратной
связи. Преиìущество äанноãо ìетоäа закëþ÷ается
в упрощении исхоäной заäа÷и ëинеаризаöии об-
ратной связüþ путеì ее äекоìпозиöии на äве поä-
заäа÷и: отäеëüно äëя ìеäëенной поäсистеìы и от-
äеëüно äëя быстрой. При этоì äëя обеспе÷ения
усëовий äекоìпозиöии систеìы с поìощüþ стан-
äартной техники теории синãуëярных возìущений
сна÷аëа выпоëняется ëинеаризаöия обратной
связüþ быстрой поäсистеìы. Это позвоëяет äости÷ü
собëþäения усëовий теореìы Тихонова и выразитü
ìеäëеннуþ поäсистеìу, äëя которой затеì также
реøается заäа÷а ëинеаризаöии. Резуëüтируþщее
управëение опреäеëяется в виäе коìпозиöии управ-
ëений äëя ìеäëенной и быстрой поäсистеì. Поëу-
÷енное такиì образоì коìпозиöионное управëение
не зависит от параìетра синãуëярных возìущений
и наäеëяет систеìу робастныìи свойстваìи отно-
ситеëüно этоãо параìетра. Данный факт позвоëяет
испоëüзоватü разработанный ìетоä äëя синтеза не-
возìущенных систеì. В такой ситуаöии параìетр
возìущений ввоäится фиктивно äëя реаëизаöии
проöеäуры äекоìпозиöии, при этоì оäной из öе-
ëей посëеäуþщеãо синтеза явëяется äостижение
робастной устой÷ивости систеìы äëя боëüøих зна-
÷ений параìетра возìущений (ε > 1).
Преäëоженный в статüе поäхоä эффективен и в

сëу÷аях, коãäа исхоäная неëинейная систеìа öеëи-
коì неëинеаризируеìа с поìощüþ обратной связи.
Разäеëение систеìы, реøение укоро÷енных (реäу-
öированных) поäзаäа÷ и асиìптоти÷еская коìпо-
зиöия этих реøений выступаþт естественныì спо-

собоì упрощения исхоäной поëной заäа÷и синтеза
на основе внеøней ëинеаризаöии.
Эффективностü разработанноãо ìетоäа как äëя

синãуëярно возìущенных систеì, так и äëя невоз-
ìущенных систеì показана на приìерах. В обоих
сëу÷аях у синтезированной заìкнутой систеìы на-
бëþäаþтся робастные свойства по отноøениþ к
параìетру возìущений.
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One of the most common methods of synthesis of the nonlinear control systems is the method of a feedback linearization
(FL). The idea of this method consists in conversion of the original nonlinear system into a linear one by means of a state feed-
back and coordinate transformation. Then, the methods of control theory for the linear systems are used for the system design.
If the original nonlinear system cannot be linearized exactly by the state feedback, the method of the approximate feedback
linearization (AFL) is used. The essence of AFL method lies in the feedback linearization only of a certain part of the original
nonlinear system (not of the entire system). In this paper, the author proposes a method of an approximate feedback linearization
control of the nonlinear singularly perturbed (SP) systems. The proposed method is based on a decomposition of the original
SP system and construction of AFL control in the form of composite FL controls for the slow and fast subsystems. In general,
a nonlinear SP system cannot be easily separated into slow and fast subsystems, because the conditions of Tikhonov theorem
are not complied. In order to overcome this, the author proposes to perform the feedback linearization method at first for the
system’s part, which describes the fast state variables. Thus, a fast control is chosen, so that the conditions of Tikhonov theorem
would be met. Then, using a standard singular perturbation technique, we obtain a slow subsystem. Further the problem of
FL control for a slow subsystem is solved. The resulting AFL control is obtained in the form of a composite control. Application
of the proposed approach is illustrated with two examples.
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