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Pешение пpямых и обpатных задач кинематики
pоботов-манипулятоpов с использованием дуальных матpиц 
и бикватеpнионов на пpимеpе стэнфоpдского манипулятоpа1.

Часть 22

1. Постановка задачи

Pассìатpивается pеøение обpатной заäа÷и ки-
неìатики с испоëüзованиеì бикватеpнионной тео-
pии кинеìати÷ескоãо упpавëения [1]. В ка÷естве

ìоäеëи äвижения стэнфоpäскоãо ìанипуëятоpа [2]
испоëüзуþтся кинеìати÷еские уpавнения äвиже-
ния ìанипуëятоpа [3]

(      )т = A–1•(ω1 ω2 ω3 v1 v2 v3)
т,(1)

ãäе ϕi (i = 1, 2, 4, 5, 6), d3 — обобщенные кооpäи-
наты ìанипуëятоpа; ìатpиöа А явëяется сëожной
функöией обобщенных кооpäинат; ωi и vi — пpо-
екöии уãëовой и ëинейной скоpостей выхоäноãо

На пpимеpе стэнфоpдского манипулятоpа pассматpивается методология pешения обpатной задачи кинематики с исполь-
зованием бикватеpнионной теоpии кинематического упpавления. Pазpабатывается алгоpитм pешения обpатной задачи кине-
матики. Пpиводятся пpимеpы численного pешения обpатной задачи кинематики для стэнфоpдского манипулятоpа, выявляю-
щие зависимости численного pешения от паpаметpов задачи.
Ключевые слова: pобот-манипулятоp, бикватеpнион, кинематические уpавнения, обpатная задача кинематики

 1 Частü 1 опубëикована в жуpнаëе "Мехатpоника, автоìа-
тизаöия, упpавëение", № 6, 2015.

 2 Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке Pоссийскоãо
фонäа фунäаìентаëüных иссëеäований (пpоект № 12-01-00165).
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звена ìанипуëятоpа на оси связанной с ниì сис-
теìы кооpäинат. Пpи этоì вхоäящие в уpавнения
пpоекöии ωi и vi уãëовой и ëинейной скоpостей вы-
хоäноãо звена ìанипуëятоpа pассìатpиваþтся как
упpавëения и фоpìиpуþтся в виäе функöий обоб-
щенных кооpäинат ìанипуëятоpа ϕi, d3.
Испоëüзуþтся äва закона упpавëения. Пpи ис-

поëüзовании закона упpавëения в ноpìиpованных
бикватеpнионах [1, 3] иìееì: 

 =  + s  = –(2 / ) ; (2)

M* =  +  = N é L(t), (3)

ãäе  — отобpажение кинеìати÷ескоãо винта U

выхоäноãо звена на оси связанной с выхоäныì зве-
ноì систеìы кооpäинат;  и  — вектоpы

уãëовой и ëинейной скоpостей выхоäноãо звена ìа-
нипуëятоpа, опpеäеëенные своиìи коìпонентаìи
в связанной с ниì систеìе кооpäинат; s — сиìвоë
(коìпëексностü) Кëиффоpäа, обëаäаþщий свойст-

воì s2 = 0;  — äуаëüный коэффиöиент усиëения

обpатной связи;  и  — скаëяpная и винтовая

÷асти собственноãо бикватеpниона оøибки поëоже-
ния выхоäноãо звена ìанипуëятоpа M*; N = const —
бикватеpнион, хаpактеpизуþщий пpоãpаììное (тpе-
буеìое) поëожение выхоäноãо звена; L — бикватеp-
нион текущеãо поëожения схвата ìанипуëятоpа,
веpхняя ÷еpта озна÷ает сиìвоë сопpяжения. 
Дëя закона упpавëения в неноpìиpованных би-

кватеpнионах иìееì [1, 3]: 

 =  + s  = T –1screw(  é N);

 é N = ; (4)

2  = [scal(  é N) – T ], T (t0) = 1, (5)

ãäе T — тензоp (ìоäуëü) неноpìиpованноãо биква-
теpниона поëожения выхоäноãо звена ìанипуëя-
тоpа, уäовëетвоpяþщий äиффеpенöиаëüноìу уpав-
нениþ (5); screw — винтовая ÷астü бикватеpниона,
scal — скаëяpная ÷астü бикватеpниона.
Бикватеpнион коне÷ноãо поëожения выхоäноãо

звена ìанипуëятоpа опpеäеëяется ÷еpез обобщен-
ные кооpäинаты, и, констpуктивные паpаìетpы
ìанипуëятоpа по фоpìуëаì [3]

L = L1 é L2 é L3 é L4 é L5 é L6; (6)

Li = cos cos  +

+ sin cos i1 +

+ sin sin i2 +

+ cos sin i3, (7)

ãäе Li — бикватеpнионы относитеëüных коне÷ных
пеpеìещений звенüев ìанипуëятоpа; αi, θi, di
(кpоìе d3) — констpуктивные паpаìетpы звенüев
ìанипуëятоpа; ϕi, d3 — обобщенные кооpäинаты
ìанипуëятоpа; i1, i2, i3 — вектоpные ìниìые еäи-
ниöы Гаìиëüтона.

2. Алгоpитм численного pешения
обpатной задачи кинематики

В сëу÷ае испоëüзования закона упpавëения в
ноpìиpованных бикватеpнионах (2), (3) собствен-
ный бикватеpнион оøибки ìестопоëожения M*
ìожно пpеäставитü в виäе 

M* = m + sm0 = (m0 + s ) + (m1 + s )i1 +

+ (m2 + s )i2 + (m3 + s )i3 =  + ,

ãäе m j и  ( j = 0, 1, 2, 3) — коìпоненты ãëавной и
ìоìентной ÷астей бикватеpниона M* соответственно.
Тоãäа скаëяpная  и винтовая  ÷асти би-

кватеpниона оøибки ìестопоëожения запиøутся в
виäе

 = (m0 + s ); (8)

 = (m1 + s )i1 + (m2 + s )i2 + (m3 + s )i3.(9)

Буäеì фоpìиpоватü упpавëение äвижениеì вы-
хоäноãо звена ìанипуëятоpа по фоpìуëаì (2), (3).
С у÷етоì соотноøений (8), (9) закон упpавëения
ìожно пpеäставитü сëеäуþщиì обpазоì:

 = –  =

= –2  Ѕ

Ѕ ((m1 + s )i1 + (m2 + s )i2 + (m3 + s )i3),(10)

ãäе k и k0 — ãëавная и ìоìентная ÷асти äуаëüноãо
коэффиöиента усиëения обpатной связи .

Выäеëяя в (10) ãëавнуþ  = ω1i1 + ω2i2 + ω3i3

и ìоìентнуþ  = v1i1 + v2i2 + v3i3 ÷асти, по-

ëу÷иì законы фоpìиpования тpебуеìых пpоекöий
ωj и vj уãëовой и ëинейной скоpостей äвижения вы-
хоäноãо звена ìанипуëятоpа (упpавëений) в сëе-
äуþщеì виäе:

ωj = –2 ; vj = ,

j = 1, 2, 3. (11)
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Pассìотpиì закон упpавëения в неноpìиpован-
ных бикватеpнионах. Pеøая äиффеpенöиаëüное
уpавнение (5) относитеëüно тензоpа T, поëу÷иì:

T = scal(  é N) + (1 – scal( (t0) é N)) . (12)

Тоãäа закон управëения (4), (5) перепиøется
в виäе

 = T –1screw(  é N);

T = scal(  é N) + (1 – scal( (t0) é N)) . (13)

Обозна÷иì R =  =  é N; P = (t0) =
= (t0) é N, ãäе

R = r + sr0 = (r0 + r1i1 + r2i2 + r3i3) + s(  + i1 +

+ i2 + i3) = (r0 + s ) + (r1 + s )i1 +

+ (r2 + s )i2 + (r3 + s ) i3 = R0 + RSC,

P = r + sr0 = (ρ0 + ρ1i1 + ρ2i2 + ρ3i3) + s(  + i1 +

+ i2 + i3) = (ρ0 + s ) + (ρ1 + s )i1 +

+ (ρ2 + s )i2 + (ρ3 + s )i3 = P0 + PSC.

Зäесü r и r0 — ãëавная и ìоìентная ÷асти би-
кватеpниона R; r j и  — коìпоненты кватеpнио-
нов r и r0 соответственно; r и r0 — ãëавная и ìо-
ìентная ÷асти бикватеpниона P; ρ j и  — коìпо-
ненты кватеpнионов r и r0 соответственно.
Тоãäа

scal(  é N) = R0 = r0 + s ;

screw(  é N) = RSC = (r1 + s )i1 +

+ (r2 + s )i2 + (r3 + s )i3;

scal( (t0) é N) = P0 = ρ0 + s .

Обозна÷иì T = τ + sτ0, ãäе τ и τ0 — соответст-
венно ãëавная и ìоìентная ÷асти тензоpа T. В со-
ответствии с выpажениеì (12) и ввеäенныìи обо-
зна÷енияìи тензоp ìожно пpеäставитü сëеäуþщиì
обpазоì (у÷итываеì, ÷то s2 = 0):

T = R0 + (1 – P0)  =

= R0 + (1 – P0) 1 – s t +  + ...  =

= R0 + (1 – P0) 1 – s t) =

= r0 + s  + ((1 – ρ0  – s ) 1 – s t  =

= r0 + (1 – ρ0)  +

+ s  – (1 – ρ0) t +  = τ + s τ0.

Такиì обpазоì,

(14)

Закон упpавëения (13) тепеpü ìожно пеpепи-
сатü в виäе

 = ((r1 + s )i1 + (r2 + s )i2 +

+ (r3 + s )i3) = ((r1 + s )i1 +

+ (r2 + s )i2 + (r3 + s )i3) =

= i1 +

+ i2 +

+ i3. (15)

Выäеëяя в выpажении (15) ãëавнуþ  =

= ω1i1 + ω2i2 + ω3i3 и ìоìентнуþ  = v1i1 +

+ v2i2 + v3i3 ÷асти, поëу÷иì вещественные законы
фоpìиpования упpавëений:

ωj = r j, vj =  – r j, j = 1, 2, 3. (16)

В наøей постановке pеøение обpатной заäа÷и
кинеìатики стэнфоpäскоãо ìанипуëятоpа своäится
к pеøениþ заäа÷и упpавëения äвижениеì выхоä-
ноãо звена ìанипуëятоpа. Пpи этоì за пpоãpаììное
поëожение выхоäноãо звена ìанипуëятоpа буäеì
пpиниìатü то поëожение, äëя котоpоãо необхоäиìо
pеøитü обpатнуþ заäа÷у кинеìатики. На÷аëüное
поëожение выхоäноãо звена буäеì заäаватü пpоиз-
воëüныì набоpоì зна÷ений обобщенных кооpäинат
из их pабо÷их äиапазонов. Такиì обpазоì, в pезуëü-
тате pеøения заäа÷и упpавëения поëу÷иì набоp
обобщенных кооpäинат ìанипуëятоpа, отве÷аþщих
заäанноìу пpоãpаììноìу поëожениþ, т. е. оäно из
pеøений обpатной заäа÷и кинеìатики.
Пpи ÷исëенноì pеøении обpатной заäа÷и кине-

ìатики пpоãpаììный бикватеpнион N буäеì опpе-
äеëятü по фоpìуëаì, анаëоãи÷ныì (6), (7), заäавая
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фазовыì кооpäинатаì pобота-ìанипуëятоpа неко-
тоpые зна÷ения из их pабо÷их äиапазонов:

N = N1 é N2 é N3 é N4 é N5 é N6,

Ni = cos cos  +

+ sin cos i1 +

+ sin sin i2 +

+ cos sin i3.

Аëãоpитì pеøения обpатной заäа÷и кинеìатики
пpи испоëüзовании закона упpавëения в ноpìиpо-
ванных бикватеpнионах закëþ÷ается в ÷исëенноì
интеãpиpовании систеìы äиффеpенöиаëüных уpав-
нений (1), äопоëненных соотноøенияìи (11) и
фоpìуëаìи (6), (7). В сëу÷ае же испоëüзования за-
кона упpавëения в неноpìиpованных бикватеp-
нионах pеøение обpатной заäа÷и кинеìатики сво-
äится к ÷исëенноìу интеãpиpованиþ систеìы
äиффеpенöиаëüных уpавнений (1), äопоëненных
соотноøенияìи (14), (16) и (6), (7). Испоëüзуеìые
законы упpавëения ωj, vj, постpоенные по пpинöи-
пу обpатной связи, ãаpантиpуþт асиìптоти÷ески ус-
той÷ивый выхоä схвата pобота-ìанипуëятоpа в
тpебуеìое коне÷ное поëожение, заäанное бикватеp-
нионоì N, с тpебуеìой степенüþ то÷ности. Зна÷е-
ния обобщенных кооpäинат qi, соответствуþщие
этоìу коне÷ноìу поëожениþ схвата ìанипуëятоpа,
и буäут оäниì из pеøений обpатной заäа÷и кине-
ìатики pобота-ìанипуëятоpа.

Отìетиì, ÷то пpивеäенные законы упpавëения,
испоëüзуеìые в аëãоpитìе pеøения обpатной за-
äа÷и кинеìатики, спpавеäëивы äëя ëþбоãо ìани-
пуëятоpа (конкpетная схеìа ìанипуëятоpа у÷итыва-
ется пpи постpоении кинеìати÷еских уpавнений
ìанипуëятоpа и пpи нахожäении бикватеpниона
коне÷ноãо поëожения выхоäноãо звена ìанипуëято-
pа, пpисутствуþщеãо в законе упpавëения).

3. Анализ численного pешения

1. Пpовеäено ÷исëенное pеøение обpатной за-
äа÷и кинеìатики стэнфоpäскоãо ìанипуëятоpа с
pазëи÷ныìи зна÷енияìи вхоäных паpаìетpов с ис-
поëüзованиеì äвух законов упpавëения, фоpìиpуе-
ìых по аëãоpитìаì, описанныì в п. 2. Пpоãpаììное
поëожение выхоäноãо звена ìанипуëятоpа заäава-
ëосü набоpоì фазовых кооpäинат ìанипуëятоpа,
анаëоãи÷но заäаваëосü и на÷аëüное поëожение.
В сëу÷ае, коãäа на÷аëüное поëожение быëо за-

äано набоpоì обобщенных кооpäинат, пpеäстав-
ëенныì в табë. 1, а тpебуеìое коне÷ное (пpоãpаìì-
ное) поëожение — набоpоì, пpивеäенныì в табë. 2,
пpи øаãе интеãpиpования h = 0,01 с, коэффиöиенте
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Pис. 1. Закон упpавления в ноpмиpованных бикватеpнионах:
а — ãpафики изìенения коìпонент ãëавной ÷асти бикватеpниона оøибки ìестопоëожения; б — ãpафики изìенения коìпонент ìо-
ìентной ÷асти бикватеpниона оøибки ìестопоëожения; в — ãpафики изìенения коìпонент ãëавной ÷асти упpавëения; г — ãpа-
фики изìенения коìпонент ìоìентной ÷асти упpавëения; д — ãpафики изìенения фазовых кооpäинат

Табëиöа 1

ϕ1 ϕ2 d3 ϕ4 ϕ5 ϕ6

–30° 15° 0,1 ì 36° –90° 45°

Табëиöа 2

ϕ1 ϕ2 d3 ϕ4 ϕ5 ϕ6

20° 40° 0,3 ì –35° 60° –45°
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ìоìентной ÷астей упpавëения и
тензоpа äëя законов упpавëения
в ноpìиpованных и неноpìиpо-
ванных бикватеpнионах. Вpеìя
интеãpиpования (÷исëенноãо pе-
øения заäа÷и с заäанной то÷-
ностüþ 10–6) с испоëüзованиеì
закона упpавëения в ноpìиpо-
ванных бикватеpнионах, необ-
хоäиìое äëя äостижения заäан-
ной то÷ности pеøения заäа÷и,
составиëо 42,68 с, а в неноpìи-
pованных бикватеpнионах —
87,94 с.
В pезуëüтате ÷исëенноãо pе-

øения быëи поëу÷ены зна÷ения
обобщенных кооpäинат, совпа-
äаþщие äëя обоих законов
упpавëения (табë. 3).

Отìетиì, ÷то в сиëу неоäно-
зна÷ности pеøения обpатной за-
äа÷и кинеìатики поëу÷енные
зна÷ения фазовых кооpäинат ìо-
ãут отëи÷атüся от тех заäаваеìых
зна÷ений, по котоpыì вы÷ис-
ëяëся бикватеpнион пpоãpаìì-
ноãо поëожения выхоäноãо
звена. В äанноì сëу÷ае зна÷ения
кооpäинат ϕ4 и ϕ6 отëи÷аþтся
на π, а зна÷ения кооpäинаты ϕ5
отëи÷аþтся на 2π/3, зна÷ения
кооpäинат ϕ1, ϕ2, d3 совпаäаþт.
Коìпоненты бикватеpниона

оøибки ìестопоëожения выхоä-
ноãо звена в хоäе ÷исëенноãо pе-
øения пpиняëи сëеäуþщие зна-

÷ения: mi = 0, i = 1, 2, 3,  = 0,

j = 0, 1, 2, 3; m0 = –1 äëя закона
упpавëения в ноpìиpованных
бикватеpнионах; m0 = 1 äëя зако-
на упpавëения в неноpìиpован-
ных бикватеpнионах.
Такиì обpазоì, поëу÷иëи, как

и сëеäоваëо ожиäатü, ÷то биква-
теpнион M*(t) → ± 1 пpи t → ∞.

2. Пpовеäено ÷исëенное pеøение обpатной за-
äа÷и кинеìатики äëя äвух законов упpавëения.
Пpи этоì изìеняëасü ãëавная ÷астü коэффиöиента
усиëения обpатной связи. На÷аëüное и пpоãpаìì-
ное поëожения выхоäноãо звена заäаваëи теìи же
набоpаìи обобщенных кооpäинат, ÷то и в сëу÷ае 1.
Гpафики зависиìости вpеìени интеãpиpования

Табëиöа 3

ϕ1 ϕ2 d3 ϕ4 ϕ5 ϕ6

20° 40° 0,3 ì 145° –60° 135°

mj
0

Pис. 2. Закон упpавления в неноpмиpованных бикватеpнионах:
а — ãpафики изìенения коìпонент ãëавной ÷асти бикватеpниона оøибки ìестопоëоже-
ния; б — ãpафики изìенения коìпонент ìоìентной ÷асти бикватеpниона оøибки ìесто-
поëожения; в — ãpафики изìенения коìпонент ãëавной ÷асти упpавëения; г — ãpафики
изìенения коìпонент ìоìентной ÷асти упpавëения; д — ãpафики изìенения фазовых ко-
оpäинат; е — ãpафики изìенения коìпонент тензоpа

Pис. 3. Гpафики зависимости вpемени интегpиpования (численного pешения задачи) от
главной части коэффициента усиления обpатной связи (h = 0,01 с):
а — закон упpавëения в ноpìиpованных бикватеpнионах; б — закон упpавëения в неноp-
ìиpованных бикватеpнионах

усиëения обpатной связи  = 1 и тpебуеìой

то÷ности pеøения, pавной 10–6, быëи поëу÷ены pе-
зуëüтаты, пpивеäенные на pис. 1, 2. На этих pи-
сунках пpивеäены ãpафики изìенения обобщен-
ных кооpäинат, ãëавной и ìоìентной ÷астей би-
кватеpнионов оøибки ìестопоëожения, ãëавной и

Kос*
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(÷исëенноãо pеøения заäа÷и
с заäанной то÷ностüþ 10–6) от
коэффиöиента усиëения об-
pатной связи изобpажены на
pис. 3.
Из ãpафиков виäно, ÷то сна-

÷аëа, пpи увеëи÷ении ãëавной
÷асти коэффиöиента усиëения
обpатной связи, вpеìя pеøения
обpатной заäа÷и кинеìатики
заìетно снижается. Оäнако
äаëüнейøее увеëи÷ение уже не
пpивоäит к уìенüøениþ вpе-
ìени pеøения, кpоìе тоãо, на-
÷иная с некотоpоãо зна÷ения
коэффиöиента усиëения обpат-
ной связи, изìеняется хаpактеp
пеpехоäноãо пpоöесса, появëя-
þтся сpывы от устой÷ивости к
неустой÷ивости (pис. 4, 5). Этот
факт ìожно объяснитü теì, ÷то,
на÷иная с некотоpоãо зна÷е-
ния коэффиöиента усиëения
обpатной связи, вpеìя пеpе-
хоäноãо пpоöесса становится
сопоставиìыì с øаãоì интеã-
pиpования. Отсþäа ìожно
сäеëатü вывоä, ÷то пpи pеøе-
нии обpатной заäа÷и кинеìа-
тики ãëавнуþ ÷астü коэффи-
öиента усиëения обpатной
связи не сëеäует бpатü сëиø-
коì боëüøой во избежание по-
явëения сëожных пеpехоäных
пpоöессов.

Pис. 5. Закон упpавления в неноpмиpованных бикватеpнионах (k = 20):
а — ãpафики изìенения коìпонент ãëавной ÷асти бикватеpниона оøибки ìестопоëо-
жения; б — ãpафики изìенения коìпонент ìоìентной ÷асти бикватеpниона оøибки
ìестопоëожения; в — ãpафики изìенения коìпонент ãëавной ÷асти упpавëения; г —
ãpафики изìенения коìпонент ìоìентной ÷асти упpавëения; д — ãpафики изìенения
фазовых кооpäинат; е — ãpафики изìенения коìпонент тензоpа

Pис. 4. Закон упpавления в ноpмиpованных бикватеpнионах (k = 40):
а — ãpафики изìенения коìпонент ãëавной ÷асти бикватеpниона оøибки ìестопоëожения; б — ãpафики изìенения коìпонент ìо-
ìентной ÷асти бикватеpниона оøибки ìестопоëожения; в — ãpафики изìенения коìпонент ãëавной ÷асти упpавëения; г — ãpа-
фики изìенения коìпонент ìоìентной ÷асти упpавëения; д — ãpафик изìенения фазовых кооpäинат
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Пpи уìенüøении øаãа интеãpиpования в 10 pаз
(т. е. пpи испоëüзовании øаãа, pавноãо 0,001 с,
вìесто 0,01 с) ãpафики зависиìости вpеìени ин-
теãpиpования от коэффиöиента усиëения обpатной

связи k также изìеняþтся (pис. 6),
пpи÷еì кpити÷еские зна÷ения k (пpи
котоpых ка÷ественно ìеняется ха-
pактеp пеpехоäноãо пpоöесса и пpи
котоpых вовсе пpекpащается схоäи-
ìостü) увеëи÷иваþтся pовно в 10 pаз.

3. Пpи фиксиpованной ãëавной
÷асти коэффиöиента усиëения обpат-
ной связи k = 1 пpовоäиëосü изìене-
ние ìоìентной ÷асти k0. Гpафики
зависиìости вpеìени pеøения обpат-
ной заäа÷и кинеìатики от ìоìент-
ной ÷асти коэффиöиента усиëения
обpатной связи пpивеäены на pис. 7.
В öеëоì, ìожно сäеëатü вывоä,

÷то изìенение ìоìентной ÷асти ко-
эффиöиента усиëения обpатной связи
не уìенüøает вpеìени pеøения за-
äа÷и. Сëеäоватеëüно, пpи pеøении
обpатной заäа÷и кинеìатики ëу÷øе
испоëüзоватü вещественный коэф-
фиöиент усиëения обpатной связи.

4. Пpи фиксиpованноì заäанноì
коне÷ноì поëожении выхоäноãо звена
ìанипуëятоpа äëя оäних и тех же зна-
÷ений уãëовых кооpäинат на÷аëüноãо
поëожения пpовоäиëосü изìенение
на÷аëüной ëинейной кооpäинаты d3.
Дëя сëу÷ая, коãäа на÷аëüное поëо-

жение быëо заäано набоpоì обоб-
щенных кооpäинат, пpеäставëенныì
в табë. 4, а тpебуеìое коне÷ное (пpо-
ãpаììное) поëожение — набоpоì,
пpивеäенныì в табë. 5, пpи øаãе ин-
теãpиpования h = 0,01 с, коэффиöиен-

те усиëения обpатной связи  = 1 и

тpебуеìой то÷ности pеøения, pавной
10–6, быëи постpоены ãpафики зави-
сиìости вpеìени pеøения заäа÷и от
зна÷ений на÷аëüной ëинейной кооp-
äинаты d3 (pис. 8).
Отìетиì, ÷то ÷еì боëüøе зна÷е-

ние на÷аëüной ëинейной кооpäина-
ты d3, теì ìенüøе вpеìя, за котоpое

коìпоненты ìоìентной ÷асти бикватеpниона
оøибки ìестопоëожения схоäятся к тpебуеìыì
зна÷енияì. По этой пpи÷ине уìенüøается и общее
вpеìя pеøения заäа÷и. Из поëу÷енных pезуëüтатов
ìожно сäеëатü вывоä, ÷то пpи pеøении обpатной
заäа÷и кинеìатики сëеäует бpатü зна÷ение на÷аëü-
ной ëинейной кооpäинаты ìаксиìаëüно возìож-
ныì из pабо÷еãо äиапазона ìанипуëятоpа.
Отìетиì также, ÷то в pезуëüтате ÷исëенноãо pе-

øения обpатной заäа÷и кинеìатики äëя pазных
зна÷ений вхоäных паpаìетpов поëу÷аëся опpеäеëен-
ный набоp фазовых кооpäинат, äëя котоpых пpо-
ãpаììный (тpебуеìый) бикватеpнион коне÷ноãо
поëожения выхоäноãо звена ìанипуëятоpа иìеет
оäно и то же зна÷ение (это отpажает известный факт

Табëиöа 4

ϕ1 ϕ2 d3 ϕ4 ϕ5 ϕ6

–30° 15° 0,1...1 ì 36° –90° 45°

Табëиöа 5

ϕ1 ϕ2 d3 ϕ4 ϕ5 ϕ6

20° 40° 0,3 ì –35° 60° –45°

Kос*

Pис. 8. Гpафики зависимости вpемени интегpиpования (численного pешения задачи)
от начальной линейной кооpдинаты d3:
а — закон упpавëения в ноpìиpованных бикватеpнионах; б — закон упpавëения в
неноpìиpованных бикватеpнионах

Pис. 7. Гpафики зависимости вpемени интегpиpования (численного pешения задачи)
от моментной части коэффициента усиления обpатной связи:
а — закон упpавëения в ноpìиpованных бикватеpнионах; б — закон упpавëения в
неноpìиpованных бикватеpнионах

Pис. 6. Гpафики зависимости вpемени интегpиpования (численного pешения задачи)
от главной части коэффициента усиления обpатной связи (h = 0,001 с):
а — закон упpавëения в ноpìиpованных бикватеpнионах; б — закон упpавëения в
неноpìиpованных бикватеpнионах
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неоäнозна÷ности pеøения обpатной заäа÷и кине-
ìатики). Пpи этоì поëу÷енные зна÷ения фазовых
кооpäинат ëибо совпаäаëи с теìи, по котоpыì вы-
÷исëяëся пpоãpаììный бикватеpнион, ëибо отëи÷а-
ëисü от них на π, ëибо отëи÷аëисü знакоì, ëибо они
пpиниìаëи совеpøенно äpуãие зна÷ения. Из пpо-
веäенных опытов ìожно сäеëатü вывоä, ÷то пpин-
öипиаëüно äpуãие зна÷ения фазовых кооpäинат
поëу÷аþтся, коãäа иìеþт ìесто сëожные пеpехоä-
ные пpоöессы.
Пpовоäя сpавнение äвух законов упpавëения,

ìожно отìетитü сëеäуþщее: вpеìя pеøения обpат-
ной заäа÷и кинеìатики ìенüøе äëя закона упpав-
ëения в ноpìиpованных бикватеpнионах, ÷еì äëя
закона упpавëения в неноpìиpованных бикватеp-
нионах. В то же вpеìя ìаксиìаëüные аìпëитуäы
упpавëений (уãëовых и ëинейных скоpостей) äëя

закона упpавëения в неноpìиpованных бикватеp-
нионах ìенüøе. К тоìу же нужно иìетü в виäу воз-
ìожностü попаäания в особуþ то÷ку  = 0 пpи
pеøении заäа÷и в ноpìиpованных бикватеpнио-
нах, котоpой нет äëя аëãоpитìа в неноpìиpован-
ных бикватеpнионах.
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This paper presents a new method of solving the inverse kinematics problem of manipulators with the help of the bi-
quaternion theory of kinematics control. Application of the method reduces solving of Cauchy problem for differential kinematic
equations of a manipulator motion. Vectors of the angular and linear velocities contained in these equations are considered
as controls. They are formed according to the feedback principal as certain functions of generalized coordinates. As the result
of solving of Cauchy problem for any given initial values of the generalized coordinates from their operational range the generalized
coordinates will finally take the values corresponding to the desired position of the end effector, so the inverse kinematics prob-
lem will be solved. In this paper an algorithm for solving the inverse kinematics of Stanford robot arm is introduced. Control
laws used in the algorithm are valid for any manipulator. A numerical solution of the inverse kinematics problem of Stanford
robot arm has been found. It proves efficiency of application of the biquaternion theory of kinematics control for solving of the
inverse kinematics problem of manipulators. Given examples of the numerical solution demonstrate dependency between the
solution results (obtained values of the phase coordinates, solution time) and the input parameters, such as initial pose (position
and orientation) of the end effector of a manipulator, accuracy of the solution and dual feedback gain. Graphs of the changes
of the generalized coordinates, the main and moment parts of the biquaternion of the end effector error pose, the main and
moment parts of the control and tensor were built.
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