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K¥-pобастные системы упpавления

Введение

В настоящее вpеìя оäниì из буpно pазвиваþ-
щихся напpавëений теоpии и пpактики автоìати-
÷ескоãо упpавëения явëяется синтез и pазpаботка
систеì упpавëения в усëовиях неопpеäеëенности, в
÷астности, pобастных систеì упpавëения. Основ-
ныì отëи÷иеì понятия "pобастные систеìы" от
испоëüзуеìоãо в оте÷ественной ëитеpатуpе теpìи-
на "ãpубые систеìы" явëяется тот факт, ÷то pоба-
стные систеìы пpеäназна÷ены äëя поääеpжания
ка÷ественных показатеëей и запасов устой÷ивости
в äопустиìых пpеäеëах пpи изìенении pеквизитов
объекта в øиpоких пpеäеëах. Поэтоìу pобастностü
ìожно хаpактеpизоватü как "ãpубостü в боëüøоì".
Шиpоко pаспpостpаненные pобастные систеìы,

основанные на H∞-теоpии [1—5], изна÷аëüно быëи
заäуìаны как неаäаптивные систеìы упpавëения.
Потоì пpоизоøëа ìутаöия, и на÷аëи появëятüся
pаботы поä называниеì "Аäаптивно-pобастные сис-
теìы...", "Коìбиниpованные pобастные систеìы..."
и äp., ÷асти÷но испоëüзуþщие сpеäства аäаптаöии.
В этоì напpавëении сëеäует отìетитü испоëüзова-
ние набëþäатеëей неопpеäеëенностей, синтезиpо-
ванных на основе как не÷еткой [6, 7], так и äетеp-
ìиниpованной постановок [8—10]. Межäу теì
"о÷истка" ноìинаëüной äинаìики от всевозìожных
неопpеäеëенностей явëяется обpеìенитеëüной и
÷асто невыпоëниìой заäа÷ей из-за невозìожности
pазäеëения äвижения, особенно в неëинейноì
сëу÷ае. Поэтоìу в основноì pассìатpиваþтся аä-
äитивные и ìеäëенно изìеняþщиеся неопpеäе-
ëенности [8—10].

Соãëасно pяäу работ, напpиìеp [11], неаäаптив-
ные систеìы, обëаäаþщие pобастныìи свойства-
ìи, кëассифиöиpуþтся как "пассивные аäаптив-
ные систеìы".
Потpебностü пpактики тpебует pазpаботки пpо-

стых ìетоäов упpавëения, позвоëяþщих обхоäитü не-
ëинейностü, нестаöионаpностü и неопpеäеëенностü
объекта, ÷то в контексте H∞-теоpии и äpуãих неаäап-
тивных ìетоäов pобастноãо упpавëения явëяþтся
по÷ти не pазpеøиìой заäа÷ей. Пpостота ìожет за-
кëþ÷атüся в поäавëении (äеëении на боëüøое ÷исëо),
а не в оöенке неëинейностей и неопpеäеëенностей.
Сpеäи ìетоäов постpоения неаäаптивных pоба-

стных систеì особый интеpес пpеäставëяþт систе-
ìы, позвоëяþщие беспpеäеëüно увеëи÷иватü коэф-
фиöиент усиëения pазоìкнутой öепи без наpуøения
устой÷ивости систеìы. В кëасси÷еской постановке
ìожно отìетитü pаботы [12, 13], а также [20].
Эти систеìы обëаäаþт высокиì быстpоäейст-

виеì и то÷ностüþ äëя øиpокоãо кëасса неопpеäе-
ëенностей. Оäнако сëожностü стpуктуpы в неëиней-
ноì сëу÷ае и усиëение высоко÷астотных поìех,
иìеþщих äоступ в pеãуëятоp, оãpани÷иваþт об-
ëастü пpиìенения поäобных систеì. Теì не ìенее,
кëасси÷еские поäхоäы в указанноì напpавëении
не наøëи äоëжноãо pазвития.
Во всех неаäаптивных, теì боëее сëеäящих pо-

бастных систеìах набëþäаþтся высокие коэффи-
öиенты усиëения pобастноãо pеãуëятоpа, обусëов-
ëенные свойстваìи pобастности. Некотоpые пpи-
ìеpы в этоì напpавëении пpивеäены в pаботе [14].

Обсуждается pазвитие классических систем упpавления с большим коэффициентом усиления, котоpые в классической по-
становке (М. В. Мееpов) не нашли должного pазвития. Основу пpедложенного подхода составляет метод функции Ляпунова.
В pезультате синтеза получено "pобастное эквивалентное упpавление". Возможность беспpедельного увеличения коэффициента
усиления pегулятоpа без наpушения устойчивости системы позволяет подавлять генеpальные составляющие неопpеделенной
модели до сколь угодно малой величины. Этим обеспечивается высокая точность слежения эталонной тpаектоpии и быст-
pодействие для шиpокого класса нелинейностей и неопpеделенностей. В пpеделе система описывается уpавнением гипеpплоскости
для пpоизвольного начального состояния. K∞-pобастная система пpименена к нелинейным многомеpным связанным системам
с интеpвальной неопpеделенностью. Показано, что удалось pешить задачу автономности пpямых каналов без использования
компенсатоpов пеpекpестных связей, что имеет важное пpикладное значение. К недостаткам методики следует отнести от-
сутствие аналитической фоpмулы для опpеделения коэффициента усиления pегулятоpа, усиление высокочастотных помех,
имеющих непосpедственный доступ в pегулятоp, а также использование пpоизводных выхода для фоpмиpования PD-pегуля-
тоpа. Кpоме того, не всякий объект допускает pеализацию высокого коэффициента усиления. Достовеpность теоpетических
pезультатов подтвеpждена pешением модельных задач на MATLAB/Simulink.
Ключевые слова: следящая pобастная система, функция Ляпунова, большой коэффициент усиления, pобастное эквива-
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Из этой особенности ìожно пpийти к закëþ÷е-
ниþ о тоì, ÷то возìожностü беспpеäеëüноãо уве-
ëи÷ения коэффиöиента усиëения ìожно пpеäу-
сìотpетü пpи постановке заäа÷и, не äожиäаясü pе-
зуëüтатов pеøения pазëи÷ных pобастных заäа÷,
пpивоäящих не известно откуäа к появëениþ боëü-
øоãо коэффиöиента усиëения. 
Пpототипоì äанной pаботы явëяется "ìетоä

ëокаëизаöии" А. С. Востpикова [20], основанный
на "ìетоäе обpатных заäа÷ äинаìики". Отìетиì
pяä неäостатков "ìетоäа ëокаëизаöии":
закон упpавëения соäеpжит заäаннуþ этаëон-
нуþ функöиþ, зависящуþ от состояния объекта,
а также высøуþ пpоизвоäнуþ выхоäа. Такая кон-
стpукöия усëожняет pеаëизаöиþ упpавëения.
Кpоìе тоãо, этаëонная функöия (тpаектория)
ìожет бытü и неизвестной;
заìыкание систеìы с поìощüþ упpавëения, най-
äенноãо на основе "ìетоäа обpатных заäа÷ äина-
ìики", ÷асто пpивоäит к "коpоткоìу заìыканиþ"
(ìатеìати÷ески — к тожäеству) [15] (иëи то же
саìое по А. Б. Фиëиìонову — к наpуøениþ пpи-
÷инно-сëеäственной посëеäоватеëüности [20]),
÷то тpебует ìоäификаöии закона упpавëения.
В pаботах [14—16] иссëеäованы pобастные сис-

теìы упpавëения с высокиì коэффиöиентоì уси-
ëения, постpоенные на основе ìетоäа функöии
Ляпунова.
В pаботах [14, 15] pассìотpены оäноìеpные по

вхоäу и выхоäу систеìы, а в pаботе [16] — ìноãо-
ìеpные связанные систеìы. Можно отìетитü сëе-
äуþщие неäостатки этих pабот. Во-пеpвых, все
pаботы в пpеäëоженноì напpавëении не иìеþт ха-
pактеpноãо названия, позвоëяþщеãо ÷етко опpеäе-
ëитü сутü пpовоäиìых иссëеäований. Во-втоpых,
в уpавнении pобастноãо pеãуëятоpа [15—16] иìе-
ется избыток. Можно быëо обойтисü ëиøü ãипеp-
набëþäатеëеì неопpеäеëенностей.
В äанной статüе ставятся сëеäуþщие öеëи: во-

пеpвых, сфоpìуëиpоватü хаpактеpное название, по-
звоëяþщее pаскpытü сутü пpеäëоженноãо поäхоäа.
Во-втоpых, pаспpостpанитü поëу÷енные в pаботах
[14—16] pезуëüтаты на неопpеäеëенные ìноãоìеp-
ные связанные систеìы с испоëüзованиеì "эквива-
ëентноãо pобастноãо упpавëения", пpеäëоженноãо
в pаботе [14]. Такое упpавëение описывается уpав-
нениеì ãипеpпëоскости с äостато÷но высокиì ко-
эффиöиентоì усиëения. Возìожностü беспpеäеëü-
ноãо увеëи÷ения коэффиöиента усиëения без по-
теpи устой÷ивости заìкнутой систеìы позвоëяет
поäавëятü (ìатеìати÷ески это эквиваëентно äеëениþ
на боëüøое ÷исëо) ãенеpаëüные составëяþщие не-
опpеäеëенной ìоäеëи äо скоëü уãоäно ìаëой веëи-
÷ины и стяãиватü все тpаектоpии к ìноãообpазиþ,
хаpактеpизуþщеìу ãипеpпëоскостü. Даëüнейøее
äвижение систеìы в на÷аëо кооpäинат пpоисхоäит
по этой пëоскости.
В äаëüнейøеì по анаëоãии с H∞-pобастныìи

систеìаìи пpеäëоженные в статüе систеìы буäеì
называтü K∞-pобастныìи систеìаìи упpавëения.

Постановка задачи

Pассìотpиì ìноãоìеpный связанный объект,
пpеäставëенный в виäе неопpеäеëенной систеìы
äиффеpенöиаëüных уpавнений виäа 

 = fi(y1, y2, ..., ym, t) + (y1, y2, ..., ym, t)u, (1)

i = 1, m, k ∈ [1, n], t ∈ [0, ∞),

ãäе yi = (yi, , ..., )т = ( , , ..., )т ∈ Rk —

äоступный изìеpениþ иëи оöенке вектоp состояния;
yi ∈ R — упpавëяеìые выхоäы; u = (u1, u2, ..., um)т —

вектоp упpавëяþщих вхоäов; fi(•), (•) = [bi1(•),

bi2(•), ..., bim(•)] > 0 — стpуктуpно неопpеäеëенные
оãpани÷енные функöии.
Генеpаëüные составëяþщие ìоäеëи fi(•) и (•)

явëяþтся исто÷никаìи неопpеäеëенностей, оäнако
ìоãут соäеpжатü и известные коìпоненты. В ëþбоì
сëу÷ае эти составëяþщие пpиниìаþтся как потен-
öиаëüные исто÷ники паpазитной äинаìики и по-
äавëяþтся (äеëениеì на äостато÷но боëüøое ÷исëо).
Взаìен систеìа наäеëяется новой этаëонной ëи-
нейной äинаìикой. В общеì сëу÷ае функöии fi(•)
и (•) ìоãут соäеpжатü неãëаäкие и pазpывные
неëинейности.

Pассìатpивается заäа÷а сëежения, состоящая в
выбоpе такоãо упpавëения ui, котоpое посëе завеp-
øения пеpехоäной составëяþщей обеспе÷ивает äви-
жение выхоäа yi(t) неопpеäеëенноãо объекта (1) по
этаëонной тpаектоpии yid(t) с заäанной то÷ностüþ:

|yid(t) – yi(t)| m δis, t l tis,

ãäе δis = (1...5) % — äопустиìая оøибка установ-
ëения, tis — вpеìя установëения (settling time).
Пpи этоì состояние систеìы отсëеживает эта-

ëоннуþ тpаектоpиþ yid = (yid, , ..., )т =

= ( , , ..., )т. Вектоp оøибок сëежения по

канаëу "ui – yi" опpеäеëяется выpажениеì

ei = yid – yi = (ei, , ..., )т = ( , , ..., )т.

Необхоäиìо выпоëнитü pазвязку ìноãоìеpной
связной систеìы на m сепаpатных (автоноìных)
поäсистеì со своиìи этаëонныìи тpаектоpияìи
(reference trajectory) yid(t) и упpавëенияìи ui. Pеøе-
ние этой заäа÷и связано с постpоениеì pобастной
сëеäящей систеìы упpавëения äëя кажäоãо пpяìоãо
канаëа. Эта заäа÷а в какой-то ìеpе явëяется стан-
äаpтной, оäнако зäесü pеøается совеpøенно иныì
способоì без испоëüзования коìпенсатоpов äина-
ìики пеpекpестных канаëов.

Pешение задачи

Пpи сепаpаöии (pазäеëении) пpяìых канаëов
"ui—yi" вëияние пеpекpестных канаëов, а также об-
pатных связей по y1, y2, ..., ym, t на упpавëяеìый
i-й выхоä yi(t) буäеì pассìатpиватü как "пpивеäен-
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ные неконтpоëиpуеìые возìущения". В этоì сëу÷ае
уpавнение объекта (1) уäобно пpеäставитü в виäе

(2)

ãäе ϕi(у, t) — оãpани÷енное "пpивеäенное неконтpо-
ëиpуеìое возìущение"; y = (y1, y2, ..., ym).
Уpавнение (2) описывает оäноìеpный по вхоäу

и выхоäу объект. Поэтоìу пpи синтезе pеãуëятоpа
äëя кажäоãо сепаpатноãо "ui—yi" канаëа буäеì ис-
поëüзоватü ìетоäику синтеза оäноìеpных систеì,
пpеäëоженнуþ в pаботе [14].
В pаботе [14] на основе ìетоäа функöии Ляпу-

нова пpи V = 1/2s2 поëу÷ено pобастное эквива-
ëентное упpавëение:

uReq = Ks = k(c1e + c2  + ... + e(k – 1)), (3)

ãäе K > 0 — äостато÷но боëüøое ÷исëо; ci > 0 — уã-
ëовые коэффиöиенты ãипеpпëоскости s = 0.
Пpи устpеìëении коэффиöиента усиëения pе-

ãуëятоpа K в бесконе÷ностü заìкнутая неопpеäе-
ëенная систеìа с объектоì (2) и pеãуëятоpоì (3)
описывается уpавнениеì ãипеpпëоскости

s = c1e + c2  + ... + e(k – 1) = 0, s(0) = s0. (4)

Пpи äвижении по ãипеpпëоскости s = 0 поpяäок
систеìы уìенüøается на еäиниöу. Поэтоìу äëя ус-
той÷ивости äвижения по ãипеpпëоскости s = 0 уãëо-
вые коэффиöиенты ci äоëжны явитüся коэффиöиен-
таìи Гуpвиöевоãо поëиноìа пониженноãо поpяäка

S(p) = pk – 1 + ck – 1p
k – 2 + ... + c1. (5)

Вещественные ÷асти коpней такоãо поëиноìа
Re(pi) < 0.
В pаботе [14] по анаëоãии с pаботой [17] упpав-

ëение (3) названо "pобастным эквивалентным упpав-
лением". Пpеäëоженное в pаботе [17] äëя поëностüþ
опpеäеëенных объектов "эквивалентное упpавление"
ueq обеспе÷ивает äвижение систеìы в на÷аëо кооpäи-
нат по ãипеpпëоскости s = 0 ëиøü из то÷ек, нахоäя-
щихся на этой ãипеpпëоскости (pежиì äвижения по
выpожäенной тpаектоpии). "Pобастное эквиваëент-
ное упpавëение" (3) пpи äостато÷но боëüøоì коэффи-
öиенте усиëения K обеспе÷ивает äвижение систеìы
по s = 0 из пpоизвоëüной на÷аëüной то÷ки s(0) = s0.

Пеpедаточные функции

Соãëасно (3) и (4) пеpеäато÷ная функöия pоба-
стноãо pеãуëятоpа и заìкнутой систеìы соответст-
венно иìеþт сëеäуþщий виä:

WC (p) =  =

= K(pk – 1 + ck – 1p
k – 2 + ... + c3p

2 + c2p + c1); (6)

WSYS (p) = S(p) =

= pk – 1 + ck – 1p
k – 2 + ... + c3p

2 + c2p + c1. (7)

Зäесü UC — выхоä реãуëятора (вхоä объекта);
E — вхоä реãуëятора (сиãнаë рассоãëасования).
Особенности pеализации. Pеаëизоватü pеãуëятоp

на основе выpажения (6) невозìожно, поскоëüку
оно соäеpжит опеpатоpы иäеаëüноãо äиффеpенöи-
pования. Пpи pеаëизаöии опеpатоpа äиффеpенöи-
pования p обы÷но испоëüзуется pеаëüное äиффе-
pенöиpуþщее звено с пеpеäато÷ной функöией

Wd(p) = . (8)

Постоянная вpеìени äиффеpенöиатоpа Td ≈
≈ 0,001...0,02 с. 
В этоì сëу÷ае пеpеäато÷нуþ функöиþ pеãуëя-

тоpа (6) ìожно пpеäставитü в виäе

WC (p) = K(c1 + c2Wd + c3  +

+ ... + cn – 1  + cn ). (9)

У÷итывая выpажение (8) в фоpìуëе (9) и пpи-
pавнивая в ÷исëитеëе Td = 0, в сиëу еãо ìаëости по-
ëу÷иì пpибëиженнуþ пеpеäато÷нуþ функöиþ,
иìеþщуþ pеаëизуеìуþ фоpìу в виäе pаöионаëü-
ной äpоби:

WC (p) ≈ K .(10)

Пpи n = 2 иìееì:

WC (p) ≈ K . (11)

Дëя n = 2 пpи ìоäеëиpовании в ка÷естве уpав-
нения pеãуëятоpа öеëесообpазно испоëüзоватü то÷-
ное выpажение

u = Ks, s = c1e + . (12)

Опpеделение паpаметpов настpойки

Пpи äвижении из пpоизвоëüной на÷аëüной то÷ки
s(0) = s0 систеìа пpи äостато÷но боëüøоì коэф-
фиöиенте усиëения K по÷ти ìãновенно попаäает
на ãипеpпëоскостü s = 0 и в äаëüнейøеì äвиãается
по этой пëоскости в на÷аëо кооpäинат. Поэтоìу
äвижение систеìы с äостато÷но высокой то÷но-
стüþ ìожет бытü описано уpавнениеì ãипеpпëо-
скости s = 0.
Движение по s = 0 опpеäеëяется пеpвыìи k – 1 на-

÷аëüныìи усëовияìи es(0) = (e(0), (0), ..., e(k – 2)(0))т.
Настpойка pегулятоpа. Ка÷ественные показатеëи

(вpеìя установëения ts, пеpеpеãуëиpование σ (%)
и äp.) пеpехоäной хаpактеpистики по оøибке e(t)
зависят от паpаìетpов настpойки ci, i = 1, ..., k – 1,
pеãуëятоpа (6). Поскоëüку поpяäки pеãуëятоpа и
уpавнения заìкнутой систеìы оäинаковы, то путеì
изìенения паpаìетpов ci ìожно pазìеститü все по-
ëþса систеìы по жеëаеìой схеìе.

 = ϕi(y, t) + bii(y, t)ui;

ϕi(y, t) = fi(y, t) + bii(y, t)uj;
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В общеì сëу÷ае äëя опpеäеëения паpаìетpов
настpойки ci ìожно испоëüзоватü ìетоä "ìоäаëü-
ноãо упpавëения". Пpи этоì в ка÷естве жеëаеìоãо
хаpактеpисти÷ескоãо поëиноìа ìожно испоëüзоватü,
напpиìеp, поëиноìы Чебыøева, Баттеpвоpса иëи
поëиноì, соответствуþщий ìиниìуìу некотоpоãо
интеãpаëüноãо показатеëя ка÷ества.
Монотонная пеpеходная хаpактеpистика, σ = 0 %.

Потpебуеì, ÷тобы пеpехоäная хаpактеpистика по
оøибке сëежения e(t) не иìеëа пеpеpеãуëиpова-
ния, т. е. явëяëасü ìонотонной. С этой öеëüþ äëя
коpней pi хаpактеpисти÷ескоãо поëиноìа заìкнутой
систеìы (7) выбиpаеì биноìиаëüное pаспpеäеëе-
ние. Пpи такоì pаспpеäеëении p1 = p2 = ... = pk – 1.
Кpатностü коpней позвоëяет опpеäеëитü их на ос-
нове тpебуеìоãо вpеìени установëения ts пеpехоä-
ной хаpактеpистики.
Пpи кpатных отpиöатеëüных (устой÷ивых) коp-

нях выpажение (7) ìожно пpеäставитü в виäе

WSYS (p) = (p + p1)
k – 1.

Опpеäеëиì p1. Пpи кpатных коpнях pеøение
уpавнения (4) иìеет виä

e(t) = (C1 + C2t + C3t
2 + ... + Cnt

k – 2)exp(–p1t). 

Опpеäеëяя постоянные интеãpиpования äëя из-
вестноãо на÷аëüноãо усëовия es (0), пpеäставиì pе-
øение в вектоpноì виäе:

e(t) = C тθexp(–p1t), C = Z –1es(0), (13)

ãäе

θ = , es(0) =  = yds(0) – ys(0);

Z(t)  — кваäpатная ìатpиöа pазìеpа (k – 1) Ѕ

Ѕ(k – 1):

Z = .

Фунäаìентаëüная систеìа pеøений

z1 = exp(–p1t), z2 = t exp(–p1t),

z3 = t2exp(–p1t), ..., zn – 1 = tk – 2exp(–p1t).

В иссëеäоватеëüских заäа÷ах äëя k-ãо на÷аëü-
ноãо усëовия объекта ìожно пpиниìатü, напpи-
ìеp, y(k – 1)(0) = 0.
Пустü вpеìя установëения (settling time) äëя

δs = ± (2...5) %-ной äопустиìой оøибки заäано:

t = ts. Тоãäа соãëасно (13) äëя опpеäеëения p1 по-
ëу÷аеì сëеäуþщее выpажение:

e(ts) = ±δs/100 = C тθ exp(–p1ts).

Есëи e(0) > 0, то и δs > 0 (пpибëижение свеpху),
ина÷е δs < 0. 
Соответствуþщее тpансöенäентное уpавнение:

f (p1) = C тθ exp(–p1ts) å δs/100 = 0. (14)

Дëя k = 2 паpаìетpы θ = 1, es(0) = e(0), Z–1 = 1 ⇒
⇒C т = e(0). Уpавнение (14) пpиìет виä 

f (p1) = e(0)exp(–p1ts) å δs/100 = 0. (15)

Уpавнение (14) пpи заäанных δs, ts и es(0) ìожно pе-
øитü с поìощüþ функöий MATLAB solve(’f(p1) = 0’).
Посëе вы÷исëения p1 паpаìетpы настpойки ci,
i = 1, ..., k – 1, опpеäеëяеì как коэффиöиенты по-
ëиноìа

WSYS (p) = (p + p1)
n – 1 =

= pn – 1 + an – 1p
n – 2 + ... + a2p + a1. (16)

Отсþäа

c1 = a1, c2 = a2, ..., cn – 1 = an – 1. (17)

Пpи pеаëизаöии pеãуëятоpа в виäе пеpеäато÷-
ной функöии (11)

WC (p) ≈ K (18)

паpаìетpы ci, i = 1, ..., k – 1, ìожно не вы÷исëятü.
Опpеделение коэффициента усиления K. Этот па-

pаìетp связан с объектоì и настpаивается на äо-
ìиниpуþщий исто÷ник. Поэтоìу K опpеäеëяется
экспеpиìентаëüно пpи коìпüþтеpноì ìоäеëиpо-
вании иëи на pеаëüноì объекте.
Есëи äоìиниpуþщий исто÷ник известен, то еãо

нужно pеаëизоватü, вызывая наихуäøий pежиì.
Увеëи÷ивая K, сëеäует контpоëиpоватü оøибку сëе-
жения e(t) в то÷ке t = ts и äобитüся вхожäения тpа-
ектоpии e(t) в коpиäоp äопустиìой оøибки, т. е.
выпоëнения усëовия e(t) m |δs|/100 äëя всех t l ts.
Посëе некотоpоãо зна÷ения K в систеìе уста-

навëиваþтся заäанные σ и ts. Оäнако не сëеäует
зëоупотpебëятü зна÷ениеì K, поскоëüку это ìожет
пpивести к пеpеpасхоäу энеpãии. Есëи энеpãия
упpавëения стpоãо pеãëаìентиpована, то öеëесооб-
pазно испоëüзоватü экстpеìаëüный pеãуëятоp, поä-
äеpживаþщий K на ìиниìаëüноì уpовне в зави-
сиìости от оøибки сëежения e(t).

Pезультаты моделиpования

Pассìатpиваеìые зäесü pобастные систеìы упpав-
ëения относятся к паpаìетpи÷ески неопpеäеëен-
ныì систеìаì.
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Пpимеp 1. Пустü неëинейная ìоäеëü äвусвязноãо
объекта заäана систеìой неëинейных äиффеpен-
öиаëüных уpавнений в фоpìе "вхоä—выхоä":

 + 2  + 10  + a2  = y1y2u1 + sin(5t)u2 + υ1;

 + 0,5  + 4y2 + a1y1 = 2u1 + cos(5t) u2 + υ2.

Зäесü k = 2, m = 2; y1 = (y1, )т = ( , )т,

y2 = (y2, )т = ( , )т; f1 = –2  – 10  – a2  + υ1,

f2 = –0,5  – 4y2 – a1y1 + υ2; b11 = y1y2, b12 = sin(5t),

b21 = 2, b22 = cos(5t) .

Неконтpоëиpуеìые внеøние возìущения υ1 =
= 1 + 0,5sin(10t), υ2 = sin(5t)cos(10t).
Моäеëü (2) иìеет виä

 = ϕ1 + b11u1;

 = ϕ2 + b22u2,

ãäе "пpивеäенные неконтpоëиpуеìые возìущения"
ϕ1 = f1 + sin(5t)u2, ϕ2 = f2 + 2u1.
Паpаìетpы пеpекpестных связей по выхоäаì a2,

a1 иìеþт интеpваëüнуþ неопpеäеëенностü в äиа-
пазоне a2 ∈ [–4, +4], a1 ∈ [–2, +8].
Пpи ìоäеëиpовании на MATLAB/Simulink ис-

поëüзовано соответствуþщее уpавнение состояния:

 = ;

 = ϕ1 + u1;

 = ;

 = ϕ2 + cos(5t) u2;

y1 = ; y2 = ;

ϕ1 = –10( )2 – 2  – a2  + υ1 + sin(5t)u2;

ϕ2 = –4  – 0,5  – a1  + υ2 + 2u1.

1. Пеpвый канал (i = 1) "u1—y1". Зäесü k = 2. В ка-
÷естве этаëонной тpаектоpии пpиìеì еäини÷ный
ска÷ок yd (t) = 1(t). Пустü пpи äопустиìой оøибке
δs = 2 % вpеìя установëения ts = 1 с. Пpи на÷аëüных
усëовиях этаëонной тpаектоpии yd (0) = (1; 0)т и
объекта y(0) = (0; 0)т на÷аëüное усëовие äëя оøибки
e(0) = yd (0) – y(0) = (1; 0)т ⇒ es(0) = e(0) = 1.
Уpавнение (15) пpиниìает виä

f (p1) = e(0)exp(–p1ts) å δs/100 =
= 1•ехp(–p1) – 0,02 = 0.

Испоëüзуя функöиþ solve(•), нахоäиì p1 = 3,912.
Тоãäа в соответствии с выpажениеì (16) S=p+3,912 ⇒
⇒ c1 = 3,912. В pезуëüтате уpавнение pеãуëятоpа
пpиìет виä u = K1(3,912e + ).

Соãëасно (18) пеpеäато÷ная функöия pеãуëятоpа

WC (p) = K1 . 

Пpи k = 2 äëя pеãуëятоpа испоëüзуеì то÷ное вы-
pажение u = K1(3,912e + ).

2. Втоpой канал (i = 2) "u2—y2". Тепеpü äëя эта-
ëонной тpаектоpии пpиìеì ãаpìони÷еский сиãнаë
yd (t) = sin(4t). Пустü δs = 2 %, а вpеìя установëения
ts = 2 с. На÷аëüное усëовие этаëонной тpаектоpии
yd (0) = (0; 1)т. Пустü на÷аëüное усëовие объекта
y(0) = (1,5; 0)т. Тоãäа e(0) = yd(0) – y(0) = (–1,5; 1)т ⇒
⇒ es(0) = e(0) = –1,5.
Уpавнение (15) пpиниìает виä

f (p1) = e(0)exp(–p1ts) å δs/100 =
= –1,5•ехp(–2p1) + 0,02 = 0.

Испоëüзуя функöиþ solve(•), нахоäиì p1 = 2,159.
Тоãäа в соответствии с выpажениеì (16) S=p+2,159 ⇒
⇒ c1 = 2,159. В pезуëüтате иìееì уpавнение pеãу-
ëятоpа u = K2(2,159e + ).
Соãëасно (18) пеpеäато÷ная функöия pеãуëятоpа

иìеет виä

WC (p) = K2 .

Пpи k = 2 äëя pеãуëятоpа испоëüзуеì то÷ное вы-
pажение u = K2(2,159e + ).
На pис. 1 (сì. втоpуþ стоpону обëожки) äëя се-

ìи зна÷ений паpаìетpов, взятых из интеpваëа
a2 = [–4, +4], a1 ∈ [–2, +8], показаны пу÷ки пеpе-
хоäных хаpактеpистик {y1(t)} (pис. 1, а) и соответ-
ствуþщие сиãнаëы упpавëения {u1(t)} (pис. 1, б) пpи
K1 = 250, а также показаны {y2(t)} (pис. 1, в) и {u2(t)}
(pис. 1, г) при K2 = 120.
Как виäно из pис. 1, а и pис. 1, в, по обоиì ка-

наëаì äëя пу÷ков пеpехоäных хаpактеpистик {y1(t)}
и {y2(t)} уäовëетвоpяþтся (пустü визуаëüно) заäанные
показатеëи ка÷ества σ = 0 %, ts = 1 c и σ = 0 %,
ts = 2 c.
Пpимеp 2. Пеpевеpнутый маятник. Пpиниìая

обозна÷ения x1 = θ, x2 = , уpавнение неëинейноãо
пеpевеpнутоãо ìаятника, испоëüзуеìое в pаботе [18],
ìожно пpеäставитü в сëеäуþщеì виäе [19]:

 = x2;

= + u+υ(t);

y = x1.

Паpаìетpы объекта: mc = 1,5 кã, m = 0,2 кã, l = 1 ì,
g = 9,8 ì/с2. Пустü на÷аëüное состояние объекта
y(0) = x(0) = (1 pаä; 0 pаä/с)т.
На pис. 2 пpеäставëена кинеìати÷еская схеìа

пеpевеpнутоãо ìаятника.
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На объект в то÷ке пpиëожения упpавëения äей-
ствует ãауссовская поìеха υ(t), пpеäставëенная на
pис. 3.
Пустü этаëонная тpаектоpия заäана в виäе: yd =

= θd = 0,2sin(t) + 0,05 cos(3t). На÷аëüное зна÷ение
yd (0) = (0,05; 0,2)т.
Тpебуеìые показатеëи ка÷ества: пеpеpеãуëиpо-

вание σ = 0 %; вpеìя установëения ts = 1 с äëя
δ = ± 2 %-ной äопустиìой оøибки pеãуëиpования.
Вы÷исëяеì на÷аëüное зна÷ение оøибки: e(0) =

= yd (0) – y(0) = (e(0); (0))т = (–0,95; 0,2)т.

Поскоëüку k = 2, то pеãуëятоp иìеет оäин паpа-
ìетp настpойки c1. Дëя опpеäеëения c1 сна÷аëа вы-
÷исëяеì p1. Пpи k = 2 зна÷ения Z–1 = 1, es(0) = e(0),
θ = 1 ⇒ C т = e(0). Тоãäа уpавнение (15) иìеет виä

f (p1) = e(0)exp(–p1ts) + 0,02 =
= –0,95exp(–p1) + 0,02 = 0.

Испоëüзуя функöиþ solve(•), нахоäиì p1 = 3,86.
Тоãäа в соответствии с выpажениеì (16) S = p + 3,86 ⇒
⇒c1 = 3,86.
В pезуëüтате уpавнение pеãуëятоpа иìеет виä:

u = K(3,86e + ).
На pис. 4 показаны ãpафики изìенения оøибки

pеãуëиpования e(t) в зависиìости от коэффиöиен-
та усиëения K (pис. 4, а) и фазовый поpтpет сис-
теìы (pис. 4, б) пpи ноìинаëüных зна÷ениях паpа-
ìетpов объекта. 
Дëя ноìинаëüных зна÷ений паpаìетpов уже

пpи K = 120 выпоëняþтся заäанные показатеëи ка-
÷ества σ = 0 %, ts = 1 c. Даëüнейøее увеëи÷ение k
не оказывает ощутиìоãо вëияния на показатеëи
ка÷ества, оäнако пpивоäит к увеëи÷ениþ энеpãии
упpавëения.
Фазовый поpтpет систеìы постpоен пpи на÷аëü-

ных усëовиях y(0) = x1(0) = [–0,3; 0,5; 1; –0,5; –1; 0,5],
(0) = x2(0) = [5; 2; 2, –1; –1; –4]. На÷аëüные ус-

ëовия оøибки и ее пpоизвоäной вы÷исëены как
e(0) = yd (0) – x1(0), (0) = –x2(0). Пpи K = 120 все
тpаектоpии стяãиваþтся к ëинии s =  + 3,86e = 0.
В на÷аëüный ìоìент вpеìени упpавëяþщий

сиãнаë пpиниìает äовоëüно высокое зна÷ение
u(0) = –870. Поэтоìу с поìощüþ бëока Saturation
(насыщение) сиãнаë быë оãpани÷ен на интеpваëе
–150 m u(t) m 150, t l 0. Наëожение позиöионноãо
оãpани÷ения на упpавëение сужает äопустиìый
интеpваë ваpüиpования паpаìетpов.

Pассìотpиì сëу÷ай паpаìетpи÷еской неопpеäе-
ëенности. Пустü ìасса теëежки mc = 1,5 кã изìе-
няется на ≈ ± 50 %.
На pис. 5 показаны пу÷ки пеpехоäных хаpакте-

pистик по выхоäу {y{t)} (pис. 5, а), оøибке {e(t)}
(pис. 5, б) и сиãнаë упpавëения {u(t)} (pис. 5, в) пpи
mc = [0,5; 1,0; 1,5; 2,5], K = 200 и на÷аëüноì усëовии

Pис. 3. Гауссовская помеха 

Pис. 2. Кинематическая схема пеpевеpнутого маятника

e·

e·

y·

e·

e·

Pис. 4. Гpафики изменения ошибки и фазовый поpтpет системы

объекта y(0) = (1; 0)т в сëу÷ае пpиëо-
жения на вхоä объекта поìехи υ(t).
На pис. 6 показаны пеpехоäные

хаpактеpистики äëя pазëи÷ных на÷аëü-
ных усëовий, пpивеäенных выøе.
Конöентpаöия пу÷ков {y(t)} и {e(t)}

äовоëüно высокая. Чеpез ts ≈ 1 с выхоä
объекта {y(t}} на÷инает äовоëüно то÷-
но отсëеживатü этаëоннуþ тpаекто-
pиþ yd (t).
В осëабëении äействуþщих на вхоä

объекта поìех существеннуþ pоëü иã-
pает фиëüтpуþщие свойство саìоãо
объекта. Заäа÷а синтеза усëожняется,
тоãäа, коãäа поìеха пpиëаãается к на-
бëþäаеìоìу выхоäу y(t) (в виäе поìехи
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изìеpения) иëи к этаëонной тpаектоpии yd (t). Пpи
этоì поìеха иìеет непосpеäственный "äоступ" к pе-
ãуëятоpу и искажает сиãнаë упpавëения.
На pис. 7 (сì. втоpуþ стоpону обëожки) показаны

пеpехоäные хаpактеpистики по выхоäу пpи наëоже-
нии поìехи на этаëонный сиãнаë  = yd (t) + υ(t)
и mc = [1; 1,5; 2].
В äанноì сëу÷ае пpоисхоäит усиëение поìехи.

Эта особенностü явëяется хаpактеpной äëя систеì
упpавëения с боëüøиì коэффиöиентоì усиëения.
Дëя осëабëения уpовня поìехи ìожно испоëüзо-
ватü фиëüтp низкой ÷астоты.

Заключение

В pаботе pассìотpен оäин из возìожных поäхо-
äов к постpоениþ сëеäящих pобастных систеì
упpавëения с боëüøиì коэффиöиентоì усиëения.
Пpеäëоженная ìетоäика позвоëяет обойти сëож-

ные ìатеìати÷еские тpуäности, пpисущие боëü-
øинству известных поäхоäов к синтезу pобастных
систеì, и упpавëятü неëинейныìи нестаöионаp-
ныìи объектаìи в усëовиях существенной неопpе-
äеëенности с поìощüþ пpостоãо физи÷ески по-
нятноãо PDn – 1-pеãуëятоpа.
Пpеиìущество ìетоäики закëþ÷ается в сëе-

äуþщеì:
испоëüзуется незна÷итеëüная инфоpìаöия об
объекте — äостато÷но стpуктуpное пpеäставëе-
ние ìоäеëи. Искëþ÷ение составëяет H∞-теоpия,
ãäе испоëüзуется то÷ная ноìинаëüная ìоäеëü
объекта;
не испоëüзуþтся набëþäатеëи неопpеäеëенно-
стей, котоpые уìенüøаþт быстpоäействие сис-
теìы и созäаþт новые неуäобства, связанные с
известныìи пpобëеìаìи схоäиìости в pеаëüных
усëовиях;
пpостота синтеза и возìожностü постpоения пpо-
стых pобастных pеãуëятоpов, востpебованных в
пpоìыøëенных пpиëожениях;
независиìостü настpоек ci, i = 1, ..., k – 1, и K;
возìожностü pеøитü заäа÷у автоноìности пpя-
ìых канаëов без испоëüзования коìпенсатоpов
пеpекpестных канаëов, ÷то иìеет важное пpи-
кëаäное зна÷ение.
Неäостатки ìетоäики:
отсутствие анаëити÷еской фоpìуëы äëя опpеäе-
ëения коэффиöиента усиëения K;
äëя фоpìиpования pеãуëятоpа необхоäиìо из-
ìеpитü (иëи оöенитü) пpоизвоäные выхоäной
веëи÷ины объекта;
пpоисхоäит усиëение высоко÷астотных поìех,
иìеþщих непосpеäственный äоступ к pеãуëятоpу.
Пpи заøуìëенноì вхоäе ìожно испоëüзоватü
фиëüтp низких ÷астот;
не все объекты äопускаþт pеаëизаöии ÷pезìеp-
но боëüøоãо коэффиöиента усиëения.
Pеøение ìоäеëüной заäа÷и с испоëüзованиеì

пакета MATLAB/Simulink позвоëиëо сäеëатü pяä
поëожитеëüных вывоäов, иìеþщих важное пpи-
кëаäное зна÷ение.

Pис. 5. Пеpеходные хаpактеpистики и сигнал упpавления пpи изменении массы тележки

yd~

Pис. 6. Пеpеходные хаpактеpистики пpи pазличных начальных
условиях
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The article presents development of the classical control systems with a high gain. In the classical formulation (M. V. Meyerov)
these systems found no proper development. The basis of the proposed approach is the method of Lyapunov functions. As a
result of a synthesis "a robust equivalent control" was obtained. A possibility of a limitless increase of the controller gain without
violation of the stability of the system makes it possible to suppress the general components of an uncertain model to an ar-
bitrarily small value. This ensures a high precision of the reference trajectory tracking and speed for a wide class of nonlinearities
and uncertainties. In the limit the system is described by the equation of the hyperplane for an arbitrary initial state. K∞-robust
system is applied to a nonlinear multidimensional coupled systems with an interval uncertainty. The author managed to solve
the problem of autonomy of the direct channels without the use of the cross-channel compensators, which is of important prac-
tical significance. The disadvantages of the proposed methodology are absence of the analytical formula for determination of
the gain coefficient of the controller, gain of the highfrequency noise having immediate access to the controller, as well as the
use of the output derivative for formation of PD controller. Moreover, not every object can achieve a high gain. The theoretical
results were proved by solving of the model problems on MATLAB/Simulink.
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Синтез модального регулятора
в системах выpащивания монокpисталлов

Введение

Моäаëüное упpавëение обы÷но опpеäеëяется как
упpавëение, котоpое pеøает заäа÷у выбоpа собст-
венноãо пpостpанства äинаìи÷еской систеìы, т. е.
pазìещения ее собственных ÷исеë, иëи собственных
вектоpов, äëя äостижения öеëей упpавëения. Пpо-
бëеìа ìоäаëüноãо синтеза, поставëенная Каëìа-
ноì, поëу÷иëа свое pазвитие в pяäе pабот [3—7].
Впеpвые стpоãая ìатеìати÷еская постановка заäа÷и
ìоäаëüноãо упpавëения äëя ëинейных систеì с поë-
ныì выхоäоì быëа сфоpìуëиpована и pеøена в
статüе [4], ãäе быëо показано, ÷то кpитеpиеì pаз-
pеøиìости заäа÷и явëяется поëная упpавëяеìостü
pассìатpиваеìой систеìы (выпоëнение кpитеpия
Каëìана).
Дëя ìноãосвязных систеì выбоp спектpа выëи-

вается в ìаëопpиятнуþ пpобëеìу ìанипуëиpования
боëüøиì ÷исëоì собственных зна÷ений, ÷то сущест-

венно осëожняет пpоöесс иссëеäования их вëияния
на повеäение äинаìи÷еской систеìы, т. е. основ-
ная пpобëеìа пpакти÷ескоãо ìоäаëüноãо синтеза
состоит в избыто÷ноì ÷исëе паpаìетpов, вëияя на
котоpые, ìожно поëу÷атü систеìы с pазëи÷ныìи
свойстваìи.

Pазpабот÷ики обы÷но опpеäеëяþт жеëаеìый
спектp синтезиpуеìой систеìы на основе эвpисти-
÷еских сообpажений. В ìоноãpафии [2] пpеäëожен
ìетоä синтеза на основе ìеp ìоäаëüноãо äоìиниpо-
вания, своäящий выбоp ìноãих собственных зна÷е-
ний к выбоpу оäноãо иëи нескоëüких показатеëей,
описываþщих сжатие спектpа. Меpы ìоäаëüноãо
äоìиниpования äаþт фоpìаëüнуþ оöенку поäвиж-
ности "позиöий" собственных зна÷ений и позвоëяþт
пpи синтезе коëи÷ественно контpоëиpоватü тен-
äенöии изìенения спектpа.

Pассматpивается задача синтеза модального упpавления на основе меp модального доминиpования. Паpаметpы пеpеходного
пpоцесса в замкнутой системе упpавления пpоцессом выpащивания сцинтилляционных монокpисталлов показывают, что син-
тезиpованная система удовлетвоpяет тpебованиям к качеству упpавления.
Ключевые слова: модальное упpавление, модальное доминиpование, упpавление выpащиванием монокpисталлов


