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Постpоение матpицы масс тpехмеpного конечного элемента 
для моделиpования динамики микpомеханических 
датчиков инеpциальной инфоpмации и их узлов

Введение

Оäниì из ãëавных неäостатков, пpепятствуþщих
боëее øиpокоìу испоëüзованиþ ìикpоìехани÷е-
ских äат÷иков, к котоpыì относятся и ìикpоìеха-
ни÷еские ãиpоскопы (ММГ) и аксеëеpоìетpы
(ММА), остается их относитеëüно невысокая то÷-
ностü [1—5]. Так, совpеìенные ММГ äеìонстpи-
pуþт стабиëüностü систеìати÷ескоãо äpейфа на
уpовне еäиниö и äесятков ãpаäусов в ÷ас (ãиpоскоп
ММГ-ЭПТPОН фиpìы ГНЦ PФ ЦНИИ Эëектpо-
пpибоp, Pоссия; QRS11 фиpìы Systron Donner,
США) [2, 3]. Пpи этоì тpебование к то÷ности со-
вpеìенных систеì навиãаöии и упpавëения неук-
ëонно pастут. Тpебования по äpейфу ("ухоäу") äëя
совpеìенных пpеöизионных äат÷иков инеpöиаëü-
ной инфоpìаöии нахоäятся на уpовне сотых, тыся÷-
ных и ìенее уãëовых ãpаäусов в ÷ас [1, 4, 5]. Такие
тpебования к то÷ности пpибоpов обусëовëиваþт

необхоäиìостü ãëубокоãо, с äостато÷ной степенüþ
обобщения, иссëеäования особенностей взаиìноãо
вëияния pазëи÷ных по своей пpиpоäе физи÷еских
пpоöессов, у÷ета вëияния внеøней сpеäы функ-
öиониpования этих äат÷иков и, в ÷астности, таких
важнейøих фактоpов, оказываþщих вëияние на
то÷ностü и эффективностü пpибоpов инеpöиаëü-
ной инфоpìаöии, как вибpаöионные возäействия.
Пpи экспëуатаöии в pеаëüных усëовиях ìикpо-

ìехани÷еские äат÷ики инеpöиаëüной инфоpìаöии
ìоãут испытыватü вибpаöии с аìпëитуäаìи äо 10g
и с ÷астотаìи äо 2 кГö. Так как ìикpоìехани÷е-
ские ãиpоскопы иìеþт поäвижнуþ вибpиpуþщуþ
÷астü [4, 5], то пpи пpоектиpовании и иссëеäова-
нии ìикpоìехани÷еских äат÷иков инеpöиаëüной
инфоpìаöии пpеäставëяется важныì боëее то÷ное
ìоäеëиpование коëебатеëüных пpоöессов, пpоисхо-
äящих в пpибоpе. Также важно пpи ìоäеëиpовании
pезуëüтата, боëее бëизкоãо к pеаëüныì пpоöессаì,
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пpоисхоäящиì в äат÷ике, pассìатpиватü äат÷ик
как коëебатеëüнуþ систеìу, состоящуþ из äефоp-
ìиpуеìых теë — упpуãих поäвесов, ÷увствитеëüноãо
эëеìента и т. ä.
Оäниì из ìетоäов, котоpыìи ìожно осуществ-

ëятü такое ìоäеëиpование, явëяется ìетоä коне÷-
ных эëеìентов (МКЭ) [6].
МКЭ поëу÷иë øиpокое pаспpостpанение с pаз-

витиеì вы÷исëитеëüной техники, и к настоящеìу
вpеìени еãо основные теоpети÷еские аспекты ìе-
тоäа хоpоøо pазpаботаны [6—8]. К äостоинстваì
ìетоäа МКЭ ìожно отнести еãо унивеpсаëüностü и
возìожностü пpиìениìости к pеøениþ саìых pаз-
ных кëассов заäа÷. Оäниìи из базовых типов äëя
постpоения и иссëеäования коне÷но-эëеìентных
ìоäеëей в заäа÷ах ìеханики твеpäоãо теëа, на ос-
нове котоpых пpоектиpуþтся совpеìенные ММГ и
ММА, явëяþтся баëо÷ный и/иëи стеpжневой эëе-
ìенты [6, 7]. Поэтоìу в настоящей pаботе особое
вниìание уäеëено иìенно этоìу типу эëеìентов.
Дëя иссëеäования коëебаний консеpвативной

ìехани÷еской систеìы без у÷ета äеìпфиpования с
поìощüþ коне÷но-эëеìентной ìоäеëи записыва-
ется сëеäуþщее ìатpи÷ное äиффеpенöиаëüное
уpавнение:

M  + Ku = P(t), (1)

ãäе M — ìатpиöа ìасс ìоäеëи; K — ìатpиöа жест-
кости; P — вектоp наãpузки; u,  — соответственно
вектоp пеpеìещений и ускоpений узëов ìоäеëи.
У÷ет вëияния на äат÷ик тепëовых, эëектpоста-

ти÷еских и äpуãих типов возäействий не явëяется
пpеäìетоì pассìотpения äанной статüи и тpебует
äаëüнейøеãо иссëеäования.
Матpиöы ìасс и жесткости ìоäеëи составëяþтся

по опpеäеëенныì пpавиëаì [6—8] из соответст-
вуþщих ìатpиö коне÷ных эëеìентов, составëяþ-
щих коне÷но-эëеìентнуþ ìоäеëü.

Pеøениеì уpавнения (1) явëяþтся зна÷ения уз-
ëовых пеpеìещений. Зная узëовые пеpеìещения в
äанный ìоìент вpеìени, ìожно найти поëе пеpеìе-
щений ìоäеëи и опpеäеëитü напpяженно-äефоp-
ìиpованное состояние в äанный ìоìент вpеìени.
Физику пpоöессов, äëя иссëеäования котоpых

пpеäназна÷ается коне÷ный эëеìент, описываþт так
называеìые аппpоксиìиpуþщие функöии, котоpые
опpеäеëяþтся в соответствии с той иëи иной тео-
pией, пpинятой в ка÷естве основной в зависиìости
от кëасса и виäа pеøаеìых заäа÷. Выбоp аппpок-
сиìиpуþщих функöий, обеспе÷иваþщих äоста-
то÷нуþ то÷ностü пpи относитеëüной пpостоте вы-
÷исëений, пpеäставëяет собой оäну из основных
пpобëеì МКЭ [7].
Дëя ÷исëенноãо иссëеäования коëебатеëüных

пpоöессов и напpяженно äефоpìиpованноãо со-
стояния в ìеханике твеpäоãо теëа в настоящее вpе-
ìя øиpоко испоëüзуþтся коне÷ные эëеìенты с ап-
пpоксиìиpуþщиìи функöияìи, поëу÷енныìи на
основе кëасси÷еской теоpии изãиба Эйëеpа—Беp-
нуëëи и сäвиãовой теоpии Тиìоøенко.

Наибоëее øиpоко pаспpостpаненная äëя ìоäе-
ëиpования кëасси÷еская теоpия изãиба Эйëеpа—
Беpнуëëи иìеет pяä неäостатков, пpивоäящих к
неäостовеpныì pезуëüтатаì пpи pеøении некото-
pых заäа÷ [9]. В pаìках кëасси÷еской теоpии изãиба
Эйëеpа—Беpнуëëи äеëаþтся сëеäуþщие пpеäпоëо-
жения [10, 11]: 

1) попеpе÷ные се÷ения стеpжня, пëоские и пеp-
пенäикуëяpные оси стеpжня äо äефоpìаöии, во
вpеìя изãиба остаþтся пëоскиìи и пеpпенäику-
ëяpныìи äефоpìиpованной оси стеpжня;

2) пpоäоëüные се÷ения пpи изãибе не оказываþт
вëияния äpуã на äpуãа;

3) инеpöия попеpе÷ноãо се÷ения стеpжня пpи
изãибе с÷итается пpенебpежиìо ìаëой.
В отëи÷ие от кëасси÷еской теоpии изãиба, теоpия

Тиìоøенко описывает изãиб коне÷ной баëки боëее
то÷но, бëиже к pеаëüноìу изãибу. Так, теоpия Тиìо-
øенко, во-пеpвых, у÷итывает инеpöиþ вpащения
попеpе÷ноãо се÷ения баëки и, во-втоpых, пpеäпо-
ëаãает, ÷то пëоское попеpе÷ное се÷ение, ноpìаëü-
ное к пpоäоëüной оси, посëе äефоpìаöии остается
пëоскиì, но не обязатеëüно ноpìаëüныì к äефоp-
ìиpованной пpоäоëüной оси [9].
Эффекты, котоpые у÷итывает теоpия Тиìоøенко,

о÷енü важны пpи pеøении öеëоãо pяäа совpеìен-
ных заäа÷, напpиìеp, пpи pассìотpении изãибных
äефоpìаöий коpотких баëок и стеpжней, pеøении
äинаìи÷еских заäа÷ pаспpостpанения фpонтов воз-
ìущения, иссëеäовании коëебаний высокой ÷ас-
тоты и т. ä. Сëеäует отìетитü и тот факт, ÷то в äи-
наìи÷еских заäа÷ах возìожно искажение попеpе÷-
ных се÷ений, связанное с ìоäаìи коëебаний [9].
Наäо отìетитü, ÷то вопpосы пpиìенения тео-

pии Тиìоøенко в pазëи÷ных обëастях науки и тех-
ники пpивëекаþт вниìание как заpубежных, так и
pоссийских у÷еных [12—17].
В настоящее вpеìя существует потpебностü в

совеpøенствовании ìатеìати÷ескоãо аппаpата äëя
коне÷ных эëеìентов, у÷итываþщих теоpиþ Тиìо-
øенко. Так, есëи аппpоксиìиpуþщие функöии и
ìатpиöы жесткости äëя тpехìеpных и äвухìеpных
стеpжневых коне÷ных эëеìентов быëи pанее поëу-
÷ены в pаботе [18], то ìатpиöа ìасс, поëностüþ со-
ответствуþщая теоpии Тиìоøенко, äо настоящеãо
вpеìени быëа не pазpаботана.
Целью данной pаботы явëяется постpоение с

у÷етоì жесткости се÷ения баëки на изãиб и сäвиãа
се÷ения пpи äефоpìаöии ìатpиöы ìасс тpехìеp-
ноãо коне÷ноãо эëеìента на основе выpажения äëя
еãо кинети÷еской энеpãии.

Аппpоксимиpующие функции

Pассìотpиì коне÷ный эëеìент äëины L (pис. 1).
В äанной pаботе буäеì pассìатpиватü тоëüко эëеìент
с постоянныì пpяìоуãоëüныì попеpе÷ныì се÷е-
ниеì, хотя боëüøинство выкëаäок ìожет бытü pас-
пpостpаненно на баëки с пpоизвоëüныì попеpе÷-
ныì се÷ениеì.

u··

u··
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Опpеäеëиì äва узëа — в öентpе ëевоãо и пpавоãо
тоpöов соответственно (сì. pис. 1). Ввеäеì ëокаëü-
нуþ систеìу кооpäинат (xyz), на÷аëо котоpой по-
ìестиì в пеpвоì узëе. Такиì обpазоì, кооpäинаты
пеpвоãо узëа буäут (0, 0, 0), кооpäинаты втоpоãо уз-
ëа — (L, 0, 0).
Кажäый узеë pассìатpиваеìоãо коне÷ноãо эëе-

ìента иìеет øестü степеней свобоäы. Тоãäа вектоp
узëовых пеpеìещений q коне÷ноãо эëеìента ìожно
записатü в виäе:

q = [q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 q10 q11 q12]
т; (2)

ãäе q1, q7 — пpоäоëüное пеpеìещение 1-ãо и 2-ãо уз-
ëов вäоëü оси x; q2, q8 и q3, q9 — попеpе÷ное пеpе-
ìещение узëов в напpавëении оси y и z соответст-
венно; q4, q10 — уãëы кpу÷ения вокpуã оси x; q5, q11
и q6, q12 — уãëы изãиба в пëоскости (xz) и (xy) со-
ответственно.
Соãëасно пpинöипаì коне÷но-эëеìентноãо ìо-

äеëиpования, вектоp пеpеìещений в пpоизвоëüной
то÷ке коне÷ноãо эëеìента ìожно выpазитü ÷еpез
зна÷ения пеpеìещений и уãëов повоpота в узëовых
то÷ках:

U = Nq, (3)

ãäе U = [Ux Uy Uz]
т — вектоp пpоекöий пеpеìещения

пpоизвоëüной то÷ки баëки на оси x, y, z; N — ìат-
pиöа аппpоксиìиpуþщих функöий, котоpые описы-
ваþт поступатеëüнуþ и изãибнуþ äефоpìаöии баë-
ки. Отìетиì, ÷то аппpоксиìиpуþщие функöии
всеãäа (и äëя статики, и äëя äинаìики) явëяþтся
функöияìи кооpäинат, в то вpеìя как узëовые пе-
pеìещения в сëу÷ае äинаìики зависят от вpеìени.
Коìпоненты вектоpа пеpеìещений то÷ки баëки

ìожно выpазитü ÷еpез пеpеìещения öентpа попеpе÷-
ноãо се÷ения, к котоpоìу она пpинаäëежит, и ÷еpез
уãëы повоpота се÷ения сëеäуþщиì обpазоì [13]:

(4)

ãäе x, y, z — кооpäинаты то÷ки; ux(x, t) — пpоäоëü-
ное пеpеìещение öентpа се÷ения; uy(x, t), uz(x, t) —
попеpе÷ные пеpеìещения öентpа се÷ения в на-
пpавëении осей y и z соответственно; ϕ(x, t) — уãоë
кpу÷ения вокpуã оси x; ψ(x, t), θ(x, t) — уãëы изãиба
в пëоскости (xz) и (xy) соответственно. Даëее äëя
кpаткости обозна÷ение ux, uy, uz, ϕ, ψ, θ как функ-
öий кооpäинаты x и вpеìени t буäет опущено.

Функöии ux, uy, uz, ϕ, ψ, θ ìожно выpазитü ÷еpез
коìпоненты вектоpа узëовых пеpеìещений q сëе-
äуþщиì обpазоì [18, 19]:

(5)

В фоpìуëах (5) пpиняты сëеäуþщие обозна÷ения:

ξ = ; μz = ; μy = ,

ãäе E — ìоäуëü Юнãа; G — ìоäуëü сäвиãа; k — ко-
эффиöиент сäвиãа; A — пëощаäü се÷ения; Iz, Iy — осе-
вые ìоìенты инеpöии попеpе÷ноãо се÷ения; L —
äëина эëеìента.
Коэффиöиент сäвиãа k позвоëяет у÷итыватü äе-

фоpìаöиþ попеpе÷ноãо се÷ения, а также неëиней-
ностü pаспpеäеëения ноpìаëüных пpоäоëüных и
попеpе÷ных напpяжений. В äанной pаботе äëя ìо-
äеëиpования буäет испоëüзоватüся сëеäуþщая
фоpìуëа äëя коэффиöиента сäвиãа [9]:

k =  –  – ,

ãäе ν — коэффиöиент Пуассона.

Кинетическая энеpгия и матpица масс 
двухузлового конечного элемента
с двенадцатью степенями свободы

К настоящеìу вpеìени äостато÷но хоpоøо pаз-
pаботана общая теоpия постpоения ìатpиö ìасс —
соãëасованных, äиаãонаëüных, несоãëасованных
[6, 8, 20, 21]. В äанной pаботе буäет постpоена со-
ãëасованная ìатpиöа ìасс (т. е. с испоëüзованиеì
тех же аппpоксиìиpуþщих функöий (5), котоpые ис-
поëüзоваëисü и äëя ìатpиöы жесткости в pаботе [18])

Pис. 1. Тpехмеpный элемент и узловые пеpемещения

Ux = ux(x, t) – θ(x, t)y + ψ(x, t)z;
Uy = uy(x, t) – ϕ(x, t)z;
Uz = uz(x, t) + ϕ(x, t)y,

ux = (1 – ξ)q1 + ξq7; ϕ = (1 – ξ)q4 + ξq10;

uy = –(ξ – 1)(μzξ – 2μzξ
2 + 1)q2 +

+ [–ξ(ξ – 1)L(μz – 2μzξ + 1)]q6 – ξ(2μzξ
2 – 3μzξ +

+ μz – 1)q8 + [ξ(ξ – 1)L(2μzξ – μz + 1)]q12;

θ = 6 ξ(ξ – 1)μzq2 + (ξ – 1)(3ξμz – 1)q6 –

– 6 ξ(ξ – 1)μzq8 + ξ(3μzξ – 3μz + 1)q12;

uz = –(ξ – 1)(μyξ – 2μyξ
2 + 1)q3 +

+ ξ(ξ – 1)L(μy – 2μyξ + 1)q5 – ξ(2μyξ
2 – 3μyξ +

+ μy – 1)q9 – [ξ(ξ – 1)L(2μyξ – μy + 1)]q11;

ψ = –6 ξ(ξ – 1)μyq3 + (ξ – 1)(3ξμy – 1)q5 +

+ 6 ξ(ξ – 1)μyq9 + ξ(3μyξ – 3μy + 1)q11.
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как äаþщая наибоëее хоpоøий уpовенü аппpокси-
ìаöии в заäа÷ах äинаìики [21].
Дëя постpоения ìатpиöы ìасс, поëностüþ у÷и-

тываþщей теоpиþ Тиìоøенко, буäет испоëüзован
кëасси÷еский и хоpоøо заpекоìенäовавøий себя
ìетоä постpоения ìатpиöы ìасс путеì пpеäставëе-
ния кинети÷еской энеpãии коне÷ноãо эëеìента ÷е-
pез узëовые скоpости [6].
Так, есëи вектоp узëовых скоpостей пpеäставитü

в виäе:

 = [            

]т, (6)

ãäе то÷кой обозна÷ена пpоизвоäная по вpеìени, то
кинети÷ескуþ энеpãиþ T эëеìента ìожно пpеäста-
витü в виäе кваäpати÷ной фоpìы узëовых скоpостей:

T = mi, j . (7)

Коэффиöиенты mi, j в выpажении (7) пpеäстав-
ëяþт собой коìпоненты ìатpиöы ìасс.
Запиøеì кинети÷ескуþ энеpãиþ баëо÷ноãо

эëеìента в виäе сëеäуþщеãо интеãpаëа по еãо объ-
еìу V [22]:

T = dV, (8)

ãäе ρ — пëотностü.
У÷итывая соотноøения (4) äëя pассìатpивае-

ìоãо коне÷ноãо эëеìента баëки, выpажение (8) пе-
pепиøеì в виäе

T = ((  + z – y)2 + (  – z)2 +

+ (  + z)2)dV. (9)

Pаскpывая скобки и пpоинтеãpиpовав по пëо-
щаäи попеpе÷ноãо се÷ения A, пpиäеì к сëеäуþщеìу
соотноøениþ, с у÷етоì тоãо, ÷то оси ëокаëüной
систеìы кооpäинат явëяþтся ãëавныìи осяìи
инеpöии:

T = (A  + (Iy + Iz)  +

+ A  + Iz  + A  + Iz )dx, (10)

ãäе A — пëощаäü се÷ения, а осевые ìоìенты инеp-
öии се÷ения Iy, Iz опpеäеëяþтся соотноøенияìи

Iy = z2dA, Iz = y2dA. 

Поäставив в (10) выpажения äëя пpоизвоäных
по вpеìени , , , , ,  от функöий (5) и
пpоинтеãpиpовав по x, поëу÷иì искоìое пpеäстав-
ëение (7) кинети÷еской энеpãии ÷еpез узëовые
скоpости, в котоpоì ненуëевые коìпоненты mi, j

ìатpиöы ìасс опpеäеëяþтся сëеäуþщиìи соотно-
øенияìи (mi, j = mj, i):

(11)
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В фоpìуëах (11) äëя mi, j пpиняты сëеäуþщие
обозна÷ения:

γz = ; γy = ;  = ;  = . (12)

Как виäно из фоpìуë (12), ,  — кваäpаты
pаäиуса инеpöии попеpе÷ноãо се÷ения баëки.
Такиì обpазоì, фоpìуëы (11) опpеäеëяþт поë-

ностüþ ìатpиöу ìасс pассìатpиваеìоãо баëо÷ноãо
эëеìента на основе теоpии Тиìоøенко.
Коìпоненты mi, j (i, j = 1, 4, 7, 10) опpеäеëяþт

вкëаä в ìатpиöу ìасс от пpоäоëüноãо äвижения;
коìпоненты mi, j (i, j = 2, 6, 8, 12) — вкëаä попе-
pе÷ноãо äвижения в пëоскости (xy); коìпоненты
mi, j (i, j = 3, 5, 9, 11) — вкëаä попеpе÷ноãо äвиже-
ния в пëоскости (xz).
Из фоpìуë (11) сëеäует, ÷то у÷ет вëияния на äе-

фоpìаöиþ баëки жесткости се÷ения на изãиб вы-
pажается сëаãаеìыìи с кваäpатоì pаäиуса инеp-
öии , . У÷ет äопоëнитеëüноãо сäвиãа се÷ения
пpи äефоpìаöии в соответствии с теоpией Тиìо-
øенко пpивоäит к появëениþ в выpажениях äëя
коìпонент ìатpиöы ìасс сëаãаеìых с γz, γy.
В общеì виäе ìатpиöа ìасс коне÷ноãо эëеìен-

та, ненуëевые эëеìенты котоpой вы÷исëяþтся по
фоpìуëаì (11), иìеет виä

M(e) =

= .(13)

Как виäно из соотноøений (11), ìатpиöа ìасс
баëо÷ноãо коне÷ноãо эëеìента (13) явëяется сиì-
ìетpи÷ной ìатpиöей с поëожитеëüныìи эëеìента-
ìи на ãëавной äиаãонаëи. Поìиìо этоãо, ìатpиöа
ìасс явëяется поëожитеëüно опpеäеëенной.
Поëу÷енная ìатpиöа ìасс ìожет бытü пpивеäена

к ìатpиöе ìасс, пpивеäенной в pаботе [6], поëу-
÷енной äëя баëо÷ных коне÷ных эëеìентов в pаì-
ках кëасси÷еской теоpии Эйëеpа — Беpнуëëи. Дëя
этоãо в фоpìуëах (11) äостато÷но поëожитü pавны-
ìи нуëþ коэффиöиенты с γz, γy, , .
Дëя у÷ета пpи äефоpìаöии тоëüко жесткости

се÷ения на изãиб и пpи пpенебpежении сäвиãоì
попеpе÷ноãо се÷ения необхоäиìо обнуëитü сëаãае-
ìые с γz, γy. Поëу÷енная в pезуëüтате этих äействий
ìатpиöа совпаäает с ìатpиöей, постpоенной в pа-
боте [18].

Численное моделиpование и анализ pезультатов

Пpовеpку постpоенноãо ìатеìати÷ескоãо обеспе-
÷ения выпоëниëи на пpиìеpе супеpìиниатþpноãо
ìикpоìехани÷ескоãо ãиpоскопа и аксеëеpоìетpа
(СММГА) [23]. Дëя ÷исëенноãо иссëеäования в
СММГА äинаìи÷еских пpоöессов с испоëüзованиеì
pазpаботанной ìатpиöы ìасс, у÷итываþщей инеp-
öиþ и сäвиã се÷ения пpи äефоpìаöии, быëо pаз-
pаботано оpиãинаëüное спеöиаëизиpованное пpо-
ãpаììное обеспе÷ение SMMGAtim.
Поëу÷енные в пpоöессе ÷исëенноãо ìоäеëиpо-

вания pезуëüтаты сpавниваëи с pезуëüтатаìи, по-
ëу÷енныìи в øиpоко известноì унивеpсаëüноì
коìпëексе ANSYS пpи коне÷но-эëеìентноì ìоäе-
ëиpовании с поìощüþ эëеìентов, у÷итываþщих
теоpиþ Тиìоøенко.
Дëя интеãpиpования уpавнений (1) в pазpабо-

танноì пpоãpаììноì обеспе÷ении SMMGAtim ис-
поëüзоваëся безусëовно схоäящийся ìетоä Нüþ-
ìаpка [24]. В ка÷естве ìатpиöы жесткости в уpав-
нении (1) испоëüзоваëасü ìатpиöа жесткости
баëо÷ноãо эëеìента, постpоенная в pаботе [18] с
у÷етоì теоpии Тиìоøенко:

K(e) = ,

ãäе
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k4, 4 = k10, 10 = –k4, 10 = ;

k2, 2 = k8, 8 = –k2, 8 = ;

k6, 6 = k12, 12 = ;

k2, 6 = k2, 12 = –k8, 12 = –k6, 8 = ;
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k3, 5 = k3, 11 = –k9, 11 = –k5, 9 = ;

k5, 11 = – .

Pассìатpиваëасü ìоäеëü из äвух коне÷ных эëе-
ìентов (pис. 2, а). На pис. 2, а ноìеpа эëеìентов по-
казаны ÷еpныìи öифpаìи, ноìеpа узëов ìоäеëи —
беëыìи. Эëеìент 1 пpеäставëяет упpуãий поäвес,
эëеìент 2 — ÷увствитеëüный эëеìент.
Быëи пpиняты сëеäуþщие паpаìетpы СММГА

[23]: пëотностü ρ = 2228 кã/ì3, ìоäуëü Юнãа Е =
= 190 ГПа, коэффиöиент Пуассона ν = 0,266.
Дëина, высота и øиpина поäвеса пpиниìаëисü

pавныìи 164,9 ìкì, 3,6 ìкì, 3,6 ìкì соответственно.
Дëина, высота и øиpина ÷увствитеëüноãо эëеìента
pавны 164,9 ìкì [23].
Дëя ìоäеëиpования в ANSYS быëа постpоена

коне÷но-эëеìентная ìоäеëü (pис. 2, б), соäеpжа-
щая 1095 эëеìентов и 2217 узëов.
На пеpвоì этапе pеøаëасü заäа÷а о нахожäении

собственных ÷астот и фоpì коëебаний СММГА.
В табëиöе пpивеäены pезуëüтаты опpеäеëения

собственных ÷астот в pазpаботанноì пpоãpаììноì
обеспе÷ении SMMGAtim на коне÷но-эëеìентной
ìоäеëи из äвух эëеìентов и ìоäаëüноãо анаëиза
ANSYS.
Пеpвые äве ìоäы в табëиöе соответствуþт соб-

ственныì попеpе÷ныì коëебанияì в пëоскостях
(xy) и (xz). Тpетüя и øестая ìоäа соответствуþт
кpутиëüныì коëебанияì вокpуã оси х, ÷етвеpтая и
пятая ìоäы — попеpе÷ныì коëебанияì в пëоско-
стях (xy) и (xz).
Как виäно из табëиöы, отëи÷ия зна÷ений соб-

ственных ÷астот поступатеëüноãо äвижения, поëу-
÷енных в SMMGAtim и в ANSYS, составëяет ìенее
1 %. Боëее зна÷итеëüное отëи÷ие собственных ÷астот
ìоä 3 и 6, поëу÷енных в SMMGAtim и в ANSYS,
ìожно объяснитü теì, ÷то в ANSYS скоpее всеãо
испоëüзуется ìатpиöа ìасс, поëу÷енная в pаботе
[18] и не у÷итываþщая сäвиã се÷ения.
Соответствуþщие пеpвой ÷астоте фоpìы собст-

венных коëебаний, опpеäеëенных на pазpаботан-
ной ìоäеëи, иäенти÷ны опpеäеëенныì в ANSYS
(pис. 3). Фоpìы собственных коëебаний, соответ-
ствуþщие остаëüныì ÷астотаì, также совпаëи.
На сëеäуþщеì этапе быëа иссëеäована pеакöии

СММГА на äинаìи÷ескуþ наãpузку, обеспе÷иваþ-
щуþ пеpви÷ные коëебания ÷увствитеëüноãо эëеìен-
та [23]. Pассìатpиваëасü pаспpеäеëенная наãpузка
P(t), пpиëоженная к ÷увствитеëüноìу эëеìенту и
изìеняþщаяся по ãаpìони÷ескоìу закону (pис. 3, а):

P(t) = Apsin(2πfpt + ϕp), (14)

ãäе Ap, fp, ϕp — аìпëитуäа, ÷астота и фаза пpиëо-
женной наãpузки. 

Дëя pас÷етов пpиниìаëисü сëеäуþщие паpаìетpы
наãpузки: 

Ap = 5 Н/ì2, ϕp = 0 pаä. 

В pеаëüноì äат÷ике ÷астота fp пеpви÷ных выну-
жäенных коëебаний äоëжна совпаäатü с pезонанс-
ной. Дëя иссëеäования вëияния äинаìи÷еской на-
ãpузки на ÷увствитеëüный эëеìент ÷астоту fp буäеì
ваpüиpоватü от 20 äо 1600 Гö. 
На pис. 4—6 показан пpоãиб up ÷увствитеëüноãо

эëеìента (ЧЭ) как функöии вpеìени в то÷ке пpи-
ëожения сиëы пpи pазëи÷ных зна÷ениях ÷астоты
вынужäенных коëебаний. 

6– EIy

L2 γy 1+( )
-------------------

EIy γy 2–( )
L γy 1+( )

---------------------

Pис. 2. Конечно-элементная модель СММГА:
а — из äвух эëеìентов (SMMGAtim); б — из 1095 эëеìентов
(ANSYS)

Pис. 3. Пеpвая фоpма собственных колебаний:
а — ìоäеëü SMMGAtim; б — ANSYS

Результаты численного нахождения собственных частот (Гц)

Про-
ãраììное 
обеспе÷ение

№ ìоäы

1 2 3 4 5 6

SMMGAtim 1102,3 1102,3 2808,3 11577,8 11577,8 194652,7
ANSYS 1104,3 1104,3 2666,8 11593 11593 193730

Pис. 4. Пpогиб ЧЭ СММГА пpи fp = 20 Гц
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Пpи ÷астоте вынужäаþщей сиëы fp = 20 Гö ìак-
сиìаëüный пpоãиб составиë 0,3697 ìкì. Pас÷ет в
ANSYS äаë ìаксиìаëüный пpоãиб 0,3794 ìкì. Дëя
÷астоты fp = 900 Гö ìаксиìаëüный пpоãиб составиë
1,97 и 1,77 ìкì.
На pис. 5 явно виäно биение пpи пpибëижении

÷астоты вынужäаþщей сиëы к собственной ÷астоте,
на pис. 6 — показан пpоãиб ÷увствитеëüноãо эëе-
ìента пpи ÷астоте вынужäаþщей наãpузки, совпа-
äаþщей с pезонансной.
Наäо отìетитü, ÷то äëя ìоäеëиpования äинаìи-

÷еских пpоöессов выбоp øаãа pас÷ета иìеет важ-
ное зна÷ение. Метоä Нüþìаpка с паpаìетpаìи 0,5
и 0,25 иìеет втоpой поpяäок то÷ности [25]. Поэтоìу
äëя обеспе÷ения то÷ности pезуëüтатов пpи вы÷ис-

ëениях äëя fp = 900 Гö и fp = 1102,28 Гö (pис. 5, 6)
øаã pас÷ета пpиниìаëся 5•10–7 с. Вы÷исëения äи-
наìи÷еских заäа÷ в ANSYS с такиì øаãоì тpебуþт
зна÷итеëüноãо вpеìени (нескоëüких ÷асов и боëее)
и вы÷исëитеëüных pесуpсов иëи же тpебуþт ис-
поëüзования pеäуöиpованных ìоäеëей [26]. Pас÷еты
с испоëüзованиеì спеöиаëизиpованноãо pазpабо-
танноãо пpоãpаììноãо обеспе÷ения SMMGAtim
заняëи ìенее 1 ìин.
На pис. 7, на котоpоì показана зависиìостü

аìпëитуäы коëебаний ÷увствитеëüноãо эëеìента
 от ÷астоты fp вынужäаþщей сиëы, явно виäно

явëение pезонанса пpи ÷астоте fp = 1102,28 Гö.

Выводы

Такиì обpазоì, постpоенная в äанной pаботе
ìатpиöа ìасс тpехìеpноãо коне÷ноãо эëеìента,
поëностüþ у÷итывает теоpиþ Тиìоøенко — жест-
костü се÷ения баëки на изãиб и сäвиã се÷ения пpи
äефоpìаöии.
Постpоенная ìатpиöа ìасс, у÷итываþщая сäвиã

и инеpöиþ се÷ения пpи äефоpìаöии, обобщает
поëу÷енные pанее ìатpиöы ìасс, постpоенные на
основе теоpии Эйëеpа—Беpнуëëи [6,8] иëи тоëüко
с у÷етоì инеpöии се÷ения [18], котоpые ìоãут бытü
опреäеëены из поëу÷енной ìатpиöы как ÷астный
сëу÷ай обнуëениеì коэффиöиентов γz, γу, , .
Постpоенная ìатpиöа ìасс ìожет бытü испоëü-

зована äëя ìоäеëиpования упpуãих поäвесов ìик-
pоìехани÷еских äат÷иков инеpöиаëüной инфоp-
ìаöии и äpуãих эëеìентов, котоpые ìоãут бытü
пpеäставëены баëо÷ныìи иëи стеpжневыìи ко-
не÷ныìи эëеìентаìи.
В pаботе показана возìожностü испоëüзования

тpехìеpноãо коне÷ноãо эëеìента с пpеäëаãаеìой
ìатpиöей ìасс äëя ÷исëенноãо ìоäеëиpования äи-
наìи÷еских пpоöессов и наãpузок в ìикpоìехани-
÷еских äат÷иках инеpöиаëüной инфоpìаöии.
Пpеиìуществоì пpеäëаãаеìоãо тpехìеpноãо

äвенаäöатистепенноãо коне÷ноãо эëеìента äëя ìо-
äеëиpования явëяþтся: у÷ет сäвиãа и инеpöии се÷е-
ния пpи äефоpìаöии; поëный контpоëü иссëеäова-
теëя наä пpоöессоì вы÷исëений на ëþбой стаäии;
низкие тpебования к вы÷исëитеëüныì ìощностяì
относитеëüно унивеpсаëüных пpоãpаìì коне÷но-
эëеìентноãо ìоäеëиpования; возìожностü иссëе-
äования высоко÷астотных коëебаний, тpебуþщих
пpи коне÷но-эëеìентноì ìоäеëиpовании испоëü-
зоватü øаã pас÷ета поpяäка 10–7 с и ìенее.
Пpиìенение пpеäëаãаеìоãо коне÷ноãо эëеìента

позвоëяет созäаватü спеöиаëизиpованные пpо-
ãpаììы с пpозpа÷ныì аëãоpитìоì pас÷ета äëя
коìпüþтеpноãо ìоäеëиpования конкpетных схеì
äат÷иков с у÷етоì теоpии Тиìоøенко.
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Mass matrix of the 3D finite element with twelve degrees of freedom was constructed taking fully into account Timoshenko
theory — the stiffness of the beam section bending and shear deformation of the cross section. The created mass matrix gene-
ralizes the mass matrices of the beam element, obtained in compliance with Eu-ler-Bernoulli theory and Rayleigh theory pre-
viously constructed by the other authors. These matrices can be obtained by zeroing the specified coefficients in the mass matrix
proposed in the paper. In order to verify the constructed mass matrix several numerical experiments were performed. The results
were compared with the results of the numerical simulation in ANSYS. Numerical modeling demonstrated that the difference
between the values of the natural frequencies in the translational motion obtained with the constructed mass matrix and in AN-
SYS, is less than 1 %. The difference of the maximum displacement under the harmonic loads is less than 5 %. The beats
take place, when the frequency of the driving force is close to the value of the natural frequency. The effect of the resonance
was obtained in the conditions of coincidence of the values of frequency of the driving force and the natural frequency. Thus
the feasibility of using the proposed finite element mass matrix for the numerical simulation of the vibrating processes and loads
of micromechanical inertial sensors was proved. The main advantages of the proposed 3D finite element with twelve degrees
of freedom for modeling are: full respect of the inertia and shear deformation of the cross area; full control over the process
of computing at any stage; low requirements for a computer power in comparison with the universal programs for the finite element
modeling; possibility to do a study of high-frequency oscillations with a step of calculation equal to or less than 10–7 s.
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