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Введение

Известно, ÷то к унивеpсаëüныì инваpиантаì ìе-
хани÷еских систеì относятся вибpоìехани÷еские
äвижения, пpонизываþщие окpужаþщий нас пpи-
pоäный и искусственный ìиpы. Поä äействиеì
вибpаöии — быстpых äвижений в неëинейных ко-
ëебатеëüных систеìах — наибоëее ÷асто возникаþт
сëеäуþщие эффекты: вибpаöионное пеpеìещение,
т. е. напpавëенное в сpеäнеì "ìеäëенное" äвижение,
ина÷е ãовоpя, некотоpое изìенение состояния ìе-
хани÷еской систеìы; изìенение физико-ìехани÷е-
ских свойств теë; стабиëизаöия иëи, наобоpот, äе-
стабиëизаöия поëожения pавновесия; вибpаöион-
ное поääеpжание вpащения и саìосинхpонизаöия
неуpавновеøенных pотоpов, иìеþщая анаëоãиþ в
повеäении небесных теë, и т. ä. О÷евиäно, ÷то этот
пеpе÷енü вибpаöионных эффектов, котоpые фоp-
ìиpуþт ìехани÷еские инваpианты, охватывает оã-
pоìный кpуã весüìа pазнообpазных явëений в со-
вpеìенной технике и техноëоãии. Все они относятся
к новой науке — вибpационной механике [1]. Оäниì
из важных совpеìенных pазäеëов этой науки явëя-
ется вибpоpеология, изу÷аþщая изìенение pеоëоãи-
÷еских хаpактеpистик теë поä äействиеì вибpаöии.
К такиì хаpактеpистикаì относятся эффекты
псевäосжижения, изìенение коэффиöиентов вяз-
кости ìатеpиаëов, вибpопоëзу÷естü, возникновение
вибpокипящеãо сëоя и т. ä.

Межäу вибpаöионной ìеханикой и синеpãети÷е-
ской теоpией упpавëения, pазвитой нау÷ной øко-
ëой Южноãо феäеpаëüноãо унивеpситета [2—4],
оказывается, существует внутpенняя ãëубокая кон-
öептуаëüная связü. Эта связü пpоявëяется в возник-
новении существенно новых äинаìи÷еских свойств
систеì. Пеpейäеì к pассìотpениþ указанных
свойств.

1. Базовые положения вибpационной механики

Pассìотpиì базовые поëожения вибpаöионной
ìеханики, котоpые опиpаþтся на концепцию час-
тичного игноpиpования движений, т. е. механики
систем со скpытыми движениями [1]. Пpеäпоëожиì,
÷то äвижение некотоpой физи÷еской систеìы опи-
сывается äиффеpенöиаëüныìи уpавненияìи

m(x) (t) = R( , x, t), (1)

ãäе x — n-ìеpный вектоp обобщенных кооpäинат,
m(х) — невыpожäенная n Ѕ n ìатpиöа инеpöион-
ных коэффиöиентов, R( , x, t) — вектоp сиë. Тоãäа
ìожно поëожитü

(2)

и назватü X1, ..., Xk + l — явными (учитываемыми),

а y1, ..., yk, , ...,  — скpытыми (игноpиpуемыми)

движениями. В ìоноãpафии [1] обобщенные кооpäи-
наты xk + 1, ..., xk + l названы явными, x1, ..., xk —

частично скpытыми, а xk + l + 1= , ..., xn =  —

скpытыми обобщенными кооpдинатами, т. е. быст-
pыìи пеpеìенныìи.

Установлена глубокая концептуальная связь между вибpомеханикой и синеpгетической теоpией упpавления. Указанная
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Пеpейäеì тепеpü соãëасно выpаженияì (2) к но-
выì обобщенныì кооpäинатаì X1, ..., Xk + l, ,
..., , тоãäа "избыто÷ные" быстpые пеpеìенные
y1, ..., yk ìожно с÷итатü ëибо известныìи функ-
öияìи вpеìени, ëибо уäовëетвоpяþщиìи äопоë-
нитеëüныì независиìыì соотноøенияì

ys(X, y) = 0, s = 1, ..., k, (3)

ãäе X =(X1, ..., Xk + l) и y =(y1, ..., yk, , ..., ) —

соответственно (k + l )- и (n – l )-ìеpные вектоp-
стоëбöы; k — öеëое зна÷ение, pавное ÷исëу скpы-
тых пеpеìенных в (2). В pаботе [1] поä÷еpкивается,
÷то соотноøения (3) ìожно заäаватü пpоизвоëüно.
В то же вpеìя эти pавенства иãpаþт существеннуþ
pоëü, так как они опpеäеëяþт пpинöип, в соответ-
ствии с котоpыì иãноpиpуеìые äвижения отäеëя-
þтся от у÷итываеìых в пеpвых k соотноøениях (2).
В общеì сëу÷ае эти соотноøения ìоãут пpеäстав-
ëятü собой некотоpые äиффеpенöиаëüные уpавне-
ния. Зäесü же буäеì поëаãатü их коне÷ныìи и pаз-
pеøиìыìи относитеëüно y1, ..., yk. Пpеäпоëожиì
тепеpü, ÷то

m0(X0) (t) = R0( , X0, t) (4)

явëяется систеìой 2(k + l)-ãо поpяäка, котоpая со-
ставëена на основании тоãо, ÷то скpытые äвижения
отсутствуþт. В книãе [1] эта систеìа названа упpо-
щенной системой, записанной относитеëüно ìеä-
ëенной пеpеìенной X. Тоãäа, поäставив (2) в уpав-
нения (1) и испоëüзуя n – k – l этих уpавнений
и k соотноøений (3), ìожно найти пpоизвоäные

(t), ..., (t), (t), ..., (t) и искëþ÷итü их из

остаëüных (k ≠ l) уpавнений. В соответствии с со-
отноøенияìи (3) из этих уpавнений ìожно также
искëþ÷итü пеpеìенные y1, ..., yk и (t), ..., (t) и

в pезуëüтате поëу÷итü

m0(X0) (t) = R0( , X0, t) + V1( , X, , y, t), (5.1)

ãäе  = ( , ..., ).

Поëу÷енные уpавнения отëи÷аþтся от (4) наëи-
÷иеì V1 — вектоpа дополнительных сил. Эти уpав-
нения вìесте с соотноøенияìи (3) и остаëüныìи
äиффеpенöиаëüныìи уpавненияìи обpазуþт сис-
теìу, котоpая в сиëу (2) эквиваëентна исхоäной
систеìе (1). Есëи бы указанные остаëüные äиффе-
pенöиаëüные уpавнения уäаëосü пpоинтеãpиpоватü
с у÷етоì (3), то тоãäа быëи бы найäены функöии
y( , X, t, ), зависящие от 2n(n – k – l) пpоиз-
воëüных постоянных , котоpые зависят от на-
÷аëüных усëовий äëя функöий , ..., . В pе-
зуëüтате быëа бы поëу÷ена систеìа

m0(X) (t) = R0( , X, t) + V2( , X, t, c). (5.2)

В ìоноãpафии [1] боëее поäpобно изëожены
pассужäения, пpивоäящие к такоãо pоäа систеìаì.
Пеpехоä к этиì систеìаì существенныì обpазоì
опиpается на пpеäпоëожение, ÷то äëя нас пеpво-

степенный интеpес пpеäставëяþт явные äвижения,
а вëияние скpытых äвижений ëибо ìаëо, ëибо их
ìожно у÷естü пpибëиженно. Пpи этих пpеäпоëо-
жениях испоëüзование указанных систеì окажется
пpоще и уäобнее. В этоì и состоит сущностü пpеä-
ëоженной в pаботе [1] конöепöии иãноpиpования
скpытых äвижений.
Пpеиìущества этой конöепöии особенно пpо-

явëяþтся в сëу÷ае, коãäа äопоëнитеëüные сиëы V2
ìожно с÷итатü не зависящиìи от постоянных с.
Это наибоëее хаpактеpно äëя систеì, встpе÷аþ-
щихся в вибpаöионной ìеханике, коãäа изу÷аþтся
äвижения, асиìптоти÷ески устой÷ивые по скpы-

тыì кооpäинатаì , ...,  и их скоpостяì

(t), ..., (t) во всей обëасти изìенения пе-

pеìенных. Тоãäа, в пpинöипе, ìожно как бы "по÷ти
забытü" о существовании в исхоäной систеìе скpы-
тых обобщенных кооpäинат. Пpи этоì систеìа с
те÷ениеì вpеìени "забывает" соответствуþщие на-

÷аëüные усëовия, а пеpеìенные  и у пpевpаща-
þтся в конкpетные функöии вpеìени. В этоì сëу÷ае
пpивеäенные выøе уpавнения пpиобpетаþт сëе-
äуþщуþ общуþ фоpìу:

m0(X) (t) = R0( , X, t) + V( , X, t). (5.3)

В этих уpавнениях скpытые äвижения пpеäстав-
ëены тоëüко выpаженияìи äëя äопоëнитеëüных
сиë V, и в зависиìости от указанных асиìптоти÷ески
устой÷ивых äвижений эти выpажения буäут pазëи÷-
ныìи äëя соответствуþщеãо типа такоãо äвижения.
О÷евиäные пpеиìущества пеpехоäа от исхоäных уpав-
нений (1) к уpавненияì äëя явных äвижений (5.3) со-
стоят в понижении поpяäка изу÷аеìых äвижений.
В фазовоì пpостpанстве pассìатpиваеìое по-

нижение поpяäка äиффеpенöиаëüных уpавнений
ìожно интеpпpетиpоватü как пpитяжение изобpа-
жаþщей то÷ки (ИТ) исхоäной систеìы (1) к неко-
тоpой öиëинäpи÷еской повеpхности  = (t) и по-
сëеäуþщее ее äвижение по этой повеpхности иëи в
ее ìаëой окpестности. О÷евиäно, ÷то уpавнения äви-
жения ИТ по указанной повеpхности буäут описы-
ватüся уpавненияìи, отëи÷аþщиìися от уpавнений
äвижения в пpостpанстве (t), , t. Поä÷еpкнеì,
÷то пpи сфоpìуëиpованноì усëовии, а также пpи
выпоëнении соотноøений (2) и (3) иìеется поëное
соответствие ìежäу свойстваìи устой÷ивости ис-
хоäной систеìы (1) по пеpеìенныì (t), x и äви-
жений кооpäинат (t) и X, описываеìых уpавне-
нияìи (5).
Уpавнения виäа (5.3) отнесены в pаботе [1] к ос-

новным уpавнениям вибpационной механики, по-
стpоение котоpых опиpается на сëеäуþщуþ, по÷ти
о÷евиäнуþ основнуþ теоpеìу ìеханики систеì со
скpытыìи äвиженияìи:
Теоpема. Диффеpенöиаëüные уpавнения явных

äвижений отëи÷аþтся от уpавнений упpощенной
систеìы наëи÷иеì некотоpых äопоëнитеëüных сиë,

yk l 1+ +~
yn~

yk l 1+ +~ yn~

X··0 X· 0

y··1 y··k y··k l 1+ + y··n

y·1 y·k

X··0 X· 0 X· y~

y~ yk l 1+ +~ yn~

X· c~
c~

yk l 1+ +~ yn~

X·· X· X·
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yk l 1+ +~
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зависящих в общеì сëу÷ае как от явных, так и от
скpытых обобщенных кооpäинат и скоpостей иëи
от явных обобщенных кооpäинат и скоpостей и со-
ответствуþщеãо ÷исëа постоянных интеãpиpования.
В сëу÷ае асиìптоти÷еской устой÷ивости äвижения
по скpытыì обобщенныì кооpäинатаì и скоpо-
стяì пpи ëþбых X(t) из pассìатpиваеìой обëасти
зависиìостü äопоëнитеëüных сиë от указанных по-
стоянных с те÷ениеì вpеìени становится несуще-
ственной, и ìожно с÷итатü, ÷то эти сиëы зависят
тоëüко от явных äвижений. Пpи усëовии оäнозна÷-
ности и непpеpывности пpеобpазования от исхоä-
ных пеpеìенных х к пеpеìенныì X,  и обpатно
вбëизи pассìатpиваеìых äвижений ìежäу свойст-
ваìи устой÷ивости äвижений исхоäной систеìы (1)
по пеpеìенныì (t) и х и систеìы (5.3) по пеpе-
ìенныì (t) и X иìеется поëное соответствие.
В книãе [1] поä÷еpкивается, ÷то появëение в

уpавнениях явных äвижений (5.3) äопоëнитеëüных
сиë V не поääается объяснениþ, есëи не у÷итыватü
наëи÷ия скpытых äвижений. Pазуìеется, ÷то пpи
наëи÷ии скpытых äвижений и не у÷ете сиë V основ-
ные законы и поëожения ìеханики äëя основных
äвижений выпоëнятüся не буäут, ëибо буäут выпоë-
нятüся ëиøü пpибëиженно. Указанное обстоятеëü-
ство неpеäко сëужиëо повоäоì äëя оøибок и па-
pаäоксов, впëотü äо выpажения соìнений вообще
в спpавеäëивости известных законов кëасси÷еской
ìеханики. Оäнако о÷евиäно, ÷то обоснованное иã-
ноpиpование ìаëосущественных äвижений и степе-
ней свобоäы äает возìожностü зна÷итеëüно уп-
pоститü изу÷ение повеäения ìехани÷еских систеì.
Иãноpиpование же существенных степеней свобо-
äы пpивоäят к невеpныì утвеpжäенияì о äвижении
этих систеì коëи÷ественноãо и ка÷ественноãо ха-
pактеpа. В связи с этиì в pаботе [1] ставятся äва
важных вопpоса:

1. Допустиìо ëи не у÷итыватü скpытые äвиже-
ния, в ÷астности, скpытые степени свобоäы, т. е.
вìесто уpавнений (1) иëи (5.3) pассìатpиватü уп-
pощенные уpавнения (4)?

2. Как пpакти÷ески поëу÷итü выpажения, хотя
бы пpибëиженные, äëя äопоëнитеëüных сиë?
В pаботе [1] отìе÷ается, ÷то ответ на пеpвый во-

пpос ìожет бытü поëу÷ен на основе ìетоäа ìаëоãо
паpаìетpа и ìетоäа интеãpаëüных ìноãообpазий,
оäнако в ëитеpатуpе ìаëо пубëикаöий, посвящен-
ных еãо pассìотpениþ с общих позиöий ìеханики.
Ответу же на втоpой вопpос посвящена саìа ìоно-
ãpафия [1], в котоpой изëожены способы пpибëи-
женноãо нахожäения вибpаöионной сиëы V, а также
составëения и анаëиза основных уpавнений вибpа-
öионной ìеханики äëя pазëи÷ных сëу÷аев их pазäе-
ëения на ìеäëенные и быстpые äвижения äëя кон-
кpетных пpеäпоëожений и техни÷еских пpиìенений.
В öеëоì, суäя по pаботе [1], в настоящее вpеìя

pазвиты ìетоäы пpибëиженноãо анаëиза вибpаöи-
онных пpоöессов и эвpисти÷ескоãо постpоения со-
ответствуþщих уpавнений типа (4), описываþщих
ìеäëенные äвижения ìехани÷еской систеìы. Что же

касается ìетоäов pеãуëяpноãо синтеза и öеëена-
пpавëенноãо фоpìиpования вибpаöионных сиë,
напpиìеp äëя вибpоpеоëоãи÷еских неëинейных сис-
теì, то эти ìетоäы тоëüко на÷инаþт pазвиватüся.
Как отìе÷ается в pаботе [1], pеøение этой важной
пpобëеìы — заäа÷а бëижайøеãо буäущеãо.
У÷итывая важностü фоpìиpуþщихся в те÷ение

ìноãих äесятиëетий теоpети÷еских основ вибpаöи-
онной ìеханики, а также ее pазнообpазных пpиìе-
нений — от ìаятниковых устpойств и pотоpных
ìеханизìов äо вибpоpеоëоãии pазëи÷ных сpеä, pас-
сìотpиì тепеpü изëоженные выøе базовые поëо-
жения вибpоìеханики и возникаþщие пpи этоì
неpеøенные пpобëеìы с то÷ки зpения синеpãети-
÷ескоãо поäхоäа к упpавëяеìыì ìехани÷ескиì
систеìаì.

2. Вибpационная механика 
и методы синеpгетической теоpии упpавления

Есëи вниìатеëüно изу÷итü соäеpжание кpатко
изëоженных выøе базовых поëожений вибpоìеха-
ники и ее основной теоpеìы, то ìожно с о÷евиä-
ностüþ убеäитüся, ÷то все они существенныì об-
pазоì соãëасуþтся с иäеоëоãией синеpãети÷ескоãо
поäхоäа, опиpаþщеãося, как известно, на пpинöип
"pасøиpения—сжатия" фазовоãо пpостpанства.
Ис÷еpпываþщее pеøение указанных выøе заäа÷
вибpаöионной ìеханики, сфоpìуëиpованных
Н. И. Бëехìаноì в основопоëаãаþщей ìоноãpа-
фии [1], ìожет бытü изëожено в теpìинах синеp-
ãети÷ескоãо поäхоäа и, сëеäоватеëüно, ìетоäа ана-
ëити÷ескоãо констpуиpования аãpеãиpованных pе-
ãуëятоpов (АКАP). Тоãäа эту науку ìожно назватü
"упpавляемой вибpомеханикой". Pассìотpиì ее ос-
новные заäа÷и в теpìинах ìетоäа АКАP.
Так, скpытые пеpеìенные вибpоìеханики —

это кооpäинаты состояния, котоpые не явëяþтся
основныìи и "ис÷езаþт" в пpоöессе äвижения ИТ
упpавëяеìой систеìы к финиøноìу инваpиантноìу
ìноãообpазиþ, непосpеäственно связанноìу с той
техноëоãи÷еской заäа÷ей, котоpуþ и äоëжна, в ко-
не÷ноì итоãе, pеаëизоватü вибpосистеìа. Указан-
ное финиøное ìноãообpазие как pаз и описывается
систеìой уpавнений пониженноãо поpяäка (4), от-
носящейся к основныì уpавненияì вибpоìеханики.
Ина÷е ãовоpя, уpавнения (4) — это уpавнения äе-
коìпозиpованной систеìы в ìетоäе АКАP.
Действие же сиë V1, V2 и V, соответственно

вхоäящих в основные уpавнения вибpоìеханики
(5.1)—(5.3), аäекватны äействиþ "внутpенних" упpав-
ëений ìетоäа АКАP, обеспе÷иваþщих асиìптоти-
÷ески устой÷ивое äвижение ИТ вäоëü инваpиантных
ìноãообpазий иëи их пеpесе÷ений. Сëеäует поä-
÷еpкнутü, ÷то в ìетоäе АКАP, в отëи÷ие от ìетоäов
вибpоìеханики [1], никаких упpощаþщих эвpи-
сти÷еских пpеäпоëожений о pазäеëении äвижений
на "быстpые" и "ìеäëенные" не äеëается. Такоãо
pоäа pазäеëение äвижений в ìетоäе АКАP pеаëи-
зуется в pезуëüтате pеãуëяpных пpоöессов упpавëе-

y~

X·

X·
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ния, "сжиìаþщих" фазовый объеì систеìы, т. е.
осуществëяется упpавëяеìая асиìптоти÷еская äи-
наìи÷еская äекоìпозиöия систеìы. В pезуëüтате
этих äекоìпозиöионных пpоöессов ìоãут бытü сфоp-
ìиpованы уpавнения типа (4), описываþщие неко-
тоpуþ повеpхностü в фазовоì пpостpанстве. К этой
повеpхности "пpитяãиваþтся" ИТ из опpеäеëенной
обëасти.
Особо поä÷еpкнеì, ÷то синеpãети÷еский поäхоä

и ìетоä АКАP позвоëяþт äатü ис÷еpпываþщие от-
веты на поставëенные выøе äва фунäаìентаëüных
вопpоса вибpаöионной ìеханики [1]. Во-пеpвых,
äеëо не стоëüко в иãноpиpовании скpытых äвижений,
т. е. скpытых степеней свобоäы, скоëüко в öеëена-
пpавëенности пpоöессов äвижения ИТ к финиø-
ныì ìноãообpазияì, описываеìыì уpавненияìи (4)
пониженноãо поpяäка. В пpоöессе этоãо äвижения
указанные скpытые степени свобоäы "осеäаþт" на
пpоìежуто÷ных иëи финиøных инваpиантных
ìноãообpазиях. Во-втоpых, в ìетоäе АКАP совеp-
øенно pеãуëяpно и то÷но поëу÷аþтся "внутpенние"
упpавëения, äействие котоpых аäекватно äействиþ
äопоëнитеëüных сиë в пpибëиженных ìетоäах
вибpаöионной ìеханики. Иìенно ис÷еpпываþщие
ответы на указанные выøе фунäаìентаëüные во-
пpосы, äанные ìетоäоì АКАP, и позвоëяþт поëо-
житü на÷аëо новоãо напpавëения — "упpавляемой
вибpомеханики".
Конкpетно сутü этоãо напpавëения своäится к

öеëенапpавëенноìу фоpìиpованиþ уpавнений
типа (4), котоpые в теpìинах ìетоäа АКАP явëя-
þтся жеëаеìыìи инваpиантныìи ìноãообpазияìи,
вкëþ÷аþщиìи в себя, в ÷астности, и технологиче-
ские инваpианты. Такие инваpианты возникаþт в
вибpоìеханике пpи pассìотpении сëеäуþщих за-
äа÷ [1]: стабиëизаöия ìаятниковых систеì с вибpи-
pуþщей осüþ поäвеса; синхpонизаöия вpащаþщихся
теë; вибpаöионное поääеpжание вpащения pотоpов;
вибpаöионное поääеpжание пëанетаpноãо äвижения
(вибpаöионные äpобиëки и ìеëüниöы); вибpаöи-
онное тоpìожение вpащения; саìосинхpонизаöия
ìехани÷еских вибpовозбуäитеëей; вибpаöионное
пеpеìещение и сìещение (ãpохота, суøиëки, кон-
öентpаöионные стоëы, сепаpатоpы и äp.); вибpа-
öионное pазäеëение коìпонентов сыпу÷их сìесей;
вибpаöионное поãpужение, внеäpение и pезание;
вибpоpеоëоãия, т. е. äефоpìаöия и теку÷естü ве-
ществ, и т. ä.

3. Пpимеp

В ка÷естве пpиìеpа pассìотpиì заäа÷у П. Л. Ка-
пиöы о стабиëизаöии "пеpевеpнутоãо ìаятника".
На pис. 1, взятоì из pаботы [5], изобpажена схеìа
такоãо ìаятника, котоpый тpебуется поääеpживатü
в устой÷ивоì веpхнеì поëожении, испоëüзуя соот-
ветствуþщие способы пеpеìещения еãо оси. Дëя
pеøения этой заäа÷и пpиìениì ìетоä (АКАP) [2—4],
позвоëяþщий синтезиpоватü базовые законы упpав-

ëения, отpажаþщие естественные свойства "пеpе-
веpнутоãо ìаятника".
Синтез законов упpавления. В нау÷но-техни÷еской

ëитеpатуpе [6] в те÷ение ìноãих ëет иссëеäуется
повеäение неëинейной коëебатеëüной систеìы с
паpаìетpи÷ескиì возбужäениеì виäа

(t) = ω; (t) = M – (ν + μ sinωt)sinθ, (6)

ãäе θ — уãëовая пеpеìенная; M, ν, μ — паpаìетpы.
Уpавненияìи (6) описывается, напpиìеp, äвижение
ìаятника на коëебëþщеìся основании иëи äисба-
ëансноãо pотоpа, äвижение заpяженной ÷астиöы в
поëе синусоиäаëüной воëны и т. ä. Так, пpи M = 0
и sinθ ≈ θ систеìа (6) пpевpащается в øиpоко из-
вестное уpавнение Матüе, описываþщее пpоöессы
ëинейноãо паpаìетpи÷ескоãо возбужäения и pезо-
нанса. Особенно ìноãо вниìания быëо уäеëено
изу÷ениþ устой÷ивости "пеpевеpнутоãо ìаятника"
в веpхнеì поëожении, коãäа еãо основание поäвеp-
ãается веpтикаëüныì ãаpìони÷ескиì коëебанияì.
В этоì сëу÷ае ìаятник описывается äиффеpенöи-
аëüныì уpавнениеì

J (t) – ml(g + aω2sinωt)sinθ = 0, (7)

ãäе θ — уãоë откëонения от веpтикаëи; J, m — ìоìент
инеpöии и ìасса; l — pасстояние от öентpа ìасс äо
оси поäвеса; g — ускоpение сиëы тяжести.
В на÷аëе 50-х ãоäов XX в. быëи опубëикованы

знаìенитые pаботы П. Л. Капиöы [7, 8], вызвавøие
нау÷нуþ сенсаöиþ. В этих pаботах на основе эвpи-
сти÷еских pассужäений изу÷ается заäа÷а о повеäении
ìаятника (7) с вибpиpуþщей осüþ поäвеса. Иìенно
в них впеpвые быëо ввеäено понятие о "вибpаöи-

θ· ω·

θ··

Pис. 1. Схема "пеpевеpнутого маятника"
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онноì ìоìенте". В посëеäуþщих ìноãо÷исëенных
pаботах этот пpиеì быë испоëüзован äëя pеøения
pазëи÷ных пpикëаäных заäа÷ в обëасти неëиней-
ных коëебаний [1]. Собственно ãовоpя, П. Л. Ка-
пиöей быë поставëен сëожный вопpос о пpи÷инах
стабиëизаöии веpхнеãо, опpокинутоãо поëожения
ìаятника (7) путеì ãаpìони÷еских веpтикаëüных
коëебаний еãо оси поäвеса по закону u(t) = aω2sinωt.
Pассìотpиì pеøение ìетоäоì АКАP [2—4] боëее
общей заäа÷и синтеза упpавëения "пеpевеpнутыì
ìаятникоì": найти закон упpавëения u = F(θ, )
в фоpìе обpатных связей, обеспе÷иваþщий ста-
биëизаöиþ ìаятника (7) относитеëüно веpтикаëü-
ноãо поëожения. Синтезиpуеìый закон, иìеþщий
физи÷еский сìысë ускоpения, äоëжен в функöии
вpеìени u(t) иìетü пеpиоäи÷еский хаpактеp. Дëя
pеøения этой новой заäа÷и синтеза ввеäеì обозна-
÷ения x1 = θ, x2 = (t) и запиøеì уpавнение (7) в
виäе систеìы

(t) = x2; (t) = (g + u)sinx1. (8)

Ставится заäа÷а: найти закон упpавëения u(x1, x2),
обеспе÷иваþщий устой÷ивостü систеìы (8) отно-
ситеëüно поëожения x1 = x2 = 0. Жеëатеëüно, ÷тобы
этот закон в функöии вpеìени иìеë пеpиоäи÷е-
ский хаpактеp. Дëя этоãо ввеäеì сëеäуþщуþ ìак-
pопеpеìеннуþ:

ψ = x2 – ω , (9)

ãäе A, ω — соответственно заäанные аìпëитуäа и
÷астота коëебаний. Тоãäа, поäставëяя ψ (9) в ин-
ваpиантное соотноøение

T (t) + ψ = 0,

поëу÷аеì выpажение

x2 +  + ψ = 0,

откуäа, в сиëу уpавнений ìаятника (8), нахоäиì за-
кон упpавëения

 = –  –  – . (10)

Отсþäа сëеäует, ÷то äвижение заìкнутой систе-
ìы (8), (11) буäет описыватüся äиффеpенöиаëüныìи
уpавненияìи

(t) = x2; (t) = –  = – . (11)

Покажеì, ÷то систеìа (11) äействитеëüно иìеет
интеãpаë äвижения ψ1 = 0 (9). Дëя этоãо поäеëиì

втоpое уpавнение систеìы (11) на пеpвое, тоãäа
поëу÷иì

 = –  – . 

Поëожив в этоì уpавнении ψ1 = 0 и интеãpиpуя,
нахоäиì

x2 = ω ,

т. е. снова поëу÷аеì ψ1 = 0, ÷то свиäетеëüствует о на-
ëи÷ии в систеìе (11) интеãpаëа äвижения ψ1 = 0 (9).
Итак, энеpãети÷ескиì ìетоäоì синтезиpован базо-
вый закон упpавëения u (10) в функöии обpатных
связей, т. е. кооpäинат x1 и x2 "пеpевеpнутоãо ìа-
ятника". Испоëüзуя (9), пpеäставиì заìкнутуþ сис-
теìу (11) в кооpäинатах x1 и ψ:

(t) = ω  + ψ; ψ(t) = – ψ. (12)

Пpоäиффеpенöиpовав пеpвое уpавнение, запи-
øеì заìкнутуþ систеìу с у÷етоì ψ (9) также в виäе

(t) = –ω2x1 – ψ; (t) = – ψ.(13)

Из уpавнений (13) сëеäует, ÷то ÷еpез t ≈ (3÷4)Т
функöия ψ → 0, и в заìкнутой систеìе (11) уста-
навëиваþтся ãаpìони÷еские коëебания

x1(t) = A sin(ωt + ϕ0); x2(t) = Aωcos(ωt + ϕ0). (14)

Pассìотpиì тепеpü повеäение заìкнутой систе-
ìы (11) на инваpиантноì ìноãообpазии ψ = 0 (9),
куäа она неизбежно выхоäит поä äействиеì базо-
воãо закона упpавëения (10). Движение заìкнутой
систеìы (11) вäоëü ìноãообpазия ψ = 0 (9) описы-
вается äекоìпозиpованныì уpавнениеì

(t) = ω ,

т. е.  + ω2  = ω2A2 = 2E0, (15)

ãäе E0 — поëная энеpãия систеìы. Это озна÷ает, ÷то
систеìа (11) обëаäает на ìноãообpазии ψ = 0 (9)
пpеäеëüныì öикëоì, т. е. ãаpìони÷ескиì аттpакто-
pоì. Отсþäа сëеäует, ÷то ìаятник, котоpый как бы
еще pаз "пеpевеpнуëся", устой÷иво коëебëется возëе
веpхнеãо поëожения с заäанныìи ÷астотой ω и аì-
пëитуäой A. На ìноãообpазии ψ = 0 (9) базовый за-
кон упpавëения (11) pеäуöиpуется во "внутpеннее"
упpавëение

 = –  – , (16)

а заìкнутая систеìа (8), (16) описывается уpав-
нениеì

(t) + ω2x1ψ = 0, (17)
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котоpое непосpеäственно сëеäует из (13) пpи ψ = 0.
Нескоëüко неожиäанно, ÷то поëу÷енное выpаже-
ние (17) — это уpавнение обы÷ной консеpвативной
систеìы. Ина÷е ãовоpя, äиссипативная систеìа,
исхоäно описываеìая неëинейныìи äиффеpенöи-
аëüныìи уpавненияìи (11) иëи (12), пpеобpазуется
на ìноãообpазии ψ = 0 (9) в консеpвативнуþ сис-
теìу (17), иìеþщуþ pеøение

x1ψ(t) = asin(ωt + ϕ0), (18)

ãäе

a = ; ϕ0 = arctg . (19)

Пеpехоä заìкнутой äиссипативной систеìы (11)
в консеpвативнуþ фоpìу (17) на ìноãообpазии
ψ = 0 (9) впоëне естественен с физи÷еской то÷ки
зpения. Деëо в тоì, ÷то посëе попаäания систеìы (11)
на ìноãообpазие ψ = 0 (9) в ней устанавëивается ба-
ëанс ìежäу энеpãией ìаятника и энеpãией, посту-
паþщей от упpавëения u (10). По своей стpуктуpе
pеøение (18), (19) совпаäает с (14), оäнако на÷аëü-
ные усëовия в (19) связаны соотноøениеì (9), т. е.

x20ψ =  = ω ,

поäставив котоpое в (19), нахоäиì

a = A и ϕ0 = arctg  = arcsin . (20)

Соãëасно (14) и (20) pеøения неëинейной сис-
теìы (12) и консеpвативной систеìы (17) на энеpãе-
ти÷ескоì ìноãообpазии ψ = 0 (9) то÷но совпаäаþт.
Такиì обpазоì, повеäение ìаятника на ìноãо-

обpазии ψ = 0 (9) описывается, с оäной стоpоны,
неëинейныì äиффеpенöиаëüныì уpавнениеì (12),
иìеþщиì pеøение (14), а с äpуãой — уpавнениеì
консеpвативной систеìы (17), котоpое иìеет pеøе-
ние (18), то÷но совпаäаþщее с (14). Этот, на наø
взãëяä, äостато÷но неоpäинаpный факт, отpажаþ-
щий внутpенние естественные законоìеpности в по-
веäении ìаятника (8), упpавëяеìоãо законоì (10),
свиäетеëüствует о пеpспективных возìожностях
ìетоäа АКАP в заäа÷ах упpавëения неëинейныìи
коëебанияìи.
Сäеëаеì тепеpü упpощаþщие пpеäпоëожения о

тоì, ÷то сиëа тяжести mg в систеìа (8) ëибо ìаëа
по сpавнениþ с pазвиваеìой вибpиpуþщиì ìаят-
никоì сиëой инеpöии mАω2, ëибо g(t) пpеäставëяет
собой некотоpое неизìеpяеìое постоянное и оãpа-
ни÷енное возìущение |g | m g0, äействуþщее на ìа-

ятник (8). Тоãäа ÷ëен g в законе упpавëения (10)

буäет отсутствоватü, т. е.

u = –  – . (21)

В этоì сëу÷ае повеäение заìкнутой систеìы (8),
(21) по-пpежнеìу описывается уpавненияìи (11).
Пpи этоì на ìноãообpазии ψ = 0 (9) закон упpав-
ëения u (21) pеäуöиpуется в фоpìу

u1ψ = – , (22)

а заìкнутая систеìа (8), (22) буäет иìетü консеp-
вативный виä:

(23)

Усëовие устой÷ивости систеìы (23) сëеäуþщее:

Jω2 > mlg пpи –π < x1ψ < π. (24)

Отсþäа пpеäпоëаãая, ÷то äëя ìаятника J = ml 2,
иìееì

lω2 > g. (25)

Усëовие (25) явëяется веpхниì и обеспе÷ивает
устой÷ивостü "пеpевеpнутоãо ìаятника" (8) пpи
äействии на неãо pеäуöиpованноãо закона упpав-
ëения (22).
Найäеì тепеpü нижнþþ и веpхнþþ ãpаниöы

аìпëитуäы упpавëяþщеãо возäействия u1ψ (21).
Дëя этоãо вы÷исëиì пpеäеë

u1ψinf = –  = –lω2, (26)

из котоpоãо сëеäует нижняя ãpаниöа упpавëяþщеãо
возäействия. У÷итывая, ÷то x1ψ(t) — это ãаpìони÷е-
ская функöия (14) с аìпëитуäой A, веpхнее зна÷ение
упpавëяþщеãо возäействия u1ψ (22) буäет pавно 

u1ψsup = –  пpи A < π, pаä. (27)

Из (26) и (27) сëеäует, ÷то аìпëитуäа упpавëяþ-
щеãо возäействия u1ψ, иìеþщеãо пеpиоäи÷еский
хаpактеp, pавна

B = Au = 0,5lω2 , A < π, pаä. (28)

Итак, в pезуëüтате иссëеäования заìкнутой сис-
теìы (8), (22) на ìноãообpазии ψ = 0 (9) найäены
усëовия устой÷ивости (25), аìпëитуäа Au (28) упpав-
ëяþщеãо возäействия и ãаpантиpованная обëастü
пpитяжения (24) "пеpевеpнутоãо ìаятника" к веpх-
неìу поëожениþ. Сëеäует отìетитü, ÷то закон
упpавëения u1ψ (22) — это своеãо pоäа анаëоã виб-
pаöионной сиëы, фоpìиpуþщей "ìеäëенное" äви-
жение ìаятника соãëасно основаì вибpаöионной
ìеханики [1, 7, 8].

1
ω
--- x·10ψ

2 ω2x10ψ+
x·10ψ
ωx10
---------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

x·10ψ A2 x10ψ
2

–

A2 x10ψ
2

–

x·10
---------------------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ x10ψ

A
--------

ml
J
-----

Jωx1x2

ml A2 x1
2

– sinx1

--------------------------------
Jψx1

2

mlTsinx1
------------------

Jω2x1ψ
mlsinx1ψ
------------------

(t) = x2ψ;

(t) = –ω2x1ψ + sinx1ψ.

x·1ψ

x·2ψ
mlg
J

-------

lim
x1ψ→0

lω2x1ψ
sinx1ψ
-------------

lω2A
sinA
---------

A
sinA
-------- 1–⎝ ⎠
⎛ ⎞
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На pис. 2—5 пpивеäены pезуëüтаты ìоäеëиpо-
вания систеìы (8), (21) пpи l = 0,3 ì, ω = 50 раä/с,
A = 1 pаä, T = 0,02 с, котоpые в поëной ìеpе поä-
твеpжäаþт теоpети÷еские поëожения ìетоäа АКАP
пpиìенитеëüно к заäа÷е упpавëения "пеpевеpнутыì
ìаятникоì" путеì ввеäения обpатных связей.
О задаче П. Л. Капицы. Изëоженное выøе pе-

øение заäа÷и стабиëизаöии "пеpевеpнутоãо ìаят-
ника" (8) основано на иäеоëоãии ввеäения некотоpой
совокупности обpатных связей по кооpäинатаì x1
и x2. Эти связи синтезиpованы в виäе соответст-
вуþщеãо закона упpавëения u(х1, x2) на основе
энеpãети÷ескоãо ìетоäа, базиpуþщеãося на ввеäении
инваpиантных ìноãообpазий. В указанной поста-
новке заäа÷а стабиëизаöии "пеpевеpнутоãо ìаят-
ника" ис÷еpпываþщиì обpазоì pеøена как в фоpìе
базовоãо закона упpавëения u(x1, x2) (10), пеpево-
äящеãо ìаятник в веpхнее поëожение из пpоиз-
воëüных на÷аëüных усëовий по x10 и x20, так и в
фоpìе pеäуöиpованноãо закона uψ (22), обеспе÷и-
ваþщеãо стабиëизаöиþ ìаятника в опpеäеëенной
обëасти пpитяжения. На основе поëу÷енных зако-
нов заìкнутоãо упpавëения ìоãут бытü постpоены
соответствуþщие систеìы стабиëизаöии. Такова
сутü общеãо поäхоäа к заäа÷е стабиëизаöии "пеpе-
веpнутоãо ìаятника" веpтикаëüныìи коëебанияìи
на основе синтезиpуеìых обpатных связей.

Оäнако, на÷иная с pабот П. Л. Капиöы [7, 8], за-
äа÷а стабиëизаöии "пеpевеpнутоãо ìаятника" пpо-
äоëжает активно изу÷атüся как заäа÷а анаëиза сис-
теìы (8) пpи апpиоpноì заäании закона упpавëе-
ния в виäе ãаpìони÷еской функöии вpеìени
u(t) = aω2sinωt. В pезуëüтате пpихоäят к необхоäи-
ìости анаëиза неëинейноãо нестаöионаpноãо äиф-
феpенöиаëüноãо уpавнения типа Матüе (7), то÷ное
pеøение котоpоãо в ëитеpатуpе отсутствует [1, 5, 6, 9].
В связи с этиì в pаботах ìноãих автоpов pазвива-
ëисü ìетоäы поиска пpибëиженных pеøений таких
уpавнений путеì pазäеëения äвижений на быстpые
и ìеäëенные. Обøиpный обзоp такоãо pоäа ìето-
äов асиìптоти÷ескоãо усpеäнения сäеëан в ìоно-
ãpафии [1].
Пеpейäеì тепеpü к иссëеäованиþ свойств синте-

зиpованных выøе законов упpавëения как пеpиоäи-
÷еских функöий вpеìени. Пpовеäеì общепpиня-
тый анаëиз [1, 6, 7] повеäения ìаятника (8), нахо-
äящеãося поä äействиеì веpтикаëüных коëебаний,
ãенеpиpуеìых законоì упpавëения (22) в виäе пе-
pиоäи÷еской функöии вpеìени. С у÷етоì (14) за-
пиøеì закон упpавëения:

u1ψ(t) = – . (29)

Pис. 3. Гpафик поведения кооpдинаты x1

Pис. 2. Фазовый поpтpет системы Pис. 4. Гpафик поведения кооpдинаты x2

Pис. 5. Гpафик поведения упpавления u1

lω2Asin ωt ϕ0+( )
sin Asin ωt ϕ0+( )[ ]
------------------------------------
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Виäно, ÷то закон упpавëения u1ψ(t) — это пе-
pиоäи÷еская функöия вpеìени с аìпëитуäой Au (28).
У÷итывая, ÷то sin2(ωt + ϕ0) = 0,5 – 0,5cos2(ωt + ϕ0),
на основе (29) ìожно поëу÷итü пpибëиженные за-
коны упpавëения

u1ψ(t) ≅ – (30)

иëи

u1ψ(t) ≈ –lω2 1 +  – cos2(ωt + ϕ0) . (31)

Из (29)—(31) непосpеäственно сëеäует, ÷то за-
кон u1ψ(t) (29) — это пеpиоäи÷еская функöия вpе-
ìени с заäаваеìыìи аìпëитуäой Au (26), ÷астотой
ω1 = 2ω и пеpиоäоì T ≅ π/ω. На pис. 6 и 7 показаны
pезуëüтаты ìоäеëиpования повеäения "пеpевеpну-
тоãо ìаятника" (8) поä äействиеì веpтикаëüных
пеpиоäи÷еских коëебаний u1ψ(t) (27). Из-за pезо-
нансноãо взаиìоäействия ìежäу упpавëениеì
u1ψ(t) (27) и ìаятникоì (8) ìоãут возникатü еãо ìо-
äуëиpованные коëебания. Анаëоãи÷но äействуþт и
законы упpавëения (28) и (29).
Такиì обpазоì, закон упpавëения u1ψ(t) (27) и еãо

пpибëижения (28) иëи (29) позвоëиëи найти эëе-

ãантное pеøение заäа÷и стабиëизаöии "пеpевеpну-
тоãо ìаятника" в фоpìе, поставëенной П. Л. Ка-
пиöей [7, 8]. Оказывается, ÷то äëя этоãо сëеäует
осуществитü веpтикаëüные коëебания то÷ки поäвеса
ìаятника по пеpиоäи÷ескоìу закону u1ψ(t) (27),
котоpый иìеет аìпëитуäу Au (26), ÷астоту ω1 = 2ω
и пеpиоä T = π/ω. Пpи этоì äоëжно выпоëнятüся
усëовие lω2 > g, т. е. l  > 4g. Важно особо поä-
÷еpкнутü, ÷то ìежäу коëебанияìи упpавëяþщеãо
возäействия u1ψ(t) (27) и ìаятника возникает ос-
новной паpаìетpи÷еский pезонанс ω1 : ω = 2, ÷то
иìеет саìостоятеëüное зна÷ение. Pеаëизаöия зако-
нов (27)—(29) не вызывает каких-ëибо техни÷еских
затpуäнений и ìожет бытü осуществëена на ãене-
pатоpах ãаpìони÷еских коëебаний.
Поäвеäеì итоãи. Синтезиpованный на основе

ìетоäа АКАP базовый закон упpавëения u (11),
фоpìиpуþщий соответствуþщие обpатные связи
по кооpäинатаì x1 и x2, пеpевоäит "пеpевеpнутый
ìаятник" из пpоизвоëüноãо на÷аëüноãо состояния
(x10, x20) на ìноãообpазие ψ = 0 (9), на котоpоì он
совеpøает устой÷ивые коëебания (14) с заäанныìи
аìпëитуäой A и ÷астотой ω. Пpи испоëüзовании
усе÷енноãо закона u1 (20) ìаятник также стабиëи-
зиpуется в веpхнеì поëожении пpи выпоëнении
усëовия (23). На ìноãообpазии ψ = 0 (9) законы (11)
и (20) pеäуöиpуþтся соответственно в фоpìы (16)
и (21), иìеþщие пеpиоäи÷еский хаpактеp. Закон
упpавëения u1ψ(t) (21), записанный в виäе функöий
вpеìени (27) иëи (28), (29), эффективно pеøает за-
äа÷у П. Л. Капиöы [7, 8] стабиëизаöии "пеpевеp-
нутоãо ìаятника" веpтикаëüныìи коëебанияìи.
Сpавниì поëу÷енные зäесü pезуëüтаты с уже из-

вестныìи. В pаботах [1, 7, 8] и ìноãих äpуãих пока-
зано, ÷то есëи в ìоäеëи (8) выбpатü закон упpавëе-
ния в виäе u(t) = aω2sinωt, то усëовие устой÷ивости
"пеpевеpнутоãо ìаятника" в веpхнеì поëожении
äоëжно бытü сëеäуþщиì: a2ω2 > 2lg. Это усëовие
существенно отëи÷ается от поëу÷енноãо выøе выpа-
жения (23) теì, ÷то соäеpжит аìпëитуäу а, котоpая,
как и ÷астота ω в законе упpавëения u = aω2sinωt,
äоëжна бытü äоëжныì обpазоì выбpана. Усëовие же
(23) вообще не соäеpжит аìпëитуäы коëебаний, ÷то
позвоëяет выбиpатü ее, исхоäя из наøих жеëаний.
Такое пpеиìущество синеpãети÷еских законов
упpавëения (20), (21), (27) иëи (28), (29) объясня-
ется теì важныì обстоятеëüствоì, ÷то эти законы
быëи синтезиpованы ìетоäоì АКАP, а не внеøне
"навязаны", как это иìеет ìесто в известных поä-
хоäах к заäа÷е П. Л. Капиöы [1, 7, 8]. В pаботе [10]
особое вниìание обpащается на необхоäиìостü
ìиниìизаöии аìпëитуäы закона упpавëения u. В на-
øеì сëу÷ае эта аìпëитуäа ìожет выбиpатüся в за-
висиìости от жеëаеìых ÷астоты ω и аìпëитуäы A
коëебаний ìаятника в веpхнеì поëожении.
В öеëоì, изëоженное озна÷ает, ÷то пpобëеìа

стабиëизаöии ìаятника с вибpиpуþщиì поäвесоì
поëу÷иëа в ìетоäе АКАP общее pеøение как в
фоpìе обpатных связей, так и в виäе пеpиоäи÷е-
ских во вpеìени коëебаний.

12lω2

12 A2
– A2cos2 ωt ϕ0+( )+

---------------------------------------------------

 A2

12
---- A2

12
----

Pис. 6. Гpафик поведения кооpдинаты x1

Pис. 7. Гpафик поведения упpавления u1y

ω1
2



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 16, № 5, 2015 299

Заключение

В статüе выявëена конöептуаëüная взаиìосвязü
ìежäу äвуìя кpупныìи напpавëенияìи совpеìен-
ной науки — синеpãети÷еской теоpией упpавëения
и вибpоìеханикой, поëу÷ивøиìи в посëеäние ãоäы
существенное pазвитие. Указанная взаиìосвязü
пpоявëяется в анаëоãии пpоöессов äинаìи÷ескоãо
взаиìоäействия, в возникновении пpитяãиваþщих
ìноãообpазий — аттpактоpов, а также в возникно-
вении новых äинаìи÷еских и техноëоãи÷еских
свойств синтезиpуеìых систеì. Межäу указанны-
ìи напpавëенияìи иìеþтся и опpеäеëенные pаз-
ëи÷ия. Деëо в тоì, ÷то в вибpоìеханике упpавëяþ-
щие возäействия осуществëяþтся, как пpавиëо, в
функöии вpеìени путеì поäбоpа соответствуþщих
коëебатеëüных возäействий, а в синеpãети÷еской
теоpии упpавëения упpавëяþщие возäействия син-
тезиpуþтся в функöии обpатных связей, обеспе÷и-
ваþщих жеëаеìые коëебатеëüные и вибpаöионные
пpоöессы. Указанные новые нау÷ные напpавëения
äопоëняþт äpуã äpуãа äëя pеøения совpеìенных

кpупных техноëоãи÷еских заäа÷ упpавëения сëож-
ныìи объектаìи pазной пpиpоäы.
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The paper established a deep conceptual relation between the vibro-mechanics and the synergetic control theory. This con-
ceptual relation is revealed in the emergence of new phenomena in the complex systems, namely: expansion and compression
of the phase flow; transition of the point representing system into the internal attracting manifolds, on which new dynamic properties
of the system are formed. In vibro-mehanics the control actions are carried out usually as a function of time by selecting the
corresponding vibration actions, but the synergetic theory of the control actions is synthesized in the feedback function, ensuring
the desired oscillation and vibration processes. These new research areas complement each other in meeting today’s major tech-
nological challenges of controlling complex objects of different nature. We prove that with an example of a complete solution
of the famous P. L. Kapitza’s problem of "the inverted pendulum stabilization".
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