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Динамическое пpогpаммиpование в задаче куpьеpа
со стоимостями, зависящими от списка заданий1

Введение

Статüя посвящена иссëеäованиþ оäной заäа÷и
ìаpøpутизаöии пеpеìещений с оãpани÷енияìи и
усëожненныìи функöияìи стоиìости упоìянутых
пеpеìещений. Данное усëожнение касается ситуа-
öии, коãäа стоиìости пеpеìещений явныì обpа-
зоì зависят от списка заäаний, не выпоëненных на
текущий ìоìент. 
Эта особенностü возникает, в ÷астности, в акту-

аëüной инженеpной заäа÷е о äеìонтаже энеpãобëока
АЭС, вывеäенноãо из экспëуатаöии. Pе÷ü иäет о
ìаpøpутизаöии пеpеìещений пpи pаäиаöионноì
возäействии изëу÷аþщих эëеìентов, поäëежащих
äеìонтиpованиþ в той иëи иной о÷еpеäности. Пpи
этоì возäействие на этапе пеpеìещений от оäноãо
изëу÷аþщеãо эëеìента к äpуãоìу опpеäеëяется сово-
купностüþ изëу÷атеëей, не äеìонтиpованных на
ìоìент äанноãо пеpеìещения. Кpоìе тоãо, иìеþтся
ìноãо÷исëенные усëовия пpеäøествования, поpож-
äенные тpебованияìи техноëоãи÷ескоãо хаpактеpа,
ãеоìетpией систеìы изëу÷атеëей и äpуãиìи сооб-
pаженияìи. Цеëüþ иссëеäования в упоìянутой за-
äа÷е явëяется опpеäеëение ìаpøpута пеpеìещения
pаботника (бpиãаäы pаботников), оптиìаëüноãо с
то÷ки зpения совокупной äозы pаäиаöии [1, 2].
С иäейной то÷ки зpения pассìатpиваеìая поста-

новка иìеет своиì пpототипоì известнуþ тpуäно-
pеøаеìуþ заäа÷у коììивояжеpа (ЗК). В связи с
посëеäней отìетиì pаботы [3—7]. Поëезно отìетитü,
÷то в pаботе [3], наpяäу с ЗК, pассìатpивается öеëый
pяä поäобных заäа÷ ìаpøpутизаöии, у÷итываþщих

особенности, связанные с пpиëоженияìи. Сpеäи
ìоäификаöий ЗК отìетиì заäа÷у куpüеpа. Данная
постановка иìеет непосpеäственное отноøение к
посëеäуþщиì постpоенияì, касаþщиìся pеøения
усëожненной (но также "то÷е÷ной" в отëи÷ие от за-
äа÷, pассìатpиваеìых в pаботе [8, 9]) заäа÷и.
Сводка обозначений общего хаpактеpа. В äаëüней-

øеì испоëüзуется обы÷ная теоpетико-ìножествен-
ная сиìвоëика, вкëþ÷ая квантоpы, пpопоpöионаëü-
ные связки; ´ — pавенство по опpеäеëениþ, Ø —
пустое ìножество. Сеìействоì называеì ìножество,
все эëеìенты котоpоãо саìи явëяþтся ìножестваìи.
В äаëüнейøеì  — вещественная пpяìая с (неот-
pиöатеëüной) поëуосüþ [0, ∞[ ́  {ξ ∈  | 0 m ξ}, и äëя
кажäоãо непустоãо ìножества S ÷еpез R+[S] обозна-
÷ается ìножество всех функöий из S в [0, ∞[ (в ка÷е-
стве S в äаëüнейøеì буäут испоëüзоватüся pазëи÷-
ные ìножества). Ниже øиpоко испоëüзуется инäекс-
ная фоpìа записи функöий иëи отобpажений [10].
В ÷астности, пpи m ∈  pассìатpиваеì коpтежи
виäа (xi)i ∈ 0, m и (уi)i ∈ 1, m со зна÷енияìи в заäанных
апpиоpи ìножествах; стpоãо ãовоpя, äанные коp-

тежи явëяþтся отобpаженияìи на  и  со-
ответственно, äëя записи котоpых уäобна инäекс-
ная фоpìа. Чеpез {x} обозна÷аеì оäноэëеìентное
ìножество, соäеpжащее объект x. Есëи z — упоpяäо-
÷енная паpа (УП) объектов x и y, т. е. z = (x, y), то
÷еpез pr1(z) и pr2(z) усëовиìся обозна÷атü соответ-
ственно пеpвый и втоpой эëеìенты z, т. е. pr1(z) = x
и pr2(z) = y. Пустü  ́  {1; 2; ...} (ìножество всех на-
туpаëüных ÷исеë), 0 ´ {0} ∪  = {0; 1; 2...};

´ {i ∈ 0|(k m i) & (i m l )} ∀k ∈ 0 ∀l ∈ 0. Есëи
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K — непустое коне÷ное ìножество, то |K | ∈  естü
еãо ìощностü (поëаãаеì также |Ø| ´ 0). Наpяäу
с УП pассìатpиваеì тpипëеты: есëи a, b и c — объ-
екты, то [11, с. 17] (a, b, c) ´ ((a, b), c); есëи A, B
и C — ìножества, то A Ѕ B Ѕ C ´ (A Ѕ B) Ѕ C.
Специальные обозначения, используемые в задаче

маpшpутизации. Всþäу в äаëüнейøеì фиксиpуеì
÷исëо N ∈ , N l 2, ÷исëо 0 испоëüзуеì в ка÷естве
базы (на÷аëüноãо пункта) пpоöесса посещения

"ãоpоäов" с инäексаìи из . Посëеäуþщие опpе-
äеëения извëекаþтся из pаботы [9, ÷. 2] äëя сëу÷ая,
коãäа pассìатpиваеìые в pаботе [9, ÷. 2] ìеãапоëи-
сы явëяþтся оäноэëеìентныìи (синãëетонаìи).
Чеpез  обозна÷аеì ìножество всех пеpестановок

в , называеìых (поëныìи) ìаpøpутаìи посе-
щения "ãоpоäов", опpеäеëяеìых соответствуþщи-

ìи инäексаìи из  (эëеìенты  сутü биекöии 
на себя). Такиì обpазоì, pассìатpиваеì пpоöессы
0 → α(1) → ... → α(N), ãäе α ∈ ; на выбоp α ìоãут
накëаäыватüся оãpани÷ения. С этой öеëüþ фикси-

pуеì ìножество K, K ⊂  Ѕ  (сëу÷ай K = Ø
не искëþ÷ается и отве÷ает отсутствиþ оãpани÷ений
в виäе усëовий пpеäøествования). Эëеìенты K,
явëяþщиеся УП, называеì аäpесныìи паpаìи, äëя
кажäой из котоpых пеpвый эëеìент иìеет сìысë
отпpавитеëя, а втоpой — поëу÷атеëя (сообщения,
ãpуза и т. п.). Постуëиpуеì, ÷то äëя кажäоãо не-
пустоãо ìножества K0, K0 ⊂ K, непpеìенно суще-
ствует УП z0 ∈ K0, äëя котоpой [9, усëовие 2.2.1]
pr1(z0) ≠ pr2(z) ∀z ∈ K0. Тpебуется, ÷тобы выбpанный
ìаpøpут α ∈  обеспе÷иваë боëее pаннее посещение
отпpавитеëя äëя кажäой аäpесной паpы. Опpеäеëяеì
пpи α ∈  обpатнуþ (к α) пеpестановку α–1 ∈  (итак,

α–1(α(k)) = α(α–1(k)) = k ∀ k ∈ ). Тоãäа [9, ÷. 2]

 ´ {α ∈ |α–1(pr1(h)) < α–1(pr2(h)) ∀h ∈ K} ≠ Ø естü
ìножество всех äопустиìых по пpеäøествованиþ
ìаpøpутов, котоpые тоëüко и ìоãут испоëüзоватüся.

1. Постановка задачи

Функции стоимости. Ввеäеì способы оöенивания
пеpеìещения и теpìинаëüноãо состояния. Дëя этоãо

фиксиpуеì отобpажение с ∈ R+[  Ѕ  Ѕ N], ãäе

N — сеìейство всех непустых поäìножеств .

Кpоìе тоãо, пустü f ∈ R+ [ ]. На основе с и f
фоpìиpуеì аääитивный кpитеpий, поëаãая пpи α ∈ 

Cα ´ c(0, α(1), ) +

+ c(α(t), α(t + 1), {α( j): j ∈ }) + f(α(N)).(1)

Пpи этоì (Cα)α ∈  ∈ R+[ ]. Основная заäа÷а
ìаpøpутизаöии (ОЗМ) иìеет виä

Cα → min, α ∈ . (2)

Чеpез V обозна÷аеì зна÷ение (экстpеìуì) заäа-
÷и (2), т. е. наиìенüøее из ÷исеë Cα, α ∈ . Маp-
øpут α0 ∈  называеì оптиìаëüныì, есëи  = V.
Наøа öеëü состоит в опpеäеëении V и постpоении
какоãо-ëибо оптиìаëüноãо ìаpøpута. 

2. Pасшиpение задачи и метод
динамического пpогpаммиpования 

Заäа÷а (2) соäеpжит оãpани÷ение (в виäе усëо-
вий пpеäøествования) на ìаpøpут "в öеëоì", ÷еì
затpуäняется непосpеäственное пpиìенение аппа-
pата на основе äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования
(ДП). В связи с этиì поäобно тоìу, как сäеëано в
pаботе [9, ÷. 2], ìы сна÷аëа осуществëяеì пpеоб-
pазование систеìы оãpани÷ений, поäìеняя äопус-
тиìостü (ìаpøpутов) по пpеäøествованиþ äопус-
тиìостüþ по вы÷еpкиваниþ (заäаний из списка).
Новые оãpани÷ения своäятся к усëовияì на пеpехоä
от выпоëнения оäноãо заäания к выпоëнениþ äpу-
ãоãо. Испоëüзуя äанные пpеобpазования, наpяäу с
ОЗМ (2) pассìатpиваеì ÷асти÷ные заäа÷и. Pе÷ü иäет
о сëу÷ае посещения "ãоpоäов" из ìножеств K ∈ N
пpи усëовии, ÷то на÷аëüный пункт естü s ∈ 
(pазуìеется, ваpиант s = 0 и K =  зäесü также
äопускается). Дëя фоpìиpования упоìянутых ÷ас-
ти÷ных заäа÷ ìы, сëеäуя pаботе [9], заìеняеì, как
уже отìе÷аëосü, äопустиìостü по пpеäøествова-
ниþ äопустиìостüþ "по вы÷еpкиваниþ", испоëü-
зуя пpи этоì опеpатоp I [9, (2.2.27), (2.2.28)], äей-
ствуþщий в N. 
В связи с постpоениеì pасøиpения ОЗМ ввеäеì

пpи K ∈ N в pассìотpение ìножество (bi)[K] всех би-

екöий "отpезка"  на K (итак, эëеìенты (bi)[K]

сутü взаиìно оäнозна÷ные отобpажения  на K и
тоëüко они), а также ìножество (I – bi)[K] всех би-

екöий α ∈ (bi)[K] со свойствоì α(k) ∈ I({α(l): l ∈ })

∀k ∈ . Биекöии из ìножества (I – bi)[K] бу-
äеì называтü ÷асти÷ныìи ìаpøpутаìи, äопусти-
ìыìи по вы÷еpкиваниþ. Напоìниì, ÷то [9, ÷. 2]

(I – bi)[K] ≠ Ø ∀K ∈ N. Кpоìе тоãо,  = (I – bi)[ ]
[9, (2.2.32), теоpеìа 2.2.1]; ëеãко виäетü, ÷то  =

= {α ∈  | α(k) ∈ I( \{α(l): l ∈ }) ∀k ∈ }.
Усëовиìся о соãëаøении: поä pасøиpениеì ОЗМ
пониìаеì опpеäеëеннуþ ниже систеìу ÷асти÷ных

заäа÷. Есëи s ∈ , K ∈ N и |K| l 2, то pассìатpиваеì
заäа÷у, котоpой сопоставëяеì экстpеìуì (зна÷ение)

v(s, K) = [c(s, α(1), K) +

+ c(α(t), α(t + 1), {α( j): j ∈ })+ f(α(|K|))].(3)

Есëи же (пpи s ∈  и K ∈ N) |K | = 1, то оп-
pеäеëяеì v(s, K) ́  c(s, r, {r}) + f(r), ãäе r ∈  естü
такой еäинственный инäекс, äëя котоpоãо K = {r}.
В этоì сëу÷ае ìы pассìатpиваеì v(s, K ) как зна÷е-
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ние пpостейøей заäа÷и о пеpехоäе из "ãоpоäа" с но-
ìеpоì s в "ãоpоä" с ноìеpоì r.
Замечание 1. В ситуаöии K = {r}, ãäе r ∈ ,

иìееì (в сиëу выøеупоìянутоãо усëовия), ÷то
I(K) = I({r}) = {r} = K (сì. [9, пpеäëожение 2.2.1]).
Тоãäа (I – bi)[K ] = (bi)[K ] = {ar}, ãäе ar : {1} → K
оäнозна÷но опpеäеëяется пpавиëоì ar(1) ́  r. Данное
свойство позвоëяет тоëковатü v(s, K) = v(s, {r}) как
экстpеìуì в оптиìизаöионной заäа÷е с еäинствен-
ныì äопустиìыì эëеìентоì ar.
Поëаãаеì, наконеö, ÷то v(s, Ø) ´ f(s) ∀s ∈ .

Опpеäеëяя N ´ N ∪ {Ø}, ìы поëу÷аеì функöиþ
Беëëìана v:  Ѕ N → [0, ∞[, опpеäеëеннуþ вы-
øеупоìянутыìи усëовияìи. Из pезуëüтатов [8] вы-
текает сëеäуþщее
Пpедложение 1. Есëи s ∈  и K ∈ N, то спpа-

веäëиво pавенство

v(s, K) = [c(s, j, K) + v( j, K\{ j})].

Напоìниì, ÷то пpи α ∈  pеаëизуется вкëþ÷ение

α ∈ (I – bi)[ ], а тоãäа соãëасно (1) Cα естü кpите-

pий заäа÷и (3) в усëовиях s = 0, K = . Поэтоìу

v(0, ) = V. Итак, фоpìиpование ìаpøpутов α ∈ 
своäится к оpãанизаöии пpоöеäуpы: сна÷аëа выби-

pается α(1) ∈ I( ), посëе ÷еãо вы÷еpкивается; äа-

ëее выбиpается α(2) ∈ I( \{α(1)}) и снова вы÷еp-
кивается и так äаëее. Конкpетный выбоp α(1), ...,
α(N – 1) ìожно поä÷инитü сообpаженияì, связан-
ныì с оптиìизаöией в кëассе ìаpøpутов, äопусти-
ìых по вы÷еpкиваниþ, а стаëо бытü, и по пpеäøест-
вованиþ. Тепеpü уже впоëне о÷евиäныì явëяется
Следствие 1. Спpавеäëиво pавенство V =

= [c(0, j, ) + v( j, \{ j})]. 

3. Слои функции Беллмана

Пpеäëожение 1 в со÷етании с pанее упоìянутыì
кpаевыì усëовиеì, фоpìуëиpуеìыì в теpìинах f,
опpеäеëяет пpинöипиаëüнуþ возìожностü постpое-
ния "всей" функöии Беëëìана v, но пpакти÷ески
это возìожно ëиøü äëя заäа÷и о÷енü ìаëой pаз-
ìеpности. Можно, оäнако, оãpани÷итüся постpое-
ниеì ëиøü некотоpой "÷асти" ìассива зна÷ений
упоìянутой функöии. Дëя pеаëизаöии äанноãо
поäхоäа в äаëüнейøеì испоëüзуеì констpукöиþ
[9, § 4.9], важнуþ pоëü в котоpой иãpаþт сущест-
венные (по пpеäøествованиþ) списки заäаний:
G ´ {K ∈ N | ∀z ∈ K (pr1(z) ∈ K) ⇒ (pr2(z) ∈ K)} естü
ìножество всех существенных списков. Эëеìенты G
pанжиpуеì по ìощности, поëаãая Gs ´ {K ∈ G| s =

= |K |} ∀s ∈ . Ясно, ÷то GN = { } (оäноэëе-

ìентное сеìейство, соäеpжащее ); кpоìе тоãо,

Gs – 1 = {K\{t}: K ∈ Gs, t ∈ I(K)} ∀s ∈ . (4)

Теì саìыì pеаëизуется pекуppентная пpоöеäуpа
постpоения всех сеìейств G1, ..., GN (поäpобнее
сì. в pаботе [13]). В связи с (4) отìетиì о÷енü пpо-
стое пpеäставëение G1, поëаãая 1 ´ {pr1(z):z ∈ K}
и M = \ 1: G1 = {{t}: t ∈ M}. С кажäыì сеìей-
ствоì G1, ..., GN связываеì соответствуþщий сëой
пpостpанства позиöий.
Поëаãаеì, ÷то D0 ´ {(s, Ø): s ∈ M}, ÷то соãëасу-

ется с работой [9, с. 174]. Кpоìе тоãо, DN ́  {(0, )}
(оäноэëеìентное ìножество, соäеpжащее УП

(0, )). Дëя постpоения пpоìежуто÷ных сëоев D1,
..., DN – 1 напоìниì сëеäуþщуþ констpукöиþ

[9, §4.9]: есëи s ∈ , то Js(K) ́  {i ∈ \K|{i} ∪
∪ K ∈ Gs + 1} ∀K ∈ Gs;

Ds ´ {( j, K): j ∈ Js(K)}.

Такиì обpазоì, опpеäеëены все сëои D0, D1, ..., DN
пpостpанства позиöий. Пpи этоì [9, пpеäëожение
4.9.3] упоìянутые сëои явëяþтся непустыìи ìно-
жестваìи: Ds ≠ Ø ∀s ∈ . Напоìниì важное
свойство [9, пpеäëожение 4.9.4]

(l, K \{l}) ∈ Ds – 1 ∀s ∈  ∀(i, K) ∈ Ds ∀l ∈ I(K). (5)

В этих теpìинах опpеäеëяеì сëои саìой функ-
öии Беëëìана: есëи s ∈ , то vs: Ds → [0, ∞[ оп-
pеäеëяется пpавиëоì

vs(i, K) ´ v(i, K) ∀(i, K) ∈ Ds. (6)

С у÷етоì (5) и (6) ìы поëу÷аеì, ÷то пpи всякоì
выбоpе s ∈  и (i, K ) ∈ Ds опpеäеëено зна÷ение
vs – 1(l, K \{l }) ∈ [0, ∞[, ãäе l ∈ I(K). Поэтоìу оп-
pеäеëена наиìенüøая из веëи÷ин c(i, l, K ) +
+ vs – 1(l, K \{l }), l ∈ I(K).
Предложение 2. Есëи s ∈  и (i, K) ∈ Ds, то

vs(i, K) = [c(i, l, K ) + vs – 1(l, K \{l})].

Доказатеëüство извëекается из pаботы [12, (3.13),
(3.15)]. Пpи этоì

v0(t, Ø) = f(t) ∀t ∈ M. (7)

Даëее, соãëасно пpеäëожениþ 2 пpи m ∈ 
пpеобpазование vm → vm + 1 опpеäеëяется усëовияìи:
есëи (i, K) ∈ Dm + 1, то

vm + 1(i, K) = [c(i, l, K ) + vm(l, K \{l})]. (8)

Посëе испоëнения N øаãов типа (8) буäет, в ÷а-
стности, опpеäеëено зна÷ение vN(0, ) ∈ [0, ∞[
(сì. пpеäставëение DN), äëя котоpоãо соãëасно (6)

vN(0, ) = v(0, ) = V. (9)

Такиì обpазоì, опpеäеëена pекуppентная пpо-
öеäуpа v0 → v1 → ... → vN, ãäе vN опpеäеëяет экс-
тpеìуì V основной заäа÷и (сì. (9)).

1 N,

0 N,

0 N,

0 N,

min
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1 N,

1 N,

1 N,

1 N,

1 N,
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1 N,
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1 N 1–, 1 N,

U
K ∈ Gs
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1 N,
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l ∈ I(K)

0 N 1–,

min
l ∈ I(K)

1 N,

1 N, 1 N,
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4. Постpоение оптимального маpшpута

Pассìотpиì пpоöеäуpу постpоения оптиìаëüноãо
ìаpøpута, испоëüзуя тоëüко ÷то постpоенные сëои
функöии Беëëìана (сì. фоpìуëы (8), (9)). Зна÷ения
этой функöии äëя позиöий, не пpинаäëежащих
сëояì, испоëüзоватüся не буäут и известныìи не
пpеäпоëаãаþтся. Заìетиì пpежäе всеãо, ÷то со-
ãëасно (8), (9)

V = [c(0, k, ) + vN – 1(k, \{k})]. (10)

С у÷етоì (10) постpоение на÷инаеì с инäекса,
äоставëяþщеãо ìиниìуì в пpавой ÷асти (10): вы-
биpаеì инäекс 1 ∈ I( ) такиì, ÷то спpавеäëиво
pавенство

V = c(0, 1, ) + vN – 1( 1, \{ 1}). (11)

Осуществëяеì пеpеìещение 0 → 1. С у÷етоì (5)

поëу÷аеì свойство ( 1, \{ 1})∈DN – 1. В этоì сëу-

÷ае опpеäеëено зна÷ение vN – 1( 1, \{ 1}) ∈ [0, ∞[
(сì. (6)), äëя котоpоãо

vN – 1( 1, \{ 1})= [c( 1, k, \{ 1}) +

+ vN – 2(k, \{ 1; k})]. (12)

С у÷етоì (12) выбиpаеì о÷еpеäной инäекс
2 ∈ I( \{ 1}) так, ÷тобы пpи этоì 

vN – 1( 1, \{ 1}) = c( 1, 2, \{ 1}) +

+ vN – 2( 2, \{ 1; 2}). (13)

С у÷етоì (13) осуществëяеì пеpеìещение 1 → 2.

Поëу÷иëи на÷аëüный "отpезок" ( 1, 2) ìаpøpута.

Пpи этоì ( 2, \{ 1; 2}) ∈ DN – 2 и (сì. (6)) оп-

pеäеëено зна÷ение vN – 2( 2, \{ 1; 2}) ∈ [0, ∞[.
Из (11) и (13) поëу÷аеì, ÷то

V = с(0, 1, ) + c( 1, 2, \{ 1}) +

+ vN – 2( 2, \{ 1; 2}). (14)

В фоpìуëе (14) пеpвые äва сëаãаеìых отве÷аþт
текущиì затpатаì, а посëеäнее — пеpспективныì
затpатаì. Пpоöеäуpу посëеäоватеëüноãо выбоpа ин-
äексов сëеäует пpоäоëжатü впëотü äо ис÷еpпывания
ìножества . В pезуëüтате буäет постpоен (äо-
пустиìый) ìаpøpут η = ( j)j ∈ 1,N ∈  со свойствоì
Cη = V, явëяþщийся оптиìаëüныì pеøениеì ОЗМ;
η(1) = 1, η(2) = 2, ..., η(N) = N.

5. Схема независимых вычислений

В настоящеì pазäеëе конкpетизиpуþтся поëо-
жения [13, 14] äëя pассìатpиваеìоãо "то÷е÷ноãо"
ваpианта ìаpøpутной заäа÷и. Дëя этоãо сна÷аëа

отìетиì пpостые сëеäствия постpоений pазäеëа 3.
Так, в ÷астности, из фоpìуëы (4) вытекает, ÷то

GN – 1 = { \{ j}: j ∈ I( )}. (15)

В соответствии с (15) ìы ìожеì зануìеpоватü

ìножества сеìейства GN – 1, нуìеpуя I( ) (ìно-

жество I( ) непусто и коне÷но; |I( )| m N). Бу-
äеì поëаãатü в äаëüнейøеì, ÷то упоìянутые ìноже-
ства pаспpеäеëяþтся ìежäу вы÷исëитеëяìи; каж-
äоìу вы÷исëитеëþ соответствует, такиì обpазоì,

инäекс из I( ).

Иìееì JN – 1(K) = {i ∈ \K | {i} ∪ K = } ∀K ∈

∈ GN – 1. Опpеäеëены ìножества JN – 1( \{ j}),

j ∈ I( ). Из [13, пpеäëожение 5] вытекает, ÷то

JN – 1( \{ j}) = { j} ∀j ∈ I( ). (16)

С у÷етоì (15), (16) ìножество DN – 1 пpиниìает
сëеäуþщий виä

DN – 1 = {(s, K):s ∈ JN – 1(K)} =

= {(s, \{ j}):s ∈ JN – 1( \{ j})} =

= {(s, \{ j}):s ∈ { j}} =

= {( j, \{ j})}={( j, \{ j}): j ∈ I( )}; (17)

в сиëу (17) ìожно pассìатpиватü позиöии ( j, \{ j})

j ∈ I( ) как стаpтовые в схеìе постpоения сëоев
функöии Беëëìана в pежиìе независиìых вы÷ис-
ëений: кажäый вы÷исëитеëü поëу÷ит своþ стаpто-
вуþ позиöиþ. В связи с этиì напоìниì, ÷то со-
ãëасно (9) и сëеäствиþ 1

V = [c(0, j, ) + vN – 1( j, \{ j})]. (18)

Дëя вы÷исëения V наäо, сëеäоватеëüно, опpеäе-
ëитü все зна÷ения vN – 1( j, \{ j}), j ∈ I( ).
В äаëüнейøеì поëаãаеì, ÷то 3 m N. Сëеäуя pа-

ботаì [13, 14], ввеäеì в pассìотpение тpаектоpии в
пpостpанстве списков: есëи K ∈ GN – 1, то ÷еpез
T[K] обозна÷аеì ìножество всех коpтежей
(Ki)i ∈ 0, N – 2:  → G, äëя кажäоãо из котоpых

(K0 = K) & (∀j ∈  ∃s ∈
∈ I(Kj – 1): Kj = Kj – 1\{s}). (19)

Тоãäа, в ÷астности, опpеäеëены (сì. (15)) ìно-

жества T[ \{ j}], j ∈ I( ), кажäое из котоpых
состоит из тpаектоpий (19).
Пpи этоì [13, пpеäëожение 6] Kj ∈ GN – ( j + 1)

äëя K ∈ GN – 1, (Ki)i ∈ 0, N – 2 ∈ T[K] и j ∈ . Кpо-
ìе тоãо, из [13, пpеäëожение 7] Т[K] ≠ Ø ∀K ∈ GN – 1.
С пу÷каìи тpаектоpий T[K], K ∈ GN – 1, связыва-
þтся обëасти äостижиìости (ОД) [13, (50)]: есëи

K ∈ GN – 1 и t ∈ , то ОД в ìоìент t естü

min
k ∈ I(1,N)
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1 N, 1 N,

1 N,
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0 N 2–,
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[K; t] ́  {Kt: (Ki)i ∈ 0, N – 2 ∈ T[K]}. Леãко виäетü, ÷то

(сì. [13, (51)]) ( [K; 0] = {K}) & (  [K; N – 2] ⊂ G1)
пpи всякоì выбоpе K ∈ GN – 1. Из [13, пpеäëоже-
ние 12] вытекает, ÷то спpавеäëива систеìа pавенств

GN–(t+1) = [K; t] ∀t ∈ . (20)

С у÷етоì [13, пpеäëожение 14] поëу÷аеì, ÷то

[K; t] ∈ P′(GN–(t+1)) ∀K ∈ GN – 1, ∀t ∈ . (21)

В ÷астности, поëу÷аеì из (21), ÷то

 [K; N – 2] ∈ P′(G1) ∀K ∈ GN – 1. (22)

Напоìниì тепеpü сëеäуþщее поëожение [13, пpеä-
ëожение 16]:

[K; t + 1] = {M\{ j}: M ∈ [K, t], j ∈ I(M)}

∀K ∈ GN – 1 ∀t ∈ . (23)

Такиì обpазоì (сì. (23)), ìы pаспоëаãаеì pе-
куppентной пpоöеäуpой постpоения ОД äëя каж-
äоãо фиксиpованноãо списка K ∈ GN – 1:

( [K; 0] = {K}) →  [K; 1] → ... → [K; N – 2].

6. Потоки значений функции Беллмана

Констpукöиþ настоящеãо pазäеëа pассìатpиваеì
как естественнуþ конкpетизаöиþ поëожений [13,
pазäеë 6] (сì. также [14]). В связи с постpоениеì
сëоев D1, ..., DN – 1 уìестно ввести кëетки пpо-
стpанства позиöий: поëаãаеì, ÷то

s[H] ´ {( j, H): j ∈ Js(H)} ∀s ∈  ∀H ∈ Gs.(24)

Леãко виäетü [13, (92)], ÷то ìножества-кëетки (24)

непусты; кpоìе тоãо, s[H] ⊂ Ds ∀s ∈  ∀H ∈ Gs.

В связи с (24) отìетиì, ÷то пpи t ∈ 

N – (t + 1) ∈ , (25)

а потоìу опpеäеëено сеìейство GN–(t+1); пpи этоì
äëя H ∈ GN–(t+1) опpеäеëена (сì. (24), (25)) кëетка

N–(t+1)[H]. В этоì постpоении соãëасно (20) ìожно

поëаãатü, ÷то H ∈  [K; t] пpи некотоpоì K ∈ GN – 1.
Такиì обpазоì [13, (93)],

N–(t+1)[H] ∈ P′(DN–(t+1)) ∀K ∈ GN – 1

∀t ∈  ∀H ∈ [K; t]. (26)

С у÷етоì (23) и (26) опpеäеëяþтся сëеäуþщие
ìножества-объеäинения

N–(t+1)[H] ∈ P′(DN–(t+1))

∀K ∈ GN – 1 ∀t ∈ . (27)

Из выpажения (27) вытекает "теpìинаëüное"

вкëþ÷ение äëя t = N – 2: 1[H] ∈ P′(D1).

Есëи же s ∈ , то поäобно (25) иìееì свойство

ts ́  N – (s + 1) ∈ , а потоìу соãëасно (21) оп-

pеäеëена ОД [K; N – (s + 1)] =  [K; ts] ∈ P′(Gs),
ãäе K ∈ GN – 1; в этоì сëу÷ае ìожно испоëüзоватü
фоpìуëу (27), поëу÷ая пpи этоì:

s[H] =  ∈ P′(Ds).

Такиì обpазоì, коppектно опpеäеëяþтся ìно-
жества

Ds[K] ´ s[H] ∈ P′(Ds)

∀s ∈  ∀K ∈ GN – 1. (28)

В ÷астности, из (22) и (28) поëу÷аеì, ÷то пpи
K ∈ GN – 1

[K; N – 2] ∈ P′(G1): D1[K] =

= 1[H] ∈ P′(D1). (29)

Из pаботы [13, пpеäëожение 15] вытекает, ÷то

(h, \{h}) ∈ Ds[K] ∀K ∈ GN – 1 ∀s ∈  ∀(i, ) ∈
∈ Ds + 1[K] ∀h ∈ I( ). Новые сëои D1[K], ..., DN – 1[K]
обpазуþт пpи выбоpе кажäоãо списка K ∈ GN – 1
поток пpостpанства позиöий. Совокупностü таких
потоков опpеäеëяет пpежние сëои D1, ..., DN – 1. Дей-
ствитеëüно, соãëасно pаботе [13, пpеäëожение 17]

∀s ∈ 

Ds = Ds[K] = Ds[ \{ j}]. (30)

С ìножестваìи (28) связываеì потоки зна÷ений
функöии Беëëìана, "пpивязанные" кажäый к своеìу

инäексу из I( ). Пpи s ∈  и K ∈ GN – 1
Ws[K] ∈ R+[Ds[K]] опpеäеëяется усëовияìи (сì.
(8), (28))

Ws[K](i, P) ´ vs(i, P) ∀(i, P) ∈ Ds[K]; (31)

с у÷етоì (6) и (31) поëу÷аеì, ÷то Ws[K] =
= (v(i, P)) , т. е. Ws[K](i, P) = v(i, P) пpи

(i,P)∈Ds[K]. В ÷астности, W1[K] = (v(i, P))  ∈

∈ R+ [D1[K]] пpи K ∈ GN – 1; äëя ( , Q) ∈ D1[K]
спpавеäëиво также pавенство

W1[K]( , Q) = v1( , Q). (32)

Напоìниì, ÷то v1 ∈ R+[D1], и соãëасно пpеäëо-
жениþ 2 и свойстваì (5), (7) äëя ( j, T) ∈ D1 иìеет

ìесто T = {t}, ãäе t ∈ \ 1, ÷то озна÷ает (сì. за-
ìе÷ание 1) I(T) = I({t}) = {t} = T, а тоãäа пpи l ∈ I(T)

~

~ ~

U
K ∈ GN–1

~ 0 N 2–,

~ 0 N 2–,

~

~ ~

0 N 3–,

~ ~ ~

1 N 1–,

1 N 1–,
0 N 2–,

1 N 1–,

~

0 N 2–, ~

U
H∈ [K;t]~

0 N 2–,

U
H∈ [K;N–2]~

1 N 1–,

0 N 2–,
~ ~

U
H∈ [K;N–(s+1)]~

U
H∈ [K;ts]~ N ts 1+( )–

U
H∈ [K;N–(s+1)]~

1 N 1–,

~

U
H∈ [K;N–2]~

1 N 2–,

1 N 1–,

U
K ∈ GN–1

U
j ∈ I(1,N)

1 N,

1 N, 1 N 1–,

(i, P)∈Ds[K]

(i, P)∈D1[K]

1 N,



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 16, № 4, 2015 237

иìееì pавенство l = t. Поэтоìу (сì. (6)) (l, T \{l}) =
= (t, Ø) ∈ D0, ãäе t ∈ M, это äоставëяет (сì. (7)) pа-
венство v0(l, T\{l}) = f(t). Возвpащаясü к ( j, T) ∈ D1,
поëу÷аеì из пpеäëожения 2, ÷то 

v1( j, T) = [c( j, l, Т) + f(t)] = с( j, t, {t}) + f(t), (33)

ãäе t ∈ \ 1 таково, ÷то T = {t} (такой инäекс t
обязатеëüно найäется). Это свойство (сì. (33)) сëе-
äует у÷естü в pавенстве (32): есëи K ∈ GN – 1 и

( , Q) ∈ D1[K], то с у÷етоì выpажения (29) иìееì
äëя некотоpоãо q ∈ M pавенство Q = {q}, а потоìу

W1[K]( , Q) = c( , q, {q}) + f(q). (34)

В связи с (34) отìетиì, ÷то соãëасно (22) и оп-
pеäеëениþ G1 (сì. pазäеë 3)

∀K ∈ GN – 1 ∀H ∈ [K; N – 2] ∃h ∈ M: H = {h}.(35)

Из (22) и (35) вытекает, в ÷астности, ÷то

M0[K] ´ {h ∈ M|{h} ∈ [K; N – 2]} ∀K ∈ GN – 1.(36)

Из (35), (36) вытекает, ÷то ∀K ∈ GN – 1 ∀H ∈
∈ [K; N – 2] ∃h ∈ M0[K]:H = {h}. Поскоëüку пpи
K ∈ GN – 1 [K; N – 2] — непустое ìножество, то
M0[K] ∈ P′(M).
Пpедложение 6.1. Есëи K ∈ GN – 1, то спpавед-

ливо pавенство

[K; N – 2] = {{h}:h ∈ M0[K]}. (37)

Доказательство. Обозна÷иì ÷еpез Ω сеìейство в
пpавой ÷асти (37). Из (37) вытекает, ÷то пpи S ∈ Ω
pеаëизуется пpи некотоpоì h ∈ M0[K] pавенство
S = {h0}, и соãëасно (36) {h0} ∈ [K; N – 2] и потоìу
S ∈  [K; N – 2]. Сëеäоватеëüно,

Ω ⊂ [K; N – 2]. (38)

Пустü, напpотив, T ∈  [K; N – 2]. Тоãäа T = {t0}, ãäе
t0 ∈ M0[K]; по опpеäеëениþ Ω {t0} ∈ Ω и, стаëо бытü,
T ∈ Ω. Установëено вëожение  [K; N – 2] ⊂ Ω. С у÷е-
тоì (38) поëу÷аеì pавенство  [K; N – 2] = Ω.
С у÷етоì пpеäëожения 6.1 ìоäифиöиpуеì опpе-

äеëение D1[K], K ∈ GN – 1.
Пpедложение 6.2. Если K ∈ GN – 1, то

D1[K] = 1[{h}]. (39)

Доказательство. Обозна÷иì ÷еpез D сеìейство
в пpавой ÷асти (39). Пустü (i*, K*) ∈ D1[K]. Тоãäа
соãëасно (29) (i*, K*) ∈ 1[H*] äëя некотоpоãо
H* ∈  [K; N – 2]. Тоãäа соãëасно (24) H* ∈ G1 и,
кpоìе тоãо, äëя некотоpоãо j* ∈ J1(H*) иìееì pа-
венство (i*, K*) = ( j*, H*). Это озна÷ает, ÷то K* = H*
и, кpоìе тоãо, i* ∈ J1(K*), ãäе K* ∈  [K; N – 2]. Со-
ãëасно пpеäëожениþ 6.1 K* = {h*} äëя некотоpоãо
h* ∈ M0[K]. С у÷етоì (24)

(i*, K*) ∈ 1[{h*}], (40)

поскоëüку H* = {h*}. Пpи этоì 1[{h*}] ⊂ D; в сиëу
(40) (i*, K*) ∈ D. Поскоëüку выбоp (i*, K*) быë пpо-
извоëüныì, установëено, ÷то D1[K] ⊂ D. Покажеì,
÷то спpавеäëиво и пpотивопоëожное вëожение. Пустü 

(i *, K *) ∈ D. (41)

Тоãäа соãëасно усëовиþ (41) äëя некотоpоãо
h* ∈ M0[K] спpавеäëиво, ÷то

(i *, K *) ∈ 1[{h*}]. (42)

Соãëасно (36) поëу÷аеì, ÷то h* ∈ M и {h *} ∈

∈ [K; N – 2]. Из (29) сëеäует, ÷то 1[{h*}] ⊂ D1[K],
а тоãäа соãëасно (42) (i *, K *) ∈ D1[K]. Итак (сì.
(41)), установëено, ÷то D ⊂ D1[K]. Поëу÷иëи pа-
венство D1[K] = D.

С у÷етоì (24) 1[H] = {( j, H): j ∈ J1(H)} ∀H ∈ G1.
Как сëеäствие

1[H] = {( j, H): j ∈ J1(H)}

∀K ∈ GN – 1 ∀H ∈ [K; N – 2]. (43)

Соãëасно (36) и (29) пpи K ∈ GN – 1 и h ∈ M0[K]
иìееì {h} ∈ G, а потоìу (сì. pазäеë 3) опpеäеëено
J1({h}). С у÷етоì пpеäëожения 6.1 и (43) поëу÷аеì, ÷то

1[{h}] = {( j, {h}): j ∈ J1({h})}
∀K ∈ GN – 1 ∀h ∈ M0[K]. (44)

Из (44) и пpеäëожения 6.2 вытекаþт pавенства

D1[K]= {( j, {h}): j ∈ J1({h})} ∀K ∈ GN – 1. (45)

Сëеäоватеëüно, пpи K ∈ GN – 1 и ( , Q) ∈ D1[K]
непpеìенно pеаëизуется pавенство ( , Q) = ( j, {h})
äëя некотоpых h ∈ M0[K] и j ∈ J1({h}); иныìи сëо-
ваìи, Q = {h}, ãäе h ∈ M0[K], а  ∈ J1({h}). Пpи этоì
h опpеäеëяется пpи K ∈ GN – 1 по ( , Q) ∈ D1[K]
еäинственныì обpазоì. Соãëасно (36) и (29) пpи
K ∈ GN – 1 и h ∈ M0[K] иìееì {h} ∈ G1, a потоìу
(сì. pазäеë 3) опpеäеëено J1({h}). Коìбиниpуя (34)
и (45), ìы поëу÷аеì пpи K ∈ GN – 1, h ∈ М0[K] и

∈ J1({h}), ÷то

W1[K]( j, {h}) = с( j, h, {h}) + f(h). (46)

С у÷етоì (45) поëу÷аеì пpи K ∈ GN – 1, ÷то (46)
опpеäеëяет функöиþ W1[K].

Пpи K ∈ GN – 1, l ∈ , (i, P) ∈ Dl + 1[K] и
h ∈ I(P) опpеäеëено зна÷ение Wl[K](h, P \{h}) =
= vl(h, P\{h}) ∈ [0, ∞[. Как сëеäствие, пpи K ∈ GN – 1,

l ∈  и (i, P) ∈ Dl + 1[K]

[c(i, h, P) + Wl [K] (h, P \{h})] =

= [c(i, h, P) + vl(h, P \{h})]. (47)
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Пpедложение 6.3. Если K ∈ GN – 1, l ∈ ,
(i, P) ∈ Dl + 1[K], то 

Wl + 1[K](i, P) =

= [c(i, h, P) + Wl[K](h, P \{h})]. (48)

Доказательство. У÷теì, ÷то l + 1 ∈  и
(h, P\{h}) ∈ Dl[K] ∀h ∈ I(K). Вìесте с теì K ∈ GN – 1

и l+1∈ , а потоìу в сиëу (31) Wl + 1[K] (i, P) =
= vl + 1(i, P). Отìетиì также, ÷то соãëасно (30)
Dl[K] ⊂ Dl, Dl + 1[K] ⊂ Dl + 1. Тоãäа (h, P \{h}) ∈ Dl
∀h ∈ I(K). По выбоpу (i, P) иìееì также, ÷то
(i, P)∈Dl + 1. Тоãäа (сì. [15], пpеäëожение 2)

vl+1(i, P) = [c(i, h, P ) + vl(h, P \{h})]. С у÷е-

тоì (47) поëу÷аеì тpебуеìое pавенство (48).
С у÷етоì выражений (44) и (46) ìожно с÷итатü,

÷то функöии W1[K], K ∈ GN – 1, известны. Поэтоìу
пpи K ∈ GN – 1 пpеäëожение 6.3 опpеäеëяет pекуp-
pентнуþ пpоöеäуpу

W1[K] → W2[K] → ... → WN – 1[K], (49)

отве÷аþщуþ pаботе оäноãо вы÷исëитеëя. С у÷етоì
(15) это озна÷ает, ÷то пpи j ∈ I( ) ìы ìожеì явныì
обpазоì (сì. (46)) опpеäеëитü W1[ \{ j}], посëе ÷еãо
с у÷етоì пpеäëожения 6.3 pеаëизуеì pекуppентнуþ
пpоöеäуpу

W1[ \{ j}] → W2[ \{ j}] → ... →

→ WN – 1[ \{ j}]. (50)

Тепеpü, у÷итывая (31) и (49) (иëи (50)), ìы опpе-
äеëяеì посpеäствоì скëеивания все функöии v1, ...,

vN – 1: есëи s ∈  и ( j, Q) ∈ Ds, то, испоëüзуя
(30), выбиpаеì K ∈ GN – 1 такое, ÷то ( j, Q) ∈ Ds[K],
посëе ÷еãо поëаãаеì, у÷итывая (31),

vs( j, Q) = Ws[K]( j, Q). (51)

Pаспоëаãая, в ÷астности, функöией vN – 1, по
фоpìуëе (18) опpеäеëяеì V.

7. Алгоpитм на функциональном уpовне

В настоящеì pазäеëе обсужäается ãипотети÷е-
ский ваpиант постpоения пpоöеäуp (49), (50). Pе÷ü
иäет о совìестной их pеаëизаöии пpи ввеäении оп-
pеäеëенной иеpаpхии äëя вы÷исëитеëей, кажäый
из котоpых обеспе÷ивает постpоение соответст-
вуþщей öепо÷ки виäа (49) иëи (50). Деëо в тоì, ÷то
ìножества Ds[K1] и Ds[K2], ãäе s ∈ , ìоãут
пеpесекатüся пpи K1 ∈ GN – 1, K2 ∈ GN – 1, K1 ≠ K2.
Непосpеäственное испоëüзование пpоöеäуp (49),
(50) ìожет пpивоäитü к ìноãокpатноìу выпоëне-
ниþ оäних и тех же вы÷исëений, ÷то, в ÷астности,
поpожäает äефиöит паìяти, выäеëяеìой вы÷исëи-
теëяì. Ниже пpеäëаãается похоä к оpãанизаöии
"совìестных" вы÷исëений. У÷итывается, ÷то се-

ìейство GN – 1 непусто и коне÷но (сì. (15)). По-
ëаãаеì, n ´ |GN – 1| ∈ , опpеäеëяя ìощностü се-
ìейства GN – 1. Ввеäеì биекöиþ

(Lj)j ∈ 1, n : 1, n  GN – 1 (52)

"отpезка"  на GN – 1. Пустü иеpаpхия списков оп-
pеäеëяется биекöией (52): список L1 объявëяется
"саìыì ãëавныì", список L2 сëеäует за L1, L3 сëеäует
за L2 и т. ä. В посëеäуþщих постpоениях пpеäпоëа-
ãается, ÷то N > 6 и n l 3. Кpоìе тоãо, поëаãаеì, ÷то
n < N. В соответствии с этиì вы÷исëитеëü Π1, ответ-
ственный за pеаëизаöиþ (49) пpи K = L1, поëу÷ает

äëя pаботы ìножества Ds[L1], s ∈ . Вы÷ис-
ëитеëü Π2, ответственный за pеаëизаöиþ öепо÷ки
(49) пpи K = L2, поëу÷ает ìножества Ds[L2]\Ds[L1],

s ∈ , и возìожностü обpащения к Π1 за не-
äостаþщей инфоpìаöией (в сиëу пpеäëожения 6.3
äëя непосpеäственноãо пpиìенения (49) пpи K = L2
тpебуþтся позиöии из Ds[L1] ∩ Ds[L2], котоpые ìы
уже "отäаëи" вы÷исëитеëþ Π1). Вы÷исëитеëü Π3, от-
ветственный за pеаëизаöиþ (49) пpи K = L3, поëу÷ает

ìножества Ds[L3]\(Ds[L1] ∪ Ds[L2]), s ∈ , и
возìожностü обpащатüся к вы÷исëитеëяì Π1 и Π2.
Даëüнейøее постpоение анаëоãи÷но: вы÷исëитеëþ

Πm, ãäе m ∈ , выäеëяþтся ìножества

Ds[Lm]\ Ds[Lj] , s ∈ ,

и возìожностü обpащатüся к Π1, ..., Πm – 1 за не-
äостаþщей инфоpìаöией.
Посëе этоãо вы÷исëитеëü Π1 саìостоятеëüно

pеаëизует öепо÷ку (49) пpи K = L1. Вы÷исëитеëü Π2
pеаëизует (49) пpи L = L2, испоëüзуя pезуëüтаты
с÷ета от Π1. Даëüнейøее pаспpеäеëение вы÷исëений
анаëоãи÷но: вы÷исëитеëü Πm, ãäе m ∈ , pеаëи-
зует (49) пpи K = Lm, испоëüзуя pезуëüтаты с÷ета от
Π1, ..., Πm – 1. Посëе pеаëизаöии всех öепо÷ек (49),
отве÷аþщих сëу÷аяì K = L1, ..., K = Ln, на основе
(30), (31) и (51) осуществëяется постpоение функ-
öий v1, ..., vN – 1.

Сëу÷ай n = 3, N > 6. Итак, пустü на этапе 

вы÷исëитеëü Π1 осуществëяет постpоение функöии
W1[L1]: D1[L1] → [0, ∞[, испоëüзуя (46). Посëе этапа

 вы÷исëитеëü Π1 pаспоëаãает (äискpетной)

функöией W1[L1]. На этапе , непосpеäственно

сëеäуþщиì за , вы÷исëитеëü Π1 осуществëяет

постpоение функöии

W2[L1]: D2[L1] → [0, ∞[, (53)
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а вы÷исëитеëü Π2 осуществëяет нас÷итывание зна-
÷ений W1[L2]( j, K), ( j, K) ∈ D1[L2]\D1[L1], испоëü-
зуя (46). В pезуëüтате буäет сфоpìиpована функöия

W1[L2]: D1[L2] → [0, ∞[. (54)

Постpоениеì функöии (54) завеpøается этап .

На сëеäуþщеì этапе  вы÷исëитеëü Π1 pеа-

ëизует постpоение функöии

W3[L1]: D3[L1] → [0, ∞[. (55)

На этоì же этапе Π2 нас÷итывает зна÷ения
W2[L2]( j, K), ( j, K) ∈ D2[L2]\D2[L1]. С у÷етоì (53)
вы÷исëитеëü Π2 pаспоëаãает к конöу этапа 
функöией

W2[L2]: D2[L2] → [0, ∞[. (56)

Действитеëüно, на ìножестве D2[L1] ∩ D2[L2]
зна÷ения функöий W2[L1] и W2[L2] совпаäаþт, по-
скоëüку соãëасно (51) äëя ( j, Q) ∈ D2[L1] ∩ D2[L2]

W2[L1]( j, Q) = v2( j, Q) = W2[L2]( j, Q). 

Даëее, в на÷аëе этапа  "вкëþ÷ается" Π3, ко-
тоpый нас÷итывает зна÷ения

W1[L3]( j, K), ( j, K) ∈ D1[L3]\(D1[L1] ∪ D1[L2]); (57)

это äостато÷но äëя тоãо, ÷тобы у Π3 сфоpìиpова-
ëасü функöия

W1[L3]: D1[L3] → [0, ∞[. (58)

В саìоì äеëе, пpи ( j, Q) ∈ D1[L1] ∩ D1[L3] со-
ãëасно (51)

W1[L1]( j, Q) = v1( j, Q) = W1[L3]( j, Q). (59)

Кpоìе тоãо, пpи ( j, Q) ∈ D1[L2] ∩ D1[L3] иìееì
в сиëу (51), ÷то

W1[L2]( j, Q) = W1[L3]( j, Q). (60)

В сиëу (59) и (60) поëу÷аеì, ÷то на ìножестве
D1[L3] ∩ (D1[L1] ∪ D1[L2]) зна÷ения W1[L3]( j, Q)
уже нас÷итаны вы÷исëитеëяìи Π1, Π2. Такиì обpа-
зоì (сì. (57), (59), (60)), все зна÷ения W1[L3]( j, Q),
( j, Q) ∈ D1[L3], опpеäеëены, а это и озна÷ает за-
веpøение постpоения функöии (58).
Тепеpü посëе тpех этапов , ,  "коа-

ëиöия" (Π1, Π2, Π3) pаспоëаãает функöияìи:
1) W1[L1], W1[L2], W1[L3]; 2) W2[L1], W2[L2];
3) W3[L1].

Есëи n = 3, то посëе этапов , , и  бу-

äет постpоена вся функöия v1 (сì. (51) пpи s = 1).
Даëüнейøие построения при n = 3 поäобны при-
ìеру, привоäиìоìу ниже. Есëи n > 3, то наøе по-
стpоение, пpивоäящее к v1, сëеäует пpоäоëжатü.
Пpи этоì буäут констpуиpоватüся также фpаãìенты
v2, ..., vN – 1.

Итак, пустü k ∈ , и pеаëизованы этапы

, ..., , посëе котоpых постpоены функöии

(1) W1[L1], ..., W1[Lk],
(2) W2[L1], ..., W2[Lk – 1]; ...; (k) Wk[L1].

Пpиступаеì к pеаëизаöии этапа . Вы÷ис-
ëитеëü Π1 независиìо от остаëüных нас÷итывает
зна÷ения функöии Wk + 1[L1]: Dk + 1[L1] → [0, ∞[.
Вы÷исëитеëü Π2 äостpаивает с возìожныì у÷етоì
äанных вы÷исëитеëя Π1 функöиþ

Wk[L2]: Dk[L2] → [0, ∞[. (61)

Дëя этоãо Π2 нас÷итывает зна÷ения Wk[L2]( j, Q),
( j, Q) ∈ Dk[L2]\Dk[L1]. Кpоìе тоãо, он поëу÷ает от
вы÷исëитеëя Π1 зна÷ения

Wk[L2]( j, Q) =
= Wk[L1]( j, Q), ( j, Q) ∈ Dk[L1] ∩ Dk[L2],

котоpые нас÷итаны Π1 на этапе . В pезуëüтате
опpеäеëена вся функöия (61).
Пустü тепеpü m ∈  и pассìатpивается pабота

вы÷исëитеëя Πm на этапе . В пpоöессе этой
pаботы он pеаëизует нас÷итывание зна÷ений

Wk – (m – 2)[Lm]:Dk – (m – 2)[Lm] → [0, ∞[. (62)

Дëя этоãо постpоения он независиìо нас÷иты-
вает зна÷ения

Wk – (m – 2)[Lm]( j, Q),

( j, Q) ∈ Dk – (m – 2)[Lm]\ Dk – (m – 2)[Li] . (63)

Кpоìе тоãо, Πm обpащается к Π1, ..., Πm – 1 за
поëу÷ениеì ÷исëовых зна÷ений

(Wk – (m – 2)[Lm]( j, Q) = Wk – (m – 2)[L1]( j, Q),

( j, Q) ∈ Dk – (m – 2)[Lm]  Dk – (m – 2)[L1]), ..., (64)

(Wk – (m – 2)[Lm]( j, Q) = Wk – (m – 2)[Lm – 1]( j, Q),

( j, Q) ∈ Dk – (m – 2)[Lm]  Dk – (m – 2)[Lm – 1]).

Массивы зна÷ений (63), (64) опpеäеëяþт функ-
öиþ (62), поскоëüку

Dk–(m–2)[Lm]= Dk–(m–2)[Lm]\ Dk–(m–2)[Li]

(Dk – (m – 2)[Lm]  Dk – (m – 2)[Li]) . (65)

Пpоöеäуpу постpоения функöий, поäобных (62)
и pеаëизуеìых на основе (63), (64), сëеäует пpоäоë-
жатü (у÷итывая (65)) впëотü äо m = k. Завеpøаþ-
щий фpаãìент постpоения, отве÷аþщий пеpехоäу
k → k + 1, осуществëяется сëеäуþщиì обpазоì:
вы÷исëитеëü Πk + 1 pеаëизует постpоение функöии
W1[Lk + 1]: D1[Lk + 1] → [0, ∞[ (у÷итываеì, ÷то
k – (m – 2) = 1 пpи m = k + 1).
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Такиì обpазоì, äействуя поäобно (1)—(k), вы-

÷исëитеëи посëе этапа  завеpøаþт постpое-

ние функöий

(1′) W1[L1], ..., W1[Lk + 1];
(2′) W2[L1], ..., W2[Lk]; ...; ((k + 1)′) Wk + 1[L1].

Пpоäоëжая äанное постpоение, ìы поëу÷иì, в ÷а-
стности, ситуаöиþ, коãäа ìожно поëаãатü k = n – 1
(напоìниì, ÷то n < N), а тоãäа посëе о÷еpеäноãо
этапа  ìы буäеì pаспоëаãатü сëеäуþщиìи
функöияìи

(1′′) W1[L1], ..., W1[Ln];
(2′′) W2[L1], ..., W2[Ln – 1]; ...; (n′′) Wn[L1]. (66)

Набоp (66) явëяется pезуëüтатоì вы÷исëений на

этапах , ..., . Pаспоëаãая функöияìи (66),

ìы с у÷етоì (30), (31) и (51) осуществëяеì (посpеä-
ствоì скëеивания) постpоение функöии v1; пpи
этоì испоëüзуется (1′′) в (66).
Тепеpü "стpоку" (2′′) ìы äостpаиваеì на этапе

 äо ìассива зна÷ений функöии v2. Дëя этоãо на

этапе  вы÷исëитеëü Π1 независиìо от остаëü-
ных нас÷итывает зна÷ения функöии Wn + 1[L1]:
Dn + 1[L1] → [0, ∞[; äëя этоãо опpеäеëяется ìассив
зна÷ений Wn + 1[L1]( j, Q), ( j, Q) ∈ Dn + 1[L1]. Даëее,

вы÷исëитеëü Π2 на этапе  саìостоятеëüно нас÷и-
тывает зна÷ения Wn[L2]( j, Q), ( j, Q) ∈ Dn[L2]\Dn[L1].
Кpоìе тоãо, он испоëüзует зна÷ения Wn[L1]( j, Q) =
= Wn[L2]( j, Q), ( j, Q) ∈ Dn[L1] ∩ Dn[L2].

Такиì обpазоì, поëу÷ается вся функöия
Wn[L2]: Dn[L2] → [0, ∞[, котоpая "завеpøает" стpоку
(2′′) и позвоëяет с у÷етоì (30), (31) и (51) постpоитü v2.
Даëее на этапе  по анаëоãи÷ной схеìе буäет

постpоена функöия v3. Зäесü, коне÷но, ìы äоëжны
пpеäпоëаãатü, ÷то 3 m N – 1, т. е. 4 m N, ÷то, соб-
ственно ãовоpя, и пpеäставëяет пpакти÷еский ин-
теpес. Боëее тоãо, с пpакти÷еской то÷ки зpения ес-
тественно поëаãатü, ÷то n m N – 1 (иìеется в виäу
тот факт, ÷то pеøается заäа÷а äостато÷но боëüøой
pазìеpности в сìысëе N).
При повторении в основных ÷еpтах выøеупо-

ìянутой пpоöеäуpы (связанной с постpоениеì v2)

посëе этапа  буäут постpоены все функöии

v1, ..., vn. Кpоìе тоãо, ëиäеp — вы÷исëитеëü Π1 —
ìожет (пpи n < N) уйти впеpеä: пpи 2n m N – 1 этот
вы÷исëитеëü постpоит новые функöии Wn + 1[L1], ...,
W2n – 1[L1]. В пpотивноì сëу÷ае, т. е. пpи N < 2n, вы-
÷исëитеëü Π1 äоëжен остановитü вы÷исëения по äос-
тижении ìассива зна÷ений функöии WN – 1[L1]. Ана-
ëоãи÷ныì обpазоì вы÷исëитеëü Π2 пpи 2n m N посëе
сеpии постpоений упоìянутоãо (в связи с постpое-
ниеì v2) типа опpеäеëит новые функöии Wn + 1[L2],

..., W2n – 2[L2]. Есëи же, напpотив, N < 2n, то вы÷ис-
ëитеëü Π2 пpекpащает вы÷исëения по äостижении
ìассива зна÷ений функöии WN – 1[L2]. Анаëоãи÷ные
постpоения осуществëяþт вы÷исëитеëи Π3, ..., Πn
пpи усëовии, ÷то завеpøаþщиì этапоì явëяется

. Пpи этоì вы÷исëитеëü Πn посëе этоãо этапа

äоëжен иìетü функöиþ Wn[Ln] (с у÷етоì этоãо и ока-
зывается возìожныì постpоение всей функöии vn).

Даëüнейøее постpоение функöий vn + 1, ..., vN – 1
тpебует осуществëения новых öикëов, поäобных

( , ..., ). Чисëо и состав этих öикëов за-

висят от конкpетных соотноøений n и N. Оäин из
новых öикëов буäет "непоëныì" и, по сути, завеp-
øаþщиì в тоì сìысëе, ÷то вы÷исëитеëи Π1, ..., Πl,
ãäе l < n, закон÷ат своþ pаботу, а вы÷исëитеëи
Πl + 1, ..., Πn буäут пpоäоëжатü свои вы÷исëения.
Межäу пеpвыì и посëеäниì (непоëныì) öикëаìи пpи
боëüøих зна÷ениях (N – 1)/n возникаþт пpоìежуто÷-
ные "поëные" öикëы, коãäа pаботаþт все вы÷исëи-
теëи. Пpи этоì посëеäоватеëüно стpоятся функöии
vn + 1, ..., vp, ãäе p < N – 1, посëе ÷еãо в пpеäеëах вы-
øеупоìянутоãо "непоëноãо" öикëа вы÷исëитеëи
Πl + 1, ..., Πn äостpаиваþт функöии vp + 1, ..., vN – 1.

По сообpаженияì объеìа оãpани÷иваеìся упо-
ìянутыìи сообpаженияìи и пpивеäеì конкpети-
заöиþ äëя ìоäеëüноãо пpиìеpа пpи n = 3.

8. Модельный пpимеp

Pассìатpиваеì схеìу независиìых вы÷исëений
сëоев функöии Беëëìана на пpиìеpе пpи ÷исëе за-
äаний N = 5 и испоëüзуеì äëя вы÷исëения тpи вы-
÷исëитеëя: n = 3. На выпоëнение заäаний накëа-
äываþтся усëовия пpеäøествования посpеäствоì
ìножества K = {(1, 3); (2, 4)}.
Дëя pеаëизаöии эконоìи÷ноãо ваpианта ìетоäа

äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования (сì. pазäеë 3)
постpоиì существенные списки заäаний. Дëя этоãо,
пpиìеняя опеpатоp I [9, (2.2.27), (2.2.28)] к ìноже-

ству , поëу÷аеì I( ) = \{pr2(z): z ∈ Σ[ ]},

ãäе Σ[ ] = {z ∈ |(pr1(z) ∈ )&(pr2(z) ∈ )};
сpеäи всех паp инäексов тоëüко äве, (1,3) и (2,4),

явëяþтся аäpесныìи (сì. Ввеäение). Итак, I( ) =

= \{3; 4} =  ∪ {5}. По фоpìуëе (15) иìееì спи-

ски заäаний ìощности 4: G4 = { ; {1} ∪ ; }.
Даëее по фоpìуëе (4) стpоиì существенные списки

заäаний ìощности 3, пpи этоì I( ) =  ∪ {5};

I({1} ∪ ) = {1} ∪ ; I( ) = . Леãко виäетü,
÷то сеìейство G3 состоит (сì. (4)) из пяти списков за-

äаний: G3 = { ; {2} ∪ ; ; {1; 3; 5}; {1} ∪ }.

Вновü испоëüзуя (4), поëу÷аеì сеìейство G2:
G2 = { ; ; {2; 4}; {3; 5}; {1; 3}}. Дëя поëу÷ения

I k 1+
1( )

I n
1( )

I 1
1( ) I n

1( )

I n 1+
1( )

I n 1+
1( )

I n 1+
1( )

I n 2+
1( )

I 2n 1–
1( )

I 2n 1–
1( )

I 1
1( ) I 2n 1–

1( )

1 5, 1 5, 1 5, 1 5,

1 5, 1 5, 1 5, 1 5,

1 5,

1 5, 1 2,

2 5, 3 5, 1 4,

2 5, 2 3,

3 5, 4 5, 1 4, 1 2,

3 5, 4 5, 2 4, 3 4,

4 5, 3 4,
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сеìейства G1 испоëüзуеì сëеäуþщее пpеäставëение
G1 = {{t}: t ∈ M} = {{t}: t ∈ \ 1}, ãäе 1 = {1; 2}, т. е.

G1 = {{3}; {4}; {5}}.

Нуìеpуеì ìножества из сеìейства G4 (сì. (52)):

L1 = ; L2 ={1} ∪ ; L3 = . 

Дëя кажäоãо списка L1, L2 и L3, испоëüзуя (23),
стpоиì ОД (сì. табëиöу).
Тепеpü, выбиpая посëеäоватеëüно кажäый из

списков L1, L2, L3, ìы констpуиpуеì поток пpо-
стpанства позиöий, испоëüзуя (28):

D4[L1] = {(1, )};

D3[L1] = {(2, ); (3, {2} ∪ ); (5, )};

D2[L1] = {(2, ); (5, {2; 4}); (3, {2; 4}); (2, ); 

(5, ); (2, )};
D1[L1] = {(4, {5}); (5, {4}); (4, {3}); (3, {4})}.

D4[L2] = {(2, {1} ∪ )};

D3[L2] = {(1, ); (4, {1; 3; 5}); (5, {1} ∪ )};

D2[L2] = {(3, ); (5, ); (1, {3; 5}); (5, {1; 3});

(1, ); (4, {1; 3})};
D1[L2] = {(4, {5}); (5, {4}); (4, {3}); (3, {4}); (5, {3});
(3, {5}); (1, {3})}.

D4[L3] = {(5, )};

D3[L3] = {(1, ); (2, {1} ∪ )};

D2[L3] = {(2, ); (3, {2; 4}); (1, ); (4, {1; 3)};
D1[L3] = {(4, {3}); (3, {4}); (2, {4}); (1, {3})}.
Дëя поëу÷ения потоков зна÷ений виäа (50) на

постpоенных выøе сëоях наì потpебуется ìатpиöа
затpат c(i, j, K), ãäе i ∈ , j ∈ , K ⊂ . В своей
существенной ÷асти ìатpиöа с опpеäеëяется сëе-
äуþщиìи зна÷енияìи:

c(0,1, {1}) = 2 c(0,1, {2}) = 1 c(0,1, {3}) = 3 c(0,1, {4}) = 3 c(0,1, {5}) = 3
c(0,2, {1}) = 0,5 c(0,2, {2}) = 3 c(0,2, {3}) = 3 c(0,2, {4}) = 4 c(0,2, {5}) = 5
c(0,3 {1}) = 0,5 c(0,3, {2}) = 1 c(0,3, {3}) = 5 c(0,3, {4}) = 5 с(0,3, {5}) = 4
c(0,4, {1}) = 0,4 c(0,4, {2}) = 0,5 c(0,4, {3}) = 4 c(0,4, {4}) = 7 c(0,4, {5}) = 2
c(0,5, {1}) = 0,3 c(0,5, {2}) = 0,5 c(0,5, {3}) = 2 c(0,5, {4}) = 3 c(0,5, {5}) = 6

c(1,2, {1}) = 0 c(1,2, {2}) = 3 c(1,2, {3}) = 3,5 c(1,2, {4}) = 5 c(1,2, {5}) = 5
с(1,3, {1}) = 0 c(1,3, {2}) = 1,5 c(1,3, {3}) = 5 c(1,3,{4}) = 6 c(1,3, {5}) = 3,5
c(1,4, {1}) = 0 c(1,4, {2}) = 1 c(1,4, {3}) = 4 c(1,4, {4}) = 7 c(1,4, {5}) = 3
c(1,5, {1}) = 0 c(1,5, {2}) = 0,5 c(1,5, {3}) = 3 c(1,5, {4}) = 8 c(1,5, {5}) = 6

c(2,1, {1}) = 2 c(2,1, {2}) = 0 c(2,1, {3}) = 3 c(2,1, {4}) = 3 c(2,1, {5}) = 3
c(2,3, {1}) = 4 c(2,3, {2}) = 0 c(2,3, {3}) = 5 c(2,3, {4}) = 5 c(2,3, {5}) = 4
c(2,4, {1}) = 6 c(2,4, {2}) = 0 c(2,4, {3}) = 9 c(2,4, {4}) = 7 c(2,4, {5}) = 5
c(2,5, {1}) = 5 c(2,5, {2}) = 0 c(2,5, {3}) = 8 c(2,5, {4}) = 6 c(2,5, {5}) = 6

c(3,1, {1}) = 2 c(3,1, {2}) = 2 c(3,1, {3}) = 0 c(3,1, {4}) = 4 c(3,1, {5}) = 3
c(3,2, {1}) = 3 c(3,2, {2}) = 3 c(3,2, {3}) = 0 c(3,2, {4}) = 5 c(3,2, {5}) = 5
c(3,4, {1}) = 6 c(3,4, {2}) = 5 c(3,4, {3}) = 0 c(3,4, {4}) = 7 c(3,4, {5}) = 8
c(3,5, {1}) = 4 c(3,5, {2}) = 4 c(3,5, {3}) = 0 c(3,5, {4}) = 8 c(3,5, {5}) = 6

c(4,1, {1}) = 2 c(4,1, {2}) = 2 c(4,1, {3}) = 3 c(4,1, {4}) = 0 c(4,1, {5}) = 4
c(4,2, {1}) = 3 c(4,2, {2}) = 3 c(4,2, {3}) = 4 c(4,2, {4}) = 0 c(4,2, {5}) = 5
c(4,3, {1}) = 4 c(4,3, {2}) = 1,5 c(4,3, {3}) = 5 c(4,3, {4}) = 0 c(4,3, {5}) = 3,5
c(4,5, {1}) = 5 c(4,5, {2}) = 0,5 c(4,5, {3}) = 8 c(4,5, {4}) = 0 c(4,5, {5}) = 6

c(5,1, {1}) = 2 c(5,1, {2}) = 2 c(5,1, {3}) = 3 c(5,1, {4}) = 3 c(5,1, {5}) = 0
c(5,2, {1}) = 3 c(5,2, {2}) = 3 c(5,2, {3}) = 3,5 c(5,2, {4}) = 5 c(5,2, {5}) = 0
c(5,3, {1}) = 4 c(5,3, {2}) = 2,5 c(5,3, {3}) = 5 c(5,3, {4}) = 6 c(5,3, {5}) = 0
c(5,4, {1}) = 6 c(5,4, {2}) = 4 c(5,4, {3}) = 4 c(5,4, {4}) = 7 c(5,4, {5}) = 0

1 5,

2 5, 3 5, 1 4,

[L1; 0] = {2,5} [L2; 0] = {{1} U 3,5} [L3; 0] = {1,4}

[L1; 1] = {3,5; {2} U 4,5; 2,4} [L2; 1] = {3,5; {1; 3; 5}; {1} U 3,4} [L3; 1] = {2,4; {1} U 3,4}

[L1; 2] = {4,5; 3,4; {2; 4}} [L2; 2] = {4,5; 3,4; {3; 5}; {1; 3}} [L3; 2] = {3,4; {2; 4}; {1; 3}}

[L1; 3] = {{5}; {4}; {3}} [L2; 3] = {{5}; {4}; {3}} [L3; 3] = {{3}; {4}}

~ ~ ~

~ ~ ~

~ ~ ~

~ ~ ~

2 5,

3 5, 4 5, 2 4,

4 5, 3 5,

3 4, 3 4,

3 5,

3 5, 3 4,

4 5, 3 4,

3 4,

1 4,

2 4, 3 4,

3 4, 3 4,

0 5, 1 5, 1 5,
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Дëя поëу÷ения всевозìожных зна÷ений c(i, j, K)
испоëüзуеì естественное "аääитивное" пpавиëо:

c(i, j, K) = c(i, j, {s}), пpи K ∈ N, i ∈ \K, j ∈ K.

Итак, вы÷исëитеëü Π1 на÷инает своþ pаботу на

пеpвоì этапе , пpи L1 =  фоpìиpует сëе-

äуþщие зна÷ения функöии (54), испоëüзуя (48):

W1[2,5](4, {5}) = c(4,5, {5}) + f(5) = 6;

W1[ ](5, {4}) = c(5,4, {4}) + f(4) = 7;

W1[ (4, {3}) = c(4,3, {3}) + f(3) = 5;

W1[ ](2, {4}) = c(2,4, {4}) + f(4) = 7.

На÷инается этап , на котоpоì Π1 по пpеä-
ëожениþ 6.3 нас÷итывает ìассив зна÷ений функ-
öии (53):

W2[ ](2, ) = [c(2, h, ) +

+ W1[ ](2, \{h})] =

= min[c(2, 4, ) + W1[ ](4, {5});

c(2, 5, ) + W1[ ](5, {4})] =
= min[12 + 6; 12 + 7] = 18;

W2[ ](5, {2; 4}) =

= c(5, 2, {2; 4}) + W1[ ](2, {4}) = 8 + 7 = 15;

W2[ ](3, {2; 4}) = c(3, 2, {2; 4}) +

+ W1[ ](2, {4}) = 8 + 7 = 15; 

W2[ ](3, ) = min[c(3, 4, ) +

+ W1[ ](4, {5}); c(3, 5, ) +

+ W1[ ](5, {4})] = min[15 + 6; 14 + 7] = 21;

W2[ ](5, ) = min[c(5, 3, ) +

+ W1[ ](3, {4}); c(5, 4, ) +

+ W1[ ](4, {3})] = min[11 + 7; 11 + 5] = 16;

W2[ ](2, ) = min[c(2, 3, ) +

+ W1[ ](3, {4}); c(2, 4, ) +

+ W1[ ](4, {3})] = min[10 + 7;16 + 5] = 17.

На этоì же этапе на÷инает своþ pаботу вы÷ис-

ëитеëü Π2 и пpи L2 = {1} ∪  фоpìиpует зна÷ения
функöии (54):

W1[{1} ∪ ](5, {3}) = 5; W1[{1} ∪ ](3, {5}) = 6; 

W1[{1} ∪ ](1, {3}) = 5; W1[{1} ∪ ](3, {4}) = 7.

Зна÷ения W1[{1} ∪ ](4, {5}), W1[{1}∪ ](5, {4}),

W1[{1} ∪ ](4, {3}), W1[{1} ∪ ] (2, {4}), вы-
÷исëитеëü Π2 поëу÷ает от Π1 (на саìоì äеëе, эти
зна÷ения факти÷ески с÷итываþтся в виäе коэффи-
öиентов ìатpиöы затpат (сì. (46))). На÷инается

этап , на котоpоì Π1 нас÷итывает ìассив зна-

÷ений функöии (55):

W3[ ](2, ) = min[c(2, 3, ) +

+ W2[ ](3, ); c(2,5, ) +

+ W2[ ](5, )] = min[14 + 21; 20 + 16] =
= min[35; 36] = 35;

W3[ ](3, {2} ∪ ) = min[c(3, 2, {2} ∪ ) +

+ W2[ ](2, ); c(3,5, {2} ∪ ) +

+ W2[ ](5, {2; 4})] = min[13 + 17; 18 + 15] =
= min[30; 33] = 30;

W3[ ](5, ) = min[c(5, 2, ) +

+ W2[ ](2, ); c(5, 3, ) +

+ W2[ ](3, {2; 4})] = min[11,5 + 17; 13,5 + 15] =
= min[28,5; 28,5] = 28,5.

На этоì же этапе вы÷исëитеëü Π2 нас÷итывает
зна÷ения функöии (56):

W2[{1} ∪ ](1, {3; 5}) = 14;

W2[{1} ∪ ](5, {1; 3}) = 10;

W2[{1} ∪ ](1, ) = 16;

W2[{1} ∪ ](4, {1; 3}) = 10.

Остаëüные зна÷ения, а иìенно W2[{1}∪ ] (5, )

и W2[{1} ∪ ] (3, ), Π2 поëу÷ает от Π1. В своþ
о÷еpеäü, "вкëþ÷ивøийся" в pаботу вы÷исëитеëü Π3

к конöу этапа  pаспоëаãает функöияìи (57), зна-

÷ения котоpых уже быëи поëу÷ены pанее Π1 и Π2.

Такиì обpазоì, к конöу этапа  ìы pаспоëаãаеì

зна÷енияìи всей функöии v1 и ÷асти÷но нас÷итан-
ныìи зна÷енияìи функöий v2 и v3. 

На этапе  вы÷исëитеëü Π1 завеpøает pаботу
поäс÷етоì зна÷ения:

W4[ ](1, ) = min[c(1, 2, ) +

+ W3[ ](2, ); c(1, 3, ) +

+ W3[ ](3, {2} ∪ ); c(1, 5, ) +

+ W3[ ](5, )] = 
= min[16,5 + 35; 16 + 30; 17,5 + 28,5] =

= min[51,5; 46; 46] = 46. 
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Вы÷исëитеëü Π2 к конöу этапа  pаспоëаãает
зна÷енияìи:

W3[{1} ∪ ](1, ) = 33;

W3[{1} ∪ ](4, {1; 3; 5}) = 23;

W3[{1} ∪ ](5, {1} ∪ ) = 24.

В своþ о÷еpеäü, Π3 pаспоëаãает зна÷енияìи

функöий W2[ ](3, {2; 4}), W2[ ](2, ), ко-

тоpые быëи нас÷итаны pанее Π1, и зна÷енияìи

W2[ ](1, ), W2[ ](4, {1; 3}), нас÷итанныìи

pанее Π2. Такиì обpазоì, к конöу этапа  по-

стpоена функöия v2.

На этапе  вы÷исëитеëü Π2 завеpøает pаботу

pас÷етоì зна÷ения W4[{1} ∪ ](2, {1} ∪ ) = 41.

В своþ о÷еpеäü, Π3 к конöу этапа pаспоëаãает зна-

÷енияìи W3[ ](1, ) = 27,5; W3[ ](2, {1} ∪

∪ ) = 24. 

Такиì обpазоì, к конöу этапа  постpоена
функöия v3.

На посëеäнеì, завеpøаþщеì этапе  завеpøает

pаботу вы÷исëитеëü Π3, pеаëизуя W4[ ](5, ) =

= 37,5. К конöу äанноãо этапа поëу÷аеì функöиþ v4. 

Тепеpü ìожно пpиступитü к вы÷исëениþ ãëо-
баëüноãо экстpеìуìа V:

V(0, ) = min[c(0, 1, ) + v4(1, );

c(0, 2, ) + v4(2, {1} ∪ );

c(0, 5, ) + v4(5, )] = min[12 + 46; 15,5 + 41; 

11,8 + 37,5 ] = min[58; 56,5; 49,3] = 49,3.

Соответствуþщий äанноìу экстpеìуìу ìаpøpут
(постpоение оптиìаëüноãо ìаpøpута пpивоäится в
pазäеëе 4) иìеет виä: 0 → 5 → 1 → 3 → 2 → 4.
Дëя иëëþстpаöии выøеупоìянутой пpоöеäуpы

с эëеìентаìи pаспаpаëëеëивания быëи пpовеäены
вы÷исëения (испоëüзоваëся пpоãpаììный коìпëекс,
pазpаботанный на пëатфоpìе .Net с испоëüзованиеì
языка С#) на основе ДП без pаспаpаëëеëивания [15].
Упоìянутый ваpиант ДП быë pеаëизован в виäе
пpоãpаììноãо коìпëекса на коìпüþтеpе Notebook
Lenovo с пpоöессоpоì Core i5-2410М с ÷астотой
2,3 GHz, объеìоì опеpативной паìяти 3,0 ГБ с ус-
тановëенной 32-pазpяäной опеpаöионной систеìой
Windows 7 Professional, ÷то позвоëиëо найти опти-
ìаëüное pеøение основной заäа÷и пpи N = 30
с 27 аäpесныìи паpаìи. В äанноì сëу÷ае (пpи N = 5)

ваpиант без pаспаpаëëеëивания испоëüзован äëя
поäтвеpжäения пpавиëüности ìоäеëüноãо пpиìеpа: в
обоих сëу÷аях pезуëüтаты pас÷ета (V = 49,3, ìаp-
øpут 0 → 5 → 1 → 3 → 2 → 4) совпаäаþт.

Заключение

Дëя pеøения заäа÷и ìаpøpутизаöии с оãpани-
÷енияìи и функöияìи стоиìости, зависящиìи от
списка заäаний, постpоена ãипотети÷еская схеìа
независиìых вы÷исëений äëя pеаëизаöии паpаë-
ëеëüной пpоöеäуpы постpоения функöии Беëëìана.
Изëаãаеìая схеìа ìожет пpиìенятüся пpи pеøе-
нии инженеpной заäа÷и о äеìонтаже энеpãобëока
АЭС, вывеäенноãо из экспëуатаöии.
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A scheme of independent calculations of the Bellman function for the Precedence Constrained TSP, in which the cost de-
pends on the list of pending jobs was constructed. The authors use a version of the dynamic programming method to solve a
routing problem with the precedence constraints; this method makes use of an extension for the initial problem, which is based
on a transformation of the precedence constraints into a special "deletion" rule (for tasks from the "current" list). At the stage
of construction of the Bellman function, the whole array of its values is not used.In order to parallelize the computation pro-
cedure of the above mentioned function, they propose to distribute the task lists,which are realized at the penultimate stage of the
procedure between different cores.In the construction of individual threads of the computational scheme, the authors use dis-
crete dynamical systems,which build the sets,which may look similar to the reachability sets in the optimal control theory; the
latter sets are employed in construction of the layers of space of position.The layers of the Bellman function, which are con-
structed in threads, are defined as restrictions of the latter onto the respective layers of the space of position. The statement of
the problem and the solution methods are focused on a real-life problem of dismantling of a decommissioned nuclear power unit.

Keywords: Dynamic programming, route, precedence constraints, essential list (of tasks), layers of space of position, in-
dependent computations, Bellman function
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