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Асимптотическое pазложение закона теpминального упpавления 
выходом pазнотемповых систем

Введение

Мноãие совpеìенные техноëоãии связаны с не-
обхоäиìостüþ пpивеäения äвижущихся объектов в
заäанное поëожение за коне÷ный пpоìежуток вpе-
ìени. Такая пpобëеìа возникает, напpиìеp, в за-
äа÷ах автоìати÷еской посаäки саìоëета, позиöиони-
pования испоëнитеëüноãо оpãана техноëоãи÷еской
установки, пеpеìещения ìобиëüноãо pобота в заäан-
нуþ то÷ку на ìестности и т. п. Посëеäоватеëüностü
физи÷еских возäействий, поäаваеìых на объект
äëя äостижения указанной öеëи, пpинято называтü
теpìинаëüныì упpавëениеì.

Pазpаботка законов теpìинаëüноãо упpавëения
осуществëяется в основноì с поìощüþ ìетоäов
оптиìаëüноãо упpавëения. Кpитеpий оптиìаëüности
соäеpжит в этоì сëу÷ае спеöиаëüный, теpìинаëü-
ный, ÷ëен, выpажаþщий øтpаф за пpоìах, т. е. за
откëонение коне÷ноãо поëожения объекта от заäан-
ноãо, ëибо на пpавый конеö тpаектоpии накëаäы-
ваþтся оãpани÷ения. Пpи испоëüзовании кваäpати÷-
ноãо кpитеpия и ëинейной ìатеìати÷еской ìоäеëи
объекта pеøение уäается äовести äо поëу÷ения
заìкнутоãо закона упpавëения — в фоpìе обpат-
ной связи. Данноìу поäхоäу посвящено ìножест-
во pабот, пpеäставëенных в обзоpе [1].
Матеìати÷еское pеøение теpìинаëüной заäа÷и

не озна÷ает, оäнако, успеøноãо завеpøения pазpа-
ботки закона упpавëения. Оäной из пpи÷ин возìож-
ных затpуäнений ìожет посëужитü особый хаpактеp

äинаìики, встpе÷аþщийся у ìноãих äвижущихся
объектов. Он состоит в наëи÷ии у них ìеäëенных
поступатеëüных и быстpых вpащатеëüных собствен-
ных äвижений. Такая pазнотеìповостü, pазноìас-
øтабностü пpоöессов по вpеìени усëожняет ÷исëен-
ное pеøение заäа÷и. Коãäа постоянные вpеìени
äвижений pазнесены, пpихоäится вы÷исëятü с ìаëыì
øаãоì интеãpиpования быстpопеpеìенные состав-
ëяþщие äвижений на боëüøих вpеìенных интеp-
ваëах и опеpиpоватü пpи этоì пëохо обусëовëен-
ныìи ìатpиöаìи. Указанная особенностü известна
поä названиеì жесткости систеì.
Несìотpя на пpинöипиаëüный хаpактеp возни-

каþщих затpуäнений, фактоp pазнотеìповости
ìожет бытü обpащен, теì не ìенее, на поëüзу ис-
сëеäованияì. Это уäается сäеëатü, есëи попытатüся
пpиìенитü асиìптоти÷еские ìетоäы. Они позвоëяþт
составëятü пpибëиженные уpавнения, котоpыìи
описываþтся быстpые и ìеäëенные составëяþщие
по отäеëüности. Эти уpавнения ìожно с÷итатü на
коìпüþтеpе — кажäое в своеì ìасøтабе вpеìени
[1, 2]. В pезуëüтате не тоëüко устpаняþтся тpуäности
ìоäеëиpования, связанные с жесткостüþ систеì, но
и упpощаþтся саìи ìоäеëи систеì. Данное поëоже-
ние относится и к законаì упpавëения pазнотеìпо-
выìи объектаìи: законы становятся пpоще, есëи
pазäеëитü их на быстpые и ìеäëенные коìпоненты.
Свойство pазнотеìповости ìатеìати÷ески ìо-

äеëиpуется путеì ввеäения ìаëоãо ìножитеëя пpи
÷асти пpоизвоäных уpавнений систеìы. Те пеpеìен-
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ные, пpи пpоизвоäных котоpых нахоäится ìаëый
паpаìетp, явëяþтся "быстpыìи", остаëüные — "ìеä-
ëенныìи". Такой поäхоä носит название теоpии
синãуëяpных возìущений [2]. Он позвоëяет стpо-
итü асиìптоти÷еские пpибëижения pеøений пpи
стpеìëении ìаëоãо паpаìетpа к нуëþ, явëяþщиеся
упpощениеì то÷ных pеøений, и осуществëятü pаз-
биение (äекоìпозиöиþ) pеøения на быстpые и
ìеäëенные коìпоненты. В äанной pаботе с поìо-
щüþ pассìатpиваеìоãо поäхоäа стpоятся асиìпто-
ти÷еские пpибëижения пpоöессов теpìинаëüноãо
упpавëения äëя ëинейно-кваäpати÷ной заäа÷и.

Постановка задачи

Заäа÷а асиìптоти÷еской äекоìпозиöии pеøается
зäесü äëя упpавëяеìой систеìы с быстpыìи и ìеä-
ëенныìи äвиженияìи, описываеìой с поìощüþ
ëинейных äиффеpенöиаëüных уpавнений с ìаëыì
паpаìетpоì пpи ÷асти пpоизвоäных:

(1)

ãäе λ > 0 — ìаëый паpаìетp. В этих уpавнениях y —
"ìеäëенная" пеpеìенная, z — "быстpая". В саìоì
äеëе, пpи λ → 0 пpоизвоäная функöии z буäет боëü-
øой: dz/dt = (1/λ)F (y, z, u, t) = O(1/λ) (вне λ-ок-
pестности тех то÷ек фазовоãо пpостpанства, в ко-
тоpых A3y + A4z + B2u = 0). Зна÷ит, пеpеìенная z
изìеняется быстpо.
Уpавнения (1) заäаны на фиксиpованноì отpезке

вpеìени 0 m t m tf; y ∈ E n, z ∈ E m, x = col[y, z] ∈
∈ En + m — вектоp состояния; u ∈ Er — вектоp упpав-
ëения. Матpиöы Ai = Ai(t) (i = ) и Bj = Bj(t)
( j = 1, 2) пpеäпоëаãаþтся непpеpывныìи на [0, tf].
Паpаìетp λ в уpавнениях виäа (1) пpинято назы-

ватü синãуëяpныì, а соäеpжащий еãо ÷ëен λdz/dt —
синãуëяpныì возìущениеì [2]. Данное опpеäеëе-
ние связано с теì, ÷то, хотя этот ÷ëен и явëяется
ìаëыì в опpеäеëенноì сìысëе, он вызывает суще-
ственное изìенение pеøения.
Дëя синãуëяpно возìущенной систеìы (1) pас-

сìатpивается заäа÷а нахожäения оптиìаëüноãо
упpавëения u = u(t), своäящеãо к ìиниìуìу кваä-
pати÷ный функöионаë

I [u(t)] = (X тFX )|  +

+ xт x + uтR(t)u dt, (2)

ãäе X = Hx — выхоä систеìы; H = [Hy Hz] — по-
стоянная ìатpиöа с бëокаìи pазìеpоì Hy — q Ѕ n,
Hz — q Ѕ m; F — постоянная поëожитеëüно опpе-

äеëенная ìатpиöа q Ѕ q (F > 0); Q =  — не-

отpиöатеëüно (Q(t) l 0), R — поëожитеëüно (R(t) > 0)
опpеäеëенные на [0, tf] ìатpиöы; Q1 – (n Ѕ n)-ìеp-
ный, Q3 — (m Ѕ m)-ìеpный бëоки.

Оптиìаëüное упpавëение u = u(t) äëя заäа÷и (1),
(2) существует и иìеет известный виä [3]:

u = –R–1BтKx, (3)

ãäе K = K(t) – (n + m) Ѕ (n + m) — ìатpиöа, яв-
ëяþщаяся pеøениеì ìатpи÷ноãо äиффеpенöиаëü-
ноãо уpавнения Pиккати с усëовиеì на пpавоì конöе: 

 = –KA – AтK + KSK – Q, K|  = Φ. (4)

Зäесü A = , B = , S = BR–1Bт =

= , S1 = B1R
–1 , S2 = B1R

–1 ,

S3 = B2R
–1 , Φ = H тFH.

Пpи бëо÷ной записи

K = , Φ = , (5)

уpавнение (4) пpеобpазуется к тpеì уpавненияì с
усëовияìи на пpавоì конöе:

(6)

K1|  = Φ1, K2|  = Φ2, K3|  = Φ3. (7)

Систеìа ìатpи÷ных äиффеpенöиаëüных уpавне-
ний (6) с усëовияìи (7) явëяется синãуëяpно возìу-
щенной пpи ìаëоì λ. Ее pеøение опpеäеëяет ìат-
pиöу обpатной связи в фоpìуëе оптиìаëüноãо pеãу-
ëятоpа (3). Мы виäиì, ÷то pеãуëятоp обëаäает теì же
свойствоì pазнотеìповости, ÷то и объект упpавëе-
ния (1). В сëу÷ае pеãуëятоpа, оäнако, pазнотеìпо-
востü становится наибоëее пpобëеìныì свойствоì:

1) ìатpи÷ные уpавнения (6) иìеþт поpяäок,
ìноãокpатно пpевосхоäящий поpяäок исхоäных
вектоpных уpавнений объекта (1);

 = A1y + A2z + B1u, y|t = 0 = y0;

λ  = A3y + A4z + B2u, z |t = 0 = z0,

dy
dt
----

dz
dt
----

1 4,

t tf=

 
0

tf

∫
 

 

Q1 t( ) Q2 t( )

Q2
т t( ) Q3 t( )

Q1 Q2

Q2
т Q3

dK
dt
----- t tf=

A1 A2

λ 1– A3 λ 1– A4

B1

λ 1– B2

S1  λ 1– S2

λ 1– S2
т  λ 2– S3

B1
т B2

т

B1
т

K1  λK2

λK2
т  λK3

Φ1 Φ2

Φ2
т Φ3

 = –K1A1 – K1 – K2A3 –  +

+ K1S1K1 + K1S2  + K2 K1 + K2S3  – Q1;

λ  = –K1A2 – K2A4 – λ K2 – K3 +

+ λK1S1K2 + K1S2K3 + λK2 K2 + K2S3K3 – Q2;

λ  = –λ A2 – λ K2 – K3A4 – K3 +

+ λ2 S1K2 + λ S2K3 + λK3 K2 + K3S3K3 – Q3;

dK1

dt
------- A1

т A3
т K2

т

K2
т S2

т K2
т

dK2

dt
------- A1

т A3
т

S2
т

dK3

dt
------- K2

т A2
т A4

т

K2
т K2

т S2
т

t tf= t tf=
1
λ
-- t tf=

1
λ
--
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2) öифpовая pеаëизаöия ìатpи÷ноãо pеãуëятоpа
с быстpо и ìеäëенно изìеняþщиìися коэффиöи-
ентаìи в pеаëüноì вpеìени тpебует зна÷итеëüных
затpат вpеìени и pесуpсов боpтовоãо коìпüþтеpа
ввиäу необхоäиìости ÷астой äискpетизаöии ìноãо-
коìпонентных пpоöессов по вpеìени из-за наëи-
÷ия быстpых составëяþщих в законе упpавëения;

3) коне÷ные (пpи t = tf) усëовия (7) систеìы (6)
неоãpани÷енно возpастаþт пpи λ → 0. Это созäает
äопоëнитеëüные тpуäности ÷исëенноãо интеãpиpо-
вания систеìы (6).
Особенности заäа÷и (6), (7) затpуäняþт постpое-

ние теpìинаëüноãо pеãуëятоpа в фоpìе (3). Поэтоìу
öеëесообpазна еãо äекоìпозиöия и асиìптоти÷еское
упpощение. В äанной статüе стpоится асиìптоти÷е-
ское pазëожение ìатpиöы Pиккати K (5) по степеняì
ìаëоãо паpаìетpа λ, котоpое посëе поäстановки в
фоpìуëу (3) äает асиìптоти÷еское пpибëижение все-
ãо pеãуëятоpа и устpаняет пеpе÷исëенные тpуäности.
Анаëоãи÷ная заäа÷а впеpвые быëа pассìотpена

в pаботах [4, 5], но äëя ÷астноãо сëу÷ая ìатpиöы Φ,
пpи котоpоì коне÷ные усëовия (7) быëи оãpани-
÷енныìи по паpаìетpу λ. Мы pассìатpиваеì заäа÷у
пpи пpоизвоëüных, в тоì ÷исëе неоãpани÷енных
усëовиях (7) пpи λ → 0. Асиìптотика pеøения уpав-
нений (6) с неоãpани÷енно боëüøиìи усëовияìи (7)
поëу÷ена в работе [6]. Оäнако в этой pаботе pас-
сìотpен pеãуëятоp состояния, соответствуþщий еäи-
ни÷ной ìатpиöе H = I и, зна÷ит, поëожитеëüно оп-
pеäеëенной теpìинаëüной ìатpиöе Φ = HтFH. Наìи
pассìатpивается общий сëу÷ай pеãуëятоpа выхоäа,
пpи котоpоì ìатpиöа Φ ìожет бытü неотpиöатеëüно
опpеäеëенной, а Н, соответственно, пpяìоуãоëüной.
Дëя этоãо сëу÷ая выpажения из pаботы [6] äëя
пpеäставëения pеãуëятоpа непpиãоäны.

Композиционное пpедставление матpицы Pиккати

Как и в pаботе [6], ìатpиöа K не ìожет бытü pаз-
ëожена в асиìптоти÷еский pяä по степеняì λ. Дëя
постpоения ее асиìптотики наìи испоëüзуется
спеöиаëüная ìуëüтипëикативная äекоìпозиöия этой
ìатpиöы на тpи боëее пpостые ìатpиöы. Это пpеä-
ставëение K сëужит обобщениеì соответствуþщеãо
пpеäставëения из работы [6] на сëу÷ай pеãуëятоpа
выхоäа, и оно иìеет виä [7] 

K = P + W т(M + F –1)–1W, (8)

ãäе ìатpиöы P – (n + m) Ѕ (n + m), W – q Ѕ (n + m)
и M — q Ѕ q опpеäеëяþтся из уpавнений

 = –PA – AтP + PSP – Q, P |  = 0;

 = –W(A – SP), W |  = H;

 = –WS(t)W т, M |  = 0.

Бëоки ìатpиöы P : P = , P1 — n Ѕ n,

P3 — m Ѕ m, уäовëетвоpяþт уpавненияì виäа (6),

но с нуëевыìи коне÷ныìи усëовияìи

P1|  = 0, P2|  = 0, P3|  = 0,

а äëя бëоков W = [Wy  λWz], Wy – q Ѕ n, Wz — q Ѕ m,

и ìатpиöы M иìеþт ìесто уpавнения

(9)

 = –WyS1  – WyS2  –

– Wz  – WzS3 , M |  = 0. (10)

Асимптотика компонент матpицы Pиккати

Пустü тепеpü:
I. Все ìатpиöы Ai = Ai(t) (i = ), Bj = Bj(t)

( j = 1, 2), Q =Q(t), R =R(t) p + 2 pаза непpеpывно
äиффеpенöиpуеìы на [0, tf] (p — некотоpое нату-
pаëüное ÷исëо: p = 0, 1, 2, ...);

II. Пара ìатриö (A4, B2) по теpìиноëоãии pа-

бот [4, 5] упpавëяеìа в поãpани÷ноì сëое, т. е.

rank[B2, A4B2, ..., B2] = m на [0, tf];

III. Пара ìатриö (A4, C) набëþäаеìа в поãpани÷ноì

сëое [4,5], т. е. rank[ , , ..., ( )m – 1 ]= m на

[0, tf], ãäе C* = C*(t) — pеøение уpавнения C* = Q3.

Есëи Q3 = Q3(t) ≡ 0 иëи B2 = B2(t) ≡ 0, то вìесто
усëовий II и III нужно потpебоватü, ÷тобы ìатpиöа
A4(t) быëа ãуpвиöевой на [0, tf], т. е. иìеëа собст-
венные ÷исëа с отpиöатеëüныìи äействитеëüныìи
÷астяìи пpи всех t ∈ [0, tf].
Опиpаясü на усëовия I—III и pезуëüтаты pаботы

[7], запиøеì асиìптотику pеøений уpавнений (6)
äëя сëу÷ая Pi и уpавнений (9), (10) äëя Wy,z, M. Она
иìеет виä сëеäуþщих pазëожений по степеняì λ:

(t, λ) = λk[Pik(t) + ΠkPi(τ)] (i = ); (11)

dP
dt
----- t tf=

dW
dt

------- t tf=

dM
dt
------ t tf=

P1 λP2

λP2
т λP3

t tf= t tf= t tf=

 = –Wy(A1 – S1P1 – S2 ) –

– Wz(A3 – P1 – S3 ), Wy|  = Hy; 

λ  = –Wy(A2 – λS1P2 – S2P3) –

– Wz(A4 – λ P2 – S3P3), Wz|  = λ–1Hz;

dWy

dt
--------- P2

т

S2
т P2

т
t tf=

dWz

dt
--------

S2
т

t tf=

dM
dt
------ Wy

т W z
т
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(12)

(t, λ) = λk[Mk(t) + ΠkM(τ)], (13)

ãäе τ = (t – tf)/λ — так называеìое pастянутое, иëи
"быстpое", вpеìя, а функöии от t и τ — коэффиöи-
енты pазëожений Pik(t), ΠkPi(τ), Wy,zk(t), ΠkWy,z(τ),
Π–1Wz(τ), Mk(t), ΠkM(τ) — опpеäеëяþтся ниже как
pеøения соответствуþщих уpавнений.
Выpажения (11)—(13) явëяþтся асиìптоти÷ески-

ìи пpибëиженияìи ìатpиö Pi, Wy,z, M. Оøибки пpи-
бëижений составëяþт веëи÷ину поpяäка λp+1O(1),
ãäе ||O(1)|| m с äëя всех äостато÷но ìаëых λ и всех
t ∈ [0, tf], c > 0 — некотоpая постоянная [7]. Поãpа-
ни÷ные функöии виäа Πk f(τ) (i = ; k = 0, 1, ..., p)
ìажоpиpуþтся убываþщиìи экспонентаìи [7]:

||Πk f (τ)|| m c ехp(κτ), τ m 0,

ãäе κ > 0 — некотоpая константа.
Дëя поëу÷ения коэффиöиентов pазëожений

(11)—(13) испоëüзуется известный аëãоpитì [2].
Он закëþ÷ается в поäстановке (11) в уpавнения (6),
записанные äëя Pi, а (12), (13) — в (9), (10) вìесто Pi,
Wy,z, M и в пpиpавнивании коэффиöиентов пpи
оäинаковых степенях λ в обеих ÷астях уpавнений.
Пpи этоì отäеëüно пpиpавниваþтся коэффиöиенты,
зависящие от t, и отäеëüно — зависящие от τ. Это и
äает уpавнения äëя опpеäеëения коэффиöиентов.
В ÷астности, в нуëевоì пpибëижении эти уpавне-
ния иìеþт виä [7]

 = –P10A1 – P10 – P20A3 –

–  + P10S1P10 + P10S2  + P20 P10 +

+ P20S3  – Q1, P10(tf) = 0,

0 = –P10(A2 – S2P30) – P20(A4 – S3P30) – P30 – Q2,

0 = –P30A4 – P30 + P30S3P30 – Q3,

 = –Π0P2•α40 – •Π0P3 +

+ Π0P2•s30•Π0P3, Π0P2(0) = –P20(tf),

 = –Π0P3•α40 – •Π0P3 +

+ Π0P3•s30•Π0P3, Π0P3(0) = –P30(tf),

 = –Π1P3(α40 – s30•Π0P3) –

– (α40 – s30•Π0P3)
тΠ1P3 + Π1FP3(τ),

Π1FP3(τ) = –Π0 •α20 – •Π0P2 – Π0P3•α41 –

– •Π0P3 + Π0 •s20•Π0P3 + Π0P3• •Π0P2 +

+ Π0P3•s31•Π0P3, Π1P3(0) = –P31(tf),

пpи этоì P31(tf) опpеäеëяется из аëãебpаи÷ескоãо
уpавнения

P31(A4 – S3P30) + (  – P30S3)P31 = FP31(t) – ,

ãäе

FP31(t) = – A2 – P20 + S2P30 + P30 P20 – q3;

 = –Wy0(A1 – S1P10 – S2 ) –

– Wz0(A3 – P10 – S3 );

Wy0(tf) = Hy – Π0Wy(0);

0 = –Wy0(A2 – S2P30) – Wz0(A4 – S3P30);

 = –Π–1Wz(α40 – s30•Π0P3), Π–1Wz(0) = Hz;

 = –Π–1Wz(α30 – s30•Π0 ) ≡ Π0 fWy(τ), 

Π0Wy(0) = Π0 fWy(σ)dσ;

 = –Π0Wy(α20 – s20•Π0P3) –

– Π0Wz(α40 – s30•Π0P3) + Π0FWz(τ); 

Π0FWz(τ) = –Π–1Wz•[α41 – ( •Π0P2 + s31•Π0P3 +

+ s30•Π1P3)] + (Ωy0 + Ωz0)•Π0P3;

Π0Wz(0) = –Wz0(tf);

M –1(t) ≡ M –1(tf) = –Π–1M(0);

 = –Wy0S1  –Wy0S2  –

– Wz0  – Wz0S3 ,

M0(tf) = –Π0M(0);

 = –Π–1Wz•s30•Π–1  ≡ Π–1 fM(τ),

Π–1M(0) = Π–1 fM(σ)dσ,

 = –Π–1Wz• (τ) – fW(τ)•Π–1  –

– Π–1Wz•s31(τ)•Π–1  ≡ Π0 fM(τ),

fW(τ) = [Wy0(tf) + Π0Wy]s20 + [Wz0(tf) + Π0Wz]s30,

Π0M(0) = Π0 fM(σ)dσ.

(t, λ) = λk[Wyk(t) + ΠkWy(τ)];

(t, λ) = Π–1Wz(τ) + λk[Wzk(t) + ΠkWz(τ)];

Wy
~

k 0=

p

∑

Wz
~ 1

λ
--

k 0=

p

∑

M~

k 1–=

p

∑

1 3,
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Зäесü

si0 = Si(tf) (i = ), s31 = s31(τ) = (tf)•τ,

α10 = (A1 – S1P10 – S2 )| ,

α20 = (A2 – S2P30)| ,

α30 = (A3 – P10 – S3 )| ,

α40 = (A4 – S3P30)| ,

α41 = α41(τ) = (  – S3  – P30)| •τ –

– ( P20 + S3P31)| ,

Ωy0 = Wy0(tf)•S2(tf), Ωz0 = Wz0(tf)•S3(tf),

а выpажения виäа Θ(1) обозна÷аþт пеpвуþ пpоиз-

воäнуþ функöии Θ = Θ(t) по вpеìени: Θ(1) = dΘ/dt.

Теоpема об асимптотическом pазложении

С поìощüþ коìпозиöионной фоpìуëы (8) поëу-
÷иì асиìптотику всей ìатpиöы K и затеì асиìпто-
тику саìоãо pеãуëятоpа (3). Воспоëüзуеìся äëя этоãо
бëо÷ныì пpеäставëениеì (5), ãäе в соответствии с (8)

(14)

Составиì асиìптоти÷ески пpибëиженнуþ ìат-
pиöу Pиккати по фоpìуëе (8):

 =  + (  + F –1)–1 , (15)

и пpиìеì äëя нее анаëоãи÷нуþ к (5) стpуктуpу 

 = , (16)

ãäе

(17)

Пpивëекая оöенки (11)—(13) и стpуктуpы (5) и
(16), ìожно äоказатü сëеäуþщуþ теоpеìу, усиëи-
ваþщуþ соответствуþщуþ теоpеìу из pаботы [6].
Теоpема. Пpи выпоëнении усëовий I—III коì-

поненты ìатpиöы (t, λ) явëяþтся p-ìи асиìпто-
ти÷ескиìи пpибëиженияìи äëя соответствуþщих

коìпонент K(t, λ) пpи λ → 0, pавноìеpныìи на от-
pезке 0 m t m tf, а иìенно:

Ki(t, λ) = (t, λ) + rKi(t, λ) (i = ), (18)

ãäе остатки пpибëижений rKi(t, λ) поä÷иняþтся
оöенкаì

||rK1(t, λ)|| = λp+1O(1),

||rKi(t, λ)|| = λpe–κtO(1) + λp+1O(1) (i = 2, 3) (19)

пpи λ → 0 pавноìеpно на [0, tf], т. е. ||O(1)| m с äëя
∀t ∈ [0, tf] и ∀λ ∈ (0, λ0], ãäе с > 0 и λ0 > 0 — не-
котоpые постоянные.

Доказательство теоpемы

Оöениì то÷ностü асиìптоти÷еских пpибëиже-
ний (18). Дëя этоãо воспоëüзуеìся пpеäставëенияìи

K = P + W т(M + F –1)–1W = P + V;

 =  + (  + F –1)–1  =  + , 

ãäе V = W т(M + F –1)–1W;  = (  + F –1)–1 . 
Дëя V и  пpиìеì бëо÷ные pазбиения

V = ,  = ,

ãäе V1 = (M + F–1)–1Wy; V2 = (M + F–1)–1Wz;

V3 = λ (M + F–1)–1Wz;  = (  + F–1)–1 ;

 = (  + F–1)–1 ;  = (  + F–1)–1 .

Ввеäеì остатки асиìптоти÷еских pазëожений

rP = P – , rW = W – , rM = M –  

и их бëо÷ные пpеäставëения:

rP =  –  = ,

rW = [Wy  λWz] – [   λ ] =[rWy  λrWz],

rM = M – , 

ãäе соãëасно (11)—(13)

rPi = λp+1O(1), i = ;

rWy,z = λp+1O(1);

rM = λp+1O(1),

а rV = V –  пpеäстоит оöенитü.

В pаботе [7] äоказано, ÷то ìатpиöа [M(t, λ)+F–1]–1

существует и pавноìеpно оãpани÷ена пpи всех

1 3, S3
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P20
т
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т
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т
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т
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~~
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~ W z
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~
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P1 λP2
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1 3,
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t ∈ [0, tf] и λ > 0. В отноøении ìатpиöы [ (t, λ) +

+ F –1]–1 то же саìое веpно пpи всех t ∈ [0, tf] и
λ ∈ (0, λ0], ãäе λ0 äостато÷но ìаëо.
Даëее запиøеì пpи äостато÷но ìаëых λ

(M + F –1)–1 = (  + F –1 + rM)–1 =

= [(I + rM(  + F –1)–1)(  + F –1)]–1 =

= (  + F –1)–1(I + rMO(1)) =

= (  + F –1)–1 + O(1)rMO(1)

и, зна÷ит,

(M + F –1)–1 – (  + F –1)–1 =
= O(1)rMO(1) = λp + 1O(1). 

Обpатиìся к остатку rV. Запиøеì еãо в виäе

rV = V –  = W т(M + F –1)–1W –

– (  + F –1)–1  = ρ1 + ρ2 +  + ρ3,

ãäе

ρ1 = [(M + F –1)–1 – (  + F –1)–1] ;

ρ2 = (M + F –1)–1 ; ρ3 = (M + F –1)–1rW.

Найäеì

ρ1 = [(M + F –1)–1 – (  + F –1)–1]  =

= λp+1O(1) .

Зäесü O(1) — q Ѕ q сиììетpи÷ная ìатpиöа;

= [   λ ] – q Ѕ (n + m) ìатpиöа. Поэтоìу

с у÷етоì (12)

ρ1 = λp+1  =

= λp+1 ,

(ãäе все ìатpи÷ные бëоки сиììетpи÷ны). 
Анаëоãи÷но иìееì

ρ2 = (M + F –1)–1  =

= λp+1 O(1)[   λ ] =

= λp+1  =

= λp+1 ,

ρ3 = (M + F –1)–1rW =

= λp+1 O(1)λp+1[O(1)  λO(1)] =

= λ2p + 2 .

(Зäесü также бëоки ìатpиöы ρ3 сиììетpи÷ны.) 
Отсþäа нахоäиì

rV = ρ1 + ρ2 +  + ρ3 =

= λp+1 .

Окон÷атеëüно иìееì

rV = V –  =

=  –  = ,

ãäе

rV1 = λp+1O(1), rV2 = λpeκτO(1) + λp+1O(1),

rV3 = λpeκτO(1) + λp + 2O(1). 

Pанее ìы поëу÷иëи

rP = P –  = ,

rPi = λp+1O(1), i = .

Суììиpуя, пpихоäиì к закëþ÷ениþ о pавно-
ìеpности на [0, tf] пpи äостато÷но ìаëых λ остатка
äëя всей ìатpиöы K:

rK = K –  = P –  + V –  =

= rP + rV = ;

rK1 = λp+1O(1);

rK2, 3 = λpeκτO(1) + λp+1O(1),

÷то и тpебоваëосü äоказатü.

Pавномеpный асимптотический pегулятоp

С у÷етоì (3) и (15) пpихоäиì к асиìптоти÷ескоìу
pеãуëятоpу

 = –R–1Bт x. (20)
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Следствие. Из теоpеìы сëеäует, ÷то асиìптоти-
÷еский pеãуëятоp (20) сëужит pавноìеpныì асиìпто-
ти÷ескиì пpибëижениеì то÷ноãо pеãуëятоpа (3),
фоpìиpуя упpавëяеìуþ тpаектоpиþ с то÷ностüþ
äо O(λp+1) äëя всех t на [0, tf].
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Research objective. The research objective is development of asymptotic methods for synthesis of the terminal control laws
for the two-tame-scale plants. A two-tame-scale property is typical for he moving objects — aircraft, ships, etc. All of them
are characterized by fast rotational and slow translational motions. In power electric drives the mechanical motions of the ar-
mature are slow, and the electric transients in circuits are fast. This circumstance hinders formation of the control laws because
of the necessity for a frequent time discretization of the transients and performance operations on the ill-conditioned matrices.
It is also known under the name of a system rigidity. In case of a terminal control it manifests itself most dramatically due
to the non-stationary nature of the process of bringing an object to a predetermined position within a finite period of time. The
paper proposes an asymptotic approach to the development of the terminal control law for the two-tame-scale plants. It allows us
to decompose the control process into the fast and slow components, which are calculated separately in two time scales, followed
by their arrangement in a holistic solution. This simplifies a dynamic representation of the controller and accelerates the nu-
merical procedure for initiation of the control actions. Formulation of the problem. In the article the problem of an asymptotic
decomposition for a controlled system is solved with fast and slow motions described by means of the linear differential equa-
tions with a small parameter at some derivatives.Terminal control is achieved by minimizing the corresponding quadratic quality
functional defined on a finite time interval. Such a statement leads to a singularly perturbed optimal control problem which
can be solved in the form of synthesis, and an asymptotic behavior of the control by the method of a boundary layer can be
achieved. Research results. As a result of the research, the asymptotic behavior of the terminal control law is built within small
singular parameters, uniform on the interval of the control time. The problem is solved for the general case of the output con-
trol,which distinguishes the obtained results from the well-known works, devoted exclusively to the state control problems. For
this purpose, a special multiplicative decomposition of the control feedback loop matrix into three more simple matrices is used.
Improved estimates of the asymptotic expansion remainder, more accurate than the existing estimates,are proved. Conclusion.
Application of the developed asymptotic behavior based on its precision estimates allows us to build effective laws for a terminal
control of the two-tame-scale plants. The proposed approach solves the problem of the rigidity, simplifies the terminal control
laws, and makes their accuracy close to the optimal laws of the terminal control.
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