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Управление курсовым движением беспилотного автомобиля
на основе алгоритма оптимального управления*

Введение

Развитие  теории управления, спутниковых 
систем навигации, вычислительной техники 
и улучшение характеристик датчиковой аппа-
ратуры позволяют использовать автономные 
системы управления для различных подвиж-
ных объектов [1]. На данный момент широко 
применяются и постоянно модернизируются 
беспилотные летательные аппараты при реше-
нии широкого круга задач от картографирова-
ния местности до выполнения доставки груза. 
Большое число работ посвящено беспилотным 
надводным и подводным аппаратам. В насто-
ящее время идет активное внедрение беспи-
лотных наземных транспортных средств [2—4].

Задачи, решаемые при использовании бес-
пилотных автомобилей (БПА), зависят от об-
ласти их применения. Можно выделить два 
основных направления: ограниченное приме-
нение и применение на дорогах общего пользо-
вания. В первом случае движение автомобиля 
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осуществляется в специальной определенной 
заранее зоне, например, при промышленном 
применении (погрузчики, самосвалы и т. д.), 
сельскохозяйственном применении и др. Вто-
рой случай требует более надежной и произ-
водительной системы, так как подразумевается 
выполнение пассажиро- и грузоперевозок в ус-
ловиях неопределенностей, что требует быстро-
ты и правильности принятия решений [5, 6].

Для обеспечения поставленных задач тре-
буется наличие множества высокоточных дат-
чиков, таких как лидары, видеокамеры и си-
стемы навигации. Дополнительно необходимо 
осуществлять высокозатратные вычисления на 
борту транспортного средства в режиме реаль-
ного времени [7—10].

Для решения задачи управления интересно 
рассмотреть алгоритмы оптимального управ-
ления, которые позволят самостоятельно про-
кладывать маршрут до заданной точки при на-
личии подвижных препятствий, возмущений 
и шумов измерений [11—13].

Практический интерес представляет иссле-
дование возможностей построения оптималь-
ных программных траекторий автомобиля на 
пересеченной местности. При наличии карты 
местности с выделением рельефа можно раз-
работать алгоритм управления по принципу 
максимума с введением в целевой функционал 
соответствующих функций штрафа.

Представлен алгоритм оптимального управления наземным беспилотным транспортным средством. Основной 
целью является получение решения задачи управления, позволяющего переводить беспилотный автомобиль (БПА) из 
начального положения в заданное конечное за определенное время. С учетом развития микропроцессорной техники 
и значительной экономической выгоды использования беспилотных транспортных средств данная задача является 
актуальной. Множество исследований в области управления БПА касается вопроса их применения в городских ус-
ловиях и на пересеченной местности. В данной работе представлено решение задачи оптимального управления БПА 
с использованием принципа максимума. Решена задача оптимального управления в детерминированной постановке 
с интегро-терминальным критерием. Решение двухточечной краевой задачи, возникающей из принципа максимума, 
осуществлено с помощью метода Ньютона. Получены диапазоны начальных значений сопряженных переменных, обе-
спечивающих сходимость вычислений. Для выбранной математической модели курсового движения автомобиля полу-
чены решения поставленной задачи. Приведены результаты численного моделирования, показывающие возможность 
использования предложенного алгоритма для осуществления управления БПА при различных начальных и конечных 
условиях. Алгоритм успешно применен при наличии штрафной зоны. Алгоритм может быть использован при приме-
нении концепции "гибких траекторий" в задачах управления подвижными объектами.

Ключевые слова: математическая модель, беспилотный автомобиль, управление, оптимизация, метод Ньютона
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Управление скоростью БПА осуществляется 
за счет изменения момента на колесах от сило-
вой установки и тормозной системы. Попереч-
ное управление осуществляется за счет рулевого 
механизма [14]. Поэтому для успешного выпол-
нения маневра необходимо в вектор управле-
ния включать как минимум две составляющие.

Уравнения динамики курсового движения БПА

Рассматривается задача оптимального управ-
ления траекторией движения автомобиля в го-
ризонтальной плоскости. В работе [15] на основе 
уравнения Лагранжа II рода получена система 
дифференциальных уравнений, описывающая 
динамику курсового движения автомобиля. В ра-
ботах [13, 16] для исследований курсового дви-
жения эти уравнения сведены к системе обык-
новенных дифференциальных уравнений пятого 
порядка. В уравнениях приняты допущения, обо-
значенные в работе [17]. В частности, отсутствуют 
деформация рамы на кручение и изгиб и влияние 
реакций дороги на колебания масс автомобиля. 
Колебания масс автомобиля малы, контакт шин 
с дорогой точечный, дополнительные моменты от 
подвижных частей автомобиля незначительны и 
ими можно пренебречь.

Математическая модель динамики курсо-
вого движения БПА в переменных состояния 
описывается следующей системой дифферен-
циальных уравнений:

 =� ( , , ),tx f x u

где x = (Vz  ωy  z  ψ  x  θ  Vx)
т — вектор со-

стояния; u = (uθ  uV)т — вектор управления; 
t — время; Vz — боковая составляющая скоро-
сти; x и z — продольная и боковая дальности; 
ωy — проекция абсолютной угловой скорости 
на вертикальную ось (угловая скорость рыска-
ния); ψ — угол поворота по курсу (рыскания); 
θ — угол поворота передних колес; Vz — про-
дольная составляющая скорости; uθ — управ-
ление углом поворота колес; uV — управление 
скоростью. В поэлементном виде система пред-
ставляется следующим образом:
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m — масса автомобиля; a и b — расстояния 
от центра тяжести до переднего и заднего мо-
стов; ky1 и ky2 — коэффициенты сопротивле-
ния уводу шин передней и задней осей; kr — 
кривизна средней линии траектории. Приняв 
автомобиль за прямоугольный параллелепи-
пед, момент инерции можно определить как
Iy = 1/12m(a2 + b2).

Постановка задачи управления
курсовым движением БПА

Задача управления состоит в приведении 
БПА (1) из начального состояния

 x(t0): Vz0 = ωy0 = ψ0 = x0 = θ0 = 0, z0 = 5 м,
 Vx0 = 16,7 м/с

в конечное

 x(tf): Vzf = ωyf = ψf = θf = z f = 0, xf = 250 м,
 Vxf = 16,7 м/с

за выбранный интервал времени tf – t0 = 15 c, 
где t0 и tf — начальное и конечное время моде-
лирования соответственно, при высокоточном 
выполнении терминальных условий и мини-
мизации затрат на управления на всем интер-
вале оптимизации.

В качестве целевого функционала выбран 
критерий [11]
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2; ρ1, ρ2, 
k = diag(kθ, kV) — заданные коэффициенты.

Вычисление оптимального управления по 
принципу максимума сводится к решению 
двухточечной краевой задачи, которая может 
быть решена методом Ньютона [12, 13]. При 
этом вычислительная трудоемкость во многом 
определяется не столько необходимостью чис-
ленного интегрирования системы канониче-
ских уравнений, сколько удачным выбором на-
чальных значений сопряженных переменных.

Гамильтониан задачи имеет вид
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Управления формируются согласно уравне-
ниям

 θ θ θ= − = −2 2; .
xV V Vu k p u k p

Краевая задача решалась методом Ньютона 
с использованием вектора невязок

 = − − ψ − ψ т
н( , ) [ ( ) ( ) ( ) ] .f f f f f f ft t x t x z t z tz

Правый конец траектории принят фиксиро-
ванным.

Результаты апробации
предложенного алгоритма управления БПА

В качестве автомобиля был выбран УАЗ-3159. 
Коэффициенты увода колес рассчитывали в со-
ответствие с графиком [18, с. 37]. Ниже приве-
дены значения параметров УАЗ-3159 для моде-
лирования движения:

Масса автомобиля m, кг . . . . . . . . . . . . . . . . 2000
Расстояние от центра масс
до передней оси a, м  . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,92
Расстояние от центра масс
до задней оси b, м  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,84
Коэффициент сопротивления
уводу шин ky1 = ky2  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3500

Интегрирование проводили методом Эйле-
ра с шагом Δt = 0,1 с в среде моделирования 
MATLAB при kθ = 0,008, kV = 0,003. Исходя 
из решения, полученного в работе [17] при ре-
шении задачи оптимизации управления авто-
мобилем по критерию А. А. Красовского [11], 
были приняты начальные условия для компо-
нент вектора сопряженных переменных

 p(t0): pV(t0) = 1,47, pω(t0) = 9,3, pz(t0) = 0,051, 
pψ(t0) = 24,9, px(t0) = 0,1, pθ(t0) = 92, pVx

(t0) = 52,15

при приращениях для сопряженных переменных

Δp|V = Δp|ω = Δp|z = Δp|ψ = Δp|x = Δp|θ = Δp|Vx
 = 0,1

в процедуре численного определения частных 
производных от вектора невязок. Итерацион-
ная процедура выполнялась с точностью

 ||zн(t, tf)|| m ε, (ε = 0,1).

При выбранных начальных значениях со-
пряженных переменных за две итерации были 
получены оптимальные начальные значения

 pV(t0) = 1,37, pω(t0) = 9,2, pz(t0) = –0,049,
pψ(t0) = 24,8, px(t0) = 0, pθ(t0) = 91,9, pVx

(t0) = 52,05,

при которых удалось добиться решения по-
ставленной задачи.
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На рис. 1 представлена траектория движения 
БПА z(x) при совершении заданного маневра. 
На рис. 2 и рис. 3 представлены соответству-
ющие управления uθ(t) и uV(t). Ввиду того, что 
отсутствует управление конечным временем 
моделирования, алгоритм пытается за счет 
управления скоростью выполнить терминаль-
ные условия за определенное время tf = 15 c.

В случае незначительного изменения на-
чальных и конечных условий вектора пере-
менных состояния x происходит увеличение 
числа итераций метода Ньютона. Например, 
при ωy0 = 0,1 требуется семь итераций для ре-
шения поставленной задачи. При существен-
ном отличии начальных и конечных условий 
вектора x следует приводить коррекцию на-
чальных значений вектора сопряженных пе-
ременных p(t0) и приращений Δp.

В некоторых случаях достигается высокая 
точность по одной или нескольким компонен-
там вектора состояния, например выполня-
ются условия по координатам. В этих случаях 
необходимо выбирать разные значения допу-
стимых ошибок и запустить еще несколько 
итераций метода Ньютона.

Для поставленной задачи был проведен ана-
лиз диапазонов возможного выбора начальных 
условий сопряженных переменных, при кото-
рых удалось добиться решения:

 pV(t0) = [0,9,  1,6], pω(t0) = [6,5,  14,4],
 pz(t0) = [0,03,  0,06], pψ(t0) = [23,3,  27,1],
 px(t0) = [–800,  20], pθ(t0) = [81,  97],
 pVx

(t0) = [–74,  4200]

При изменении точности ε на норму вектора 
невязки и начальных приращений сопряжен-
ных переменных данные значения существен-
но изменяются. Данные области сходимости 
являются не единственными. Так, например, 
удается добиться сходимости при выборе на-
чальных значений pω(t0) = [–9,6,  –7,6].

Выбранные значения p(t0) и Δp примени-
мы для поиска решения семейства задач при 
переводе системы из начального состояния
x(t0) = [0  0  z0  0  x0  16,7]т в конечное x(tf) =
= [0  0  z0  –5  0  (x0+250)  0  16,7]т. На рис. 4 
представлено семейство таких кривых.

Все траектории получены за две итерации. 
Различия приведенных S-образных кривых за-
ключается в изменении начальной и конечной 
координат x при остальных значениях, опреде-
ленных ранее.

Рис. 1. Траектория движения БПА
Fig. 1. Trajectory of Unmanned Ground Vehicles

Рис. 3. Управление uV(t)
Fig. 3. Control uV(t)

Рис. 2. Упра вление uq(t)
Fig. 2. Control uq(t)

Рис. 4. Семейство траекторий движения БПА
Fig. 4. Family of trajectories of Unmanned Ground Vehicles
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Рассмотрим применение алгоритма при пе-
реводе автомобиля из начального положения
x = 0 м, z = 5 м в заданное положение x = 
= 250 м, z = 0 м при наличии штрафной зоны из 
работы [17] с центром в точке с координатами
x = 150 м, z = 3 м, длиной малой полуоси 
эллипса Rz = 0,5 м, длиной большой полуо-
си эллипса Rx = 20 м (кривая 3, рис. 5). При
pω(t0) = –9,2 и остальных коэффициентах, 
определенных ранее, удалось добиться реше-
ния поставленной задачи (кривая 2, рис. 5). 
Дополнительно показана траектория при от-
сутствии штрафной зоны (кривая 1, рис. 5).

Исследования показали, что примененный 
алгоритм является инструментом для постро-
ения программных траекторий автомобиля и 
может применяться при решении задач, реали-
зующих концепцию "гибких траекторий" [19] 
подвижных объектов [20].

Заключение

Исследовано применение алгоритма опти-
мального управления БПА в горизонтальной 
плоскости при выполнении терминальных ус-
ловий и минимизации затрат на управление, 
т. е. воздействий на рулевое колесо и изме-
нений продольной скорости. Краевая задача, 
возникающая из принципа максимума, реше-
на методом Ньютона.

Решение поставленной задачи опирается 
на результаты, полученные ранее в работе [17]. 
Выбор начальных значений вектора сопряжен-
ных переменных p(t0) и приращений Δp в мето-
де Ньютона вызывает определенные затрудне-
ния в отличие от алгоритма с прогнозирующей 
моделью, применение которого позволяет решать 
поставленную задачу в реальном времени.

Незначительное изменение начальных и/или 
конечных значений вектора состояний при-
водит к новому подбору начальных значений 
вектора сопряженных переменных. Поскольку 
было подтверждено несколько областей сходи-
мости, то возникает задача поиска локального 
и глобального минимумов для получения оп-
тимальных значений.

Ввиду узких областей сходимости примене-
ние ме  т ода Ньютона в режиме реального вре-
мени затруднено. Для рассматриваемого объ-
екта управления (БПА) данная проблема яв-
ляется критической, поэтому рассмотренный 
алгоритм может быть применен в качестве рас-
чета опорной траектории при получении про-
граммы управления.

В дальнейшем планируется рассмотреть 
применение предложенного алгоритма при на-
личии внешних возмущений и шумов измере-
ний, а также сравнить его с другими извест-
ными алгоритмами оптимального управления.
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Abstract

The article presents an algorithm for controlling a ground unmanned vehicle. The main task is to obtain a solution 
to control problems that allows you to transfer an unmanned vehicle from the initial position to a given final position at a 
certain time. Currently, autonomous vehicles are being actively introduced in all areas. Including in Russia, you can find 
unmanned trucks on the federal highway. Given the development of microprocessor technology and the significant economic 
benefits of using unmanned vehicles, this task is relevant. A lot of research in the field of control of unmanned vehicles 
concerns the issue of their use in urban environments and on rough terrain. In this paper, we present a solution to the 
problem of optimal control of an unmanned vehicle using the maximum principle. The problem of optimal control is solved 
in a deterministic setting with an integro-terminal criterion. The solution of the two-point boundary value problem arising 
from the maximum principle was carried out using Newton’s method. The ranges of initial values of conjugate variables 
are obtained, which ensure the convergence of calculations. For the chosen mathematical model of the course movement of 
the car, solutions to the problem were obtained. The results of numerical simulation are presented, showing the possibility 
of using the proposed algorithm to control an unmanned vehicle under various initial and final conditions. The developed 
algorithm has been successfully applied in the presence of a penalty zone. The algorithm can be used when applying the 
concept of " flexible trajectories" in the tasks of controlling moving objects.
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