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Метод построения виртуальных датчиков
для замены отказавших физических датчиков*

Введение

Сложные  современные системы, как прави-
ло, снабжены большим числом физических дат-
чиком для измерения их характеристик. В ряде 
случаев используются и так называемые вирту-
альные датчики, представляющие собой вычис-
лительное устройство, которые на основе пока-
заний имеющихся физических датчиков выра-
батывают оценку неизмеряемых характеристик 
рассматриваемой системы и, тем самым, дают 
о ней дополнительную информацию. Кроме это-
го, виртуальные датчики могут использоваться 
для замены отказавших физических датчиков.

Проблеме построения и применения вирту-
альных датчиков посвящена обширная лите-
ратура, например [1—10], детальная процедура 

*Исследование выполнено за счет гранта Российского на-
учного фонда № 23-29-00191, https://rscf.ru/project/23-29-00191/.

построения таких датчиков в линейных систе-
мах описана в работе [1]. Методы построения 
виртуальных датчиков, предназначенных для 
замены отказавших физических датчиков, за-
метно отличаются от стандартной процедуры. 
Разработке такой процедуры для систем, опи-
санных нелинейными динамическими моде-
лями, посвящена настоящая работа.

Для решения поставленной задачи предла-
гается использовать так называемый логико-
динамический (ЛД) подход, который был при-
менен как для решения задачи диагностиро-
вания [11], так и для анализа наблюдаемости 
и управляемости нелинейных систем [12]. ЛД 
подход характерен тем, что он не гарантиру-
ет достижения оптимального решения задачи 
в смысле размерности получаемых в результа-
те решения датчиков, но оперирует только ли-
нейными методами даже для систем с недиф-
ференцируемыми нелинейностями.

Рассматривается задача построения виртуальных датчиков для нелинейных динамических систем с негладкими 
нелинейностями, описываемых моделями с непрерывным временем, в целях замены отказавших физических датчиков. 
Основное назначение виртуальных датчиков — нахождение оценки неизмеряемых фазовых переменных рассматри-
ваемой системы для получения дополнительной информации о системе в целях эффективного управления ею и реа-
лизации процесса функционального диагностирования. Кроме того, виртуальные датчики могут быть использованы 
для замены отказавших физических датчиков. Методы построения виртуальных датчиков, предназначенных для 
решения этой задачи, отличаются от стандартной процедуры тем, что информация о показаниях отказавшего 
физического датчика не должна использоваться при синтезе виртуального датчика, заменяющего отказавший фи-
зический датчик. Предполагается, что для решения поставленной задачи система оснащена средствами диагности-
рования, позволяющими в определенный момент времени зафиксировать отказ какого-либо физического датчика. 
Для каждого такого датчика строится свой виртуальный датчик, вырабатывающий оценку, заменяющую показания 
отказавшего датчика. Для решения задачи используется логико-динамический подход, характерный тем, что он не 
гарантирует достижения оптимального решения задачи в смысле размерности получаемых в результате решения 
датчиков, но оперирует только линейными методами даже для систем с недифференцируемыми нелинейностями. 
Логико-динамический подход реализуется в несколько этапов. На первом из них из системы удаляется нелиней-
ный член и строится линейная модель, далее проверяется возможность замены отказавшего физического датчика 
виртуальным и возможность введения в эту модель преобразованной нелинейной составляющей. На последнем эта-
пе обеспечивается устойчивость датчика. Виртуальный датчик может быть реализован в одной из канонических 
форм — идентификационной или жордановой. Достоинством идентификационной канонической формы является 
регулярная процедура построения датчика на ее основе, достоинство жордановой формы — возможность получения 
более простого решения. Приведены соотношения, позволяющие построить виртуальный датчик как в идентифика-
ционной, так и жордановой формах.

Ключевые слова: динамические системы, непрерывные модели, негладкие нелинейности, физические датчики, 
виртуальные датчики, канонические формы
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Основные модели

Рассмотрим стационарную систему, опи-
санную нелинейной моделью
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где x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm и y(t) ∈ Rl — векторы со-
стояния, управления и выхода; F, G и H — ма-
трицы соответствующих размеров; C — матри-
ца размера nЅp. Нелинейный член Ψ(x(t), u(t)) 
имеет вид
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A1, ..., Ap — матрицы-строки; ϕ1, ..., ϕp  — не-
линейные (возможно, недифференцируемые) 
функции. Уточним, что матрица H описывает 
показания имеющихся физических датчиков.

Будем полагать, что система (1) оснащена 
средствами диагностирования, позволяющи-
ми выявить отказавший физический датчик, 
которые в некоторый момент времени зафик-
сировали отказ j-го датчика. Сказанное озна-
чает, что переменная yj(t) теперь поставляет ис-
каженную информацию о системе, из-за чего 
требуется построить виртуальный датчик, оце-
нивающий переменную

 ( ) ( ),jz t H x t=

где Hj — j-я строка матрицы H.
Решение рассматриваемой задачи состоит 

в построении нелинейного функционального 
наблюдателя, оценивающего переменную z(t) 
и, таким образом, выполняющего функцию 
виртуального датчика. Уравнения, описываю-
щие искомый наблюдатель, имеют вид
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где x*(t) ∈ Rk — вектор состояния наблюдателя; 
k — его размерность; F*, J*, G*, C*, R*, H*, Gz, 
Q, K — матрицы, подлежащие определению; 
C*Ψ(x*, y, u) — нелинейная составляющая;

 0 0( ) ( ),y t H x t=

матрица H0 получена из H удалением j-й стро-
ки. Отметим, что переменная y*(t) в системе (2) 
необходима для формирования невязки r(t), ис-
пользуемой в цепи обратной связи для обеспе-
чения устойчивости наблюдателя. Переменная 
y(t) в первом уравнении в своей j-й позиции со-
держит не показания отказавшего физическо-
го датчика, а переменную z(t), дающую оценку 
этих показаний.

Замечание 1. Особенность модели (2) в от-
личие от стандартной состоит в том, что для 
формирования переменной z(t) и невязки r(t) 
информация о показаниях отказавшего фи-
зического датчика не должна использоваться, 
что отражено в структуре матрицы H0.

Наблюдатель (2) предполагает, что матрицы 
F* и H* реализованы в идентификационной 
канонической форме (ИКФ):
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Известно [13], что для построения наблюда-
теля также используется жорданова канониче-
ская форма (ЖКФ), когда матрица F* ищется 
в виде
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Предполагается, что все собственные числа 
λ1, ..., λk в матрице (4) отрицательны, т. е. ма-
трица F* устойчива по построению; тогда на-
блюдатель (2) упрощается, поскольку невязка 
r(t) теперь не нужна:
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Замечание 2. Напомним, что устойчивость 
наблюдателя (5) обеспечивается выбором отри-
цательных собственных чисел. Использование 
в первом уравнении (5) вектора y(t), содержаще-
го переменную z(t), приведет к образованию об-
ратной связи, что может нарушить устойчивость, 
в связи с чем необходим дополнительный анализ.
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В соответствии с ЛД подходом решение за-
дачи на основе ИКФ осуществляется в три эта-
па. На первом этапе из системы (1) удаляется 
нелинейный член и строится линейная модель:

 * * * * *

* * *
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Далее проверяется возможность оценки пе-
ременной z(t) на основе соотношения

 * 0( ) ( ) ( )zz t H x t Qy t= +  (7)

и возможность введения в нее нелинейной со-
ставляющей C*Ψ*(x*, y, u). На последнем этапе 
ищется матрица K, обеспечивающая устойчи-
вость наблюдателя. Рассмотрим эти этапы бо-
лее детально.

Построение модели на основе ИКФ

Для получения решения предполагается, 
что векторы x(t) и x*(t) связаны матрицей Φ:

 *( ) ( ).x t x t= Φ

Известно, что матрицы, описывающие мо-
дель (6), удовлетворяют следующим уравнени-
ям [10, 11]:

 * 0 * * * *, , .R H H F F J H G G= Φ Φ = Φ + = Φ  (8)

Решение задачи на первом этапе осущест-
вляется на основе уравнения [10, 11]
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Уравнение (9) имеет нетривиальное реше-
ние, если

 ( )rank( ) 1.kV lk< −  (10)

Для построения модели из (10) определяется 
минимальное k, начиная с k = 1, и из (9) — 
строка (R*  –J*1  ...  –J*k), затем на основе соот-
ношений для строк Φi и Ji матриц Φ и J:
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полученных из (3) и (8), строится матрица Φ, 
на чем заканчивается первый этап.

Для реализации второго этапа представим 
соотношение (7) с учетом равенства z(t) = Hjx(t) 
в виде

 0( ) ( ) ( ),j zH x t H x t QH x t= Φ +

откуда следует уравнение
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которое имеет решение, если
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Выполнение условия (12) означает, что ма-
трица Hj может быть выражена через матрицу 

т т т
0(   ) ,HΦ  и построенная линейная модель 

будет оценивать заданную компоненту z = Hj x; 
матрицы Hz и Q определяются из алгебраиче-
ского уравнения (11). Если (12) не выполняет-
ся, нужно найти другое решение уравнения (9) 
при прежней или увеличенной размерности k.

Если C* = ΦC = 0, искомая модель линейна; 
для преобразования ее в наблюдатель исходя 
из требований к виду переходного процесса 
задаются собственные числа λ1, ..., λk, и эле-
менты матрицы обратной связи K определяют-
ся из известных соотношений [10]:
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Примем G* = ΦG, на чем заканчивается про-
цедура построения линейного виртуального 
датчика. Случай C* ≠ 0 рассматривается ниже.

Решение модели на основе ЖКФ

По аналогии с ИКФ решение задачи на 
основе ЖКФ осуществляется в два этапа. На 
первом этапе строится линейная модель:

 * * * * *( ) ( ) ( ) ( ).x t F x t J y t G u t= + +�  (13)

Далее проверяется возможность оценки пере-
менной z(t) на основе этой модели и возмож-
ность введения в нее нелинейной составляющей 
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C*Ψ*(x*, y, u). Устойчивость наблюдателя обеспе-
чивается канонической формой матрицы F*.

Также по аналогии с ИКФ матрицы, опи-
сывающие модель (13), удовлетворяют уравне-
ниям

 * * *, .F F J H G GΦ = Φ + = Φ

С учетом ЖКФ (4) первое уравнение может 
быть представлено в виде k независимых урав-
нений:

 * , 1, ,i i i iF J H i kΦ = λ Φ + =

которые можно привести к виду
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i i

F I
J i k

H
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Φ − = =⎜ ⎟
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где In — единичная матрица.
Задавая конкретные значения λi < 0, из урав-

нения (14) следует найти минимальное число 
строк матрицы Φ (а также строк J*i), которые 
удовлетворяют условию (12), и определить мат-
рицы Hz и Q из алгебраического уравнения (11) и
G* — из соотношения (8). В предположении, 
что C* = ΦC = 0, построение наблюдателя на 
этом заканчивается. Случай C* ≠ 0 рассматри-
вается ниже.

Замечание 3. Матрицы R* и H* в синтезе на-
блюдателя предлагаемым методом не участвуют, 
поскольку в первом методе они использовались 
для введения обратной связи в целях обеспече-
ния устойчивости наблюдателя, которая в ли-
нейном случае прямо следует из жордановой 
формы матрицы F*. Отсутствие необходимости 
оценивать переменную y*(t) позволяет в ряде 
случаев уменьшить размерность наблюдателя.

Нелинейный случай

Предполагается, что C* ≠ 0. В этом случае 
соотношения (8) дополняются равенствами
C* = ΦC и

 * .A A
H

Φ⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (15)

Матрица A′ состоит из тех строк матрицы A, 
номера j1, j2, ..., jd которых совпадают с номерами 
ненулевых столбцов произведения ΦC. Соотно-
шение (15) справедливо тогда, когда выполняет-
ся ранговое равенство
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Для проверки возможности преобразования 
построенной линейной модели в нелинейную 
рассчитывается матрица C* = ΦC, определяют-
ся номера j1, j2, ..., jd ненулевых ее столбцов и по 
описанному выше правилу строится матрица A′. 
Далее проверяется условие (16) и при его вы-
полнении строится нелинейная составляющая:
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где матрицы-строки 
1 2* * *, ,...,

dj j jA A A  опреде-
ляются из линейных уравнений

 * 1, , .j j dA A j j j
H

Φ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

Если условие (16) не выполняется, нуж-
но найти другое решение уравнения (9) при 
прежней или увеличенной размерности k (для 
ИКФ-реализации) или найти другое решение 
уравнения (14) (для ЖКФ-реализации). На 
этом заканчивается процедура построения не-
линейной модели.

Анализ устойчивости и ее обеспечение (при 
необходимости) для нелинейного наблюдателя 
может быть проведено методами, описанными 
в работах [13—15].

Пример

Рассмотрим систему управления

 

1 1 1 1 1 2
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( ) ( ) ( ) ( ) ;

( ) ( );    ( ) ( ).

x t u t b x t x t

x t u t b x t x t

b x t x t

x t b x t x t b x t

y t x t y t x t

= ϑ − −

= ϑ + − −

− −
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= =
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�

 (17)

Уравнения (17) описывают так называемую 
трехтанковую систему (рис. 1), состоящую из 
трех резервуаров, соединенных между собой 
трубами. Жидкость поступает в первый и второй 
танки и выливается из третьего танка. Уровни 
жидкости в танках обозначены x1(t), x2(t) и x3(t); 
предполагается, что 1 2 3( ) ( ) ( )x t x t x tl l  при всех 
t l 0; ϑ1, ϑ2, ϑ2, b1, b2 и b3 — коэффициенты, зна-
чения которых определяются геометрическими 
размерами системы. Для простоты примем
ϑ1 = ϑ2 = 1, ϑ3 = 0, b1 = b2 = b3 = 1.
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Предполагается, что отказал первый датчик, 
измеряющий переменную x2(t), поэтому примем 
H1 = (0  1  0) и построим соответствующий вир-
туальный датчик с H0 = (0  0  1), y0(t) = y2(t). По-
скольку уравнения (17) содержат только нелиней-
ные члены, для них F = 0, и решение задачи опи-
санным методом невозможно. Для устранения 
этого недостатка, согласно ЛД подходу, добавим 
в первое уравнение формальный член –(x1 – x2) + 
+ (x1 – x2), первый элемент которого отнесем 
к линейной части, второй — к нелинейной. Ана-
логично во второе уравнение добавим выражение
x1 – x2 – (x2 – x3) — (x1 – x2 – (x2 – x3)), в третье — 
(x2 – x3 – x3) – (x2 – x3 – x3). В результате получим 
следующее описание системы:
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2 2

3 3

1 2 3
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Нетрудно проверить, что ИКФ не дает ре-
шения поставленной задачи, поскольку не вы-
полняется условие (12), поэтому используем 
ЖКФ. Уравнение (14) принимает вид

 *

1 1 0

1 2 1

( ) 0.0 1 2

0 0 1

0 1 0
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i i iJ
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Примем λ1 = –1 и получим Φ1 = (1  0  0),
J*1 = (0  1). С λ2 = –2 получаем Φ2 = (1  –1  0), 
J*2 = (–1  1), что дает

 * * 1 2
1 0 1 0 0

, , 1, 2.
1 1 2 1 0

G C j j
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Проверка условия (12) показывает, что оно 
выполняется, решение уравнения (11) имеет 
вид Hz = (1  –1), Q = 0, т. е. z = x*1 – x*2.

Линейная модель описывается уравнениями
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Проверка условия (16) показывает, что оно 
выполняется, решение уравнения (15) имеет вид

 *1 *2(0 1 0 0), (1 1 1 0).A A= = − −

Нелинейная составляющая описывается 
выражением
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Добавляя ее к линейной модели и преобра-
зуя, в результате получаем
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На рис. 2 представлены результаты моде-
лирования системы (17) и наблюдателя (18) с
u1(t) = 0,5, u2(t) = 0,2 и начальными состояни-
ями x(0) = (5   3   1)т, x*(0) = (1   4)т. Нетрудно 
видеть, что переменная z(t) сходится к x2(t).

Рис. 2. Графики функций x2(t) и z(t)
Fig. 2. Graphs of the functions x2(t) and z(t)

Рис. 1. Трехтанковая система
Fig. 1. Tree-tank system
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Заключение

В статье для технических систем, описы-
ваемых нелинейными моделями, предложен 
метод построения виртуальных датчиков, 
предназначенных для замены отказавших фи-
зических датчиков. На основе двух канониче-
ских форм — идентификационной и жордано-
вой — получены соотношения, позволяющие 
построить виртуальный датчик минимальной 
размерности, заменяющий отказавший датчик 
и использующий показания исправных физи-
ческих датчиков. Синтезированные виртуаль-
ные датчики дают возможность системе про-
должить выполнение решаемой задачи даже 
при отказах ее физических датчиков.
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Abstract

The paper considers the problem of virtual sensor design for nonlinear dynamic systems with non-smooth nonlinearities 
described by continuous-time models for faulty physical sensor replacement. The main purpose of virtual sensors is generating 
the estimates of the unmeasured components of the considered system to provide additional information for effective control 
and fault diagnosis. Besides, virtual sensors can be used for faulty physical sensor replacement. The methods of virtual sensor 
design for solving this problem differ from standard procedure since information from faulty physical sensor does not use to 
design the virtual sensor replacing this sensor. It is assumed that to solve the problem, the system is equipped by diagnostic 
system allowing detecting faulty sensor. For every such a sensor, the virtual sensor generating estimate replacing the faulty sen-
sor is designed. To solve the problem, so-called logic-dynamic approach is used which does not guarantee optimal solution but 
uses only methods of linear algebra to solve the problem for systems with non-smooth nonlinearities. This approach contains 
three steps. Initially, the nonlinear term is removed from system and linear model is designed. Then, a possibility to estimate 
the faulty sensor and to insert in the model the transformed nonlinear term is checked. Finally, stability of sensor is provided. 
The virtual sensor can be designed in identification canonical form or Jordan canonical form. The advantage of the first form 
is a standard procedure of the virtual sensor design while Jordan form allows obtaining simpler solution. The relations allowing 
designing the virtual sensor as in identification canonical as Jordan canonical form are derived.

Keywords: dynamic systems, continuous time models, non-smooth nonlinearities, physical sensors, virtual sensors, 
canonical forms
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