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Синтез дискретных и гибридных нелинейных систем управления*

дискретной линейной модели [1—3]. Однако этот 
подход не позволяет учесть все особенности не-
линейных объектов и обеспечить повышенные 
требования к процессам управления. Поэтому 
чаще всего дискретные нелинейные системы 
управления являются гибридными, т. е. они 
синтезируются как непрерывные, а полученное 
непрерывное управление реализуется с приме-
нением цифровых процессоров как дискретное 
[3—5]. Но этот подход требует применения циф-
ровых элементов с очень высоким быстродей-
ствием из-за малого периода дискретизации.

С целью получить цифровые системы управ-
ления нелинейными объектами с большим 
периодом дискретизации осуществляется дис-
кретизация непосредственно нелинейных 
уравнений объектов [6—13]. Для этого обычно 
используется метод Эйлера, позволяющий пе-
рейти от дифференциальных уравнений к раз-
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Введение

Повышающиеся  требования к качеству про-
цессов управления и широкое распространение 
вычислительных средств автоматизации об-
условливают разработку методов синтеза дис-
кретных систем управления нелинейными объ-
ектами. Математическими моделями нелиней-
ных объектов чаще всего являются непрерывные 
нелинейные дифференциальные уравнения 
в форме Коши. В случае синтеза линейных дис-
кретных систем управления применяется клас-
сический метод линеаризации. С этой целью ли-
неаризованные уравнения объекта подвергаются 
z-преобразованию, что приводит к получению 
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ностным [2, 5, 6]. Однако допустимый период 
дискретизации в этом случае также оказыва-
ется очень малым. Несколько больший период 
позволяет получить схема Рунге—Кутты [7, 8]. 
Более эффективным является совместное при-
менение метода Эйлера и рядов Тейлора, Пе-
ано—Бэкера (Peano—Baker) и др. [9—13]. В ра-
ботах [9—11] приращение решения нелинейной 
системы на периоде Т разлагается в ряд Тей-
лора, и сохраняются два его члена, переходная 
матрица, соответствующая второму члену ряда 
Тейлора, разлагается в ряд Пеано—Бэкера. Чис-
ло удерживаемых членов этого ряда определя-
ется требуемой точностью соответствия между 
решениями дискретной и непрерывной систем. 
На примере перевернутого маятника [11], точка 
опоры которого подвергается гармоническому 
воздействию вдоль вертикальной оси, показано, 
что этот прием позволяет увеличить период дис-
кретизации с Т = 0,001 до Т = 0,005 при удержа-
нии трех членов ряда Пеано—Бэкера.

Более существенные результаты достигаются 
применением к дискретной системе, полученной 
методом Эйлера, разложения в ряд Тейлора по 
степеням периода дискретизации, при этом ко-
эффициенты ряда определяются с применением 
скобки Ли [12, 13]. В случае нелинейной систе-
мы первого порядка графики изменения ее пере-
менной состояния при пяти членах ряда Тейлора 
практически совпадают с графиком непрерывной 
системы как при Т = 0,1 с, так и при Т = 0,3 с [12]. 
Особенно эффективным этот подход оказывается 
в случае нелинейных систем с запаздыванием как 
по управлению, так и по состоянию [13]. Однако 
подходы, использующие ряды Тейлора, приводят 
к очень сложным расчетным соотношениям. На-
пример, вывод выражений для четвертого и пято-
го членов ряда авторы работы [12] из-за большого 
объема вынуждены были перенести в приложе-
ние. При высоком порядке объектов управления 
это приводит к сложным расчетным соотноше-
ниям и необходимости применения быстродей-
ствующих, многопроцессорных контроллеров, 
более дорогих, с большим энергопотреблением и 
габаритными размерами.

В данной работе предлагается подвергать 
дискретизации не уравнения нелинейного объ-
екта управления, а уравнения его квазили-
нейной модели (КЛМ) [14, 15] с применением 
модифицированного метода трапеций. Пре-
имущество этого подхода заключается в более 
простых аналитических соотношениях для 
определения параметров дискретной модели 

непрерывного объекта при достаточно большом 
периоде дискретизации. Наиболее существен-
ным ограничением предлагаемого метода дис-
кретизации является требование дифференци-
руемости нелинейностей объектов управления.

Квазилинейная дискретизация
нелинейных объектов

Как показано в работах [14, 15], если нелиней-
ности объектов, аффинных по управлению и воз-
мущениям, являются дифференцируемыми, то 
их дифференциальные уравнения в отклонени-
ях, записанные в форме Коши, можно совершен-
но точно представить квазилинейной моделью

 т( ) ( ) ( ) , ( ) ,x A x x b x u h x f y c x x= + + =�  (1)

где x — n-мерный вектор переменных состо-
яния хi; u, f и y — управление, возмущение и 
выходная управляемая переменная; A(x) и b(x), 
h(x), c(x) — функциональные (nЅn)-мерная 
матрица и n-мерные векторы, элементы ко-
торых — известные нелинейные скалярные 
функции или числа. Будем предполагать, что 
переменные состояния объекта и выходная 
переменная измеряются.

Методы построения квазилинейной моде-
ли (1) по уравнениям объектов в форме Коши 
с дифференцируемыми нелинейностями мож-
но найти в работах [15, 16]. В соответствии 
с этими методами элементы матрицы и векто-
ров этой модели определяются путем интегри-
рования частных производных нелинейностей 
объекта по вспомогательной переменной в пре-
делах от 0 до 1. Поэтому при ограниченном по 
норме векторе х все они, в частности элементы 
матрицы A(x) = [aij(x)], являются ограниченны-
ми функциями переменных состояния хi, т. е.

 
| ( )| ( ) , , || || ,

, 1, 2, , .
ij A da x x x x M

i j n

ζ < ∞ ∀ ⊂ Ω < ∞

= …

m m
 (2)

Здесь |•| и ||•|| — модуль скалярной и норма 
векторной величин; Ωd — некоторая окрестность 
точки х = 0 такая, что при всех x ⊂ Ωd выполня-
ются неравенства (2); ζA(x) — положительно опре-
деленная, ограниченная функция; M — число.

В данной работе предлагается метод ква-
зилинейной дискретизации уравнений нели-
нейных объектов управления, представленных 
квазилинейной моделью (1), (2). Этот метод 
заключается в дискретизации с некоторым
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периодом Т решения x(t, x0, u, f ) первого урав-
нения (1). Очевидно, каждому из дискретных 
моментов времени tk = kT, k = 0, 1, 2, ..., соот-
ветствует дискретное значение xk = x(kT) реше-
ния x(t) = x(t, x0, u, f ) этого уравнения. Точное 
значение xk+1 = x((k + 1)T) теоретически может 
быть найдено по формуле

 
( 1)

1 [ ( ), ( ), ( )] ,
k T

k k
kT

x x x x t u t f t dt
+

+ = + ∫ �  (3)

где производная [ ( ), ( ), ( )]x x t u t f t�  определяется 
правой частью первого уравнения (1). Однако 
точное интегрирование произвольных нели-
нейных функций практически невозможно, 
даже с применением современных ЭВМ. Поэ-
тому на практике обычно применяются раз-
личные формулы приближенного интегриро-
вания дифференциальных уравнений [17].

Метод квазилинейной дискретизации пред-
усматривает применение модифицированного 
метода трапеций, который естественно приво-
дит к приближенным значениям 1,kx +�  которые 
несколько отличаются от xk+1. Поэтому, имея 
в виду применение указанного метода, форму-
лу (3) запишем в следующем виде:

 
( 1)

1 [ ( ), ( ), ( )] ,
k T

k k
kT

x x x x t u t f t dt
+

+ = + ∫� � � �  (4)

где [ ( ), ( ), ( )]x x t u t f t� �  — среднее значение скоро-
сти изменения вектора ( )x t�  на интервале
[kT, (k + 1)T], определяемое выражением

 1 1 1( ) 0,5[ ( , , ) ( , , )]k k k k k kx t x x u f x x u f+ + += +� �� � � � �

или

 
1

1 1 1 1 1 1 1

( ) 0,5[

].

k k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k k k

x t A x b u h f A x

A x A x b u h f

b u b u h f h f

+

+ + + + + + +

= + + + −

− + + + +

+ − + −

� � �
� �  (5)

Здесь для краткости введены обозначения:

 ( ), ( ), ( ), ( ).k k k k k k kA A x b b x h h x f f kT= = = =� � �

Добавленные разности 1 1,k k k kA x A x+ +−� �  
,k k k kb u b u−  ,k k k kh f h f−  очевидно, не изменя-

ют значения ( ),x t�  но позволяют представить 
выражение (5) следующим образом:

1( ) 0,5[ 2 2 ] ( ),k k k k k k k k kx t A x A x b u h f x+= + + + + ε� � � �  (6)

где

 1 1

1 1 1 1

( ) 0,5[( )

].
k k k k

k k k k k k k k

x A A x

b u b u h f h f
+ +

+ + + +

ε = − +

+ − + −

� �

Подставляя выражение (6) в равенство (4) и 
выполняя интегрирование, получим

 1 10,5 [ ( ) ( ) ]

( ) ( ) ( ).
k k k k k k

k k k k k

x x T A x x A x x

Tb x u Th x f T x
+ += + + +

+ + + ε

� � � � � �
� � �

 (7)

Как видно из соотношения (6), величина 
( )kT xε �  зависит от разности значений 1kx +�  и 

kx�  вектора дискретной модели (7), причем, 
если при fk ≡ 0 вектор 0,kx →�  то и величина 

( ) 0,kT xε →�  поэтому далее она не учитывается. 
При этом из соотношения (7) следует нелиней-
ное разностное уравнение

 1[ 0,5 ( )]

[ 0,5 ( )] ( ) ( ) .
k k

k k k k k k

E TA x x

E TA x x Tb x u Th x f
+− =

= + + +

� �
� � � �

 (8)

Отметим, что в получении выражений (5)—
(8) заключается предложенная здесь модифи-
кация метода трапеций.

Для краткости записей в выражении 
( , ) [ 0,5 ( )]k kL x T E TA x= −� �  заменим kx�  на х и по-

кажем, что в условиях (2) существуют значения T,
при которых матрица L(x, T) = [E – 0,5TA(x)] 
имеет обратную.

Лемма 1. Если матрица A(x), являясь систем-
ной матрицей квазилинейной модели ( ) ,x A x x=�  
удовлетворяет условию (2), то существует конеч-
ное Т > 0 такое, что матрица L(x) = [E – 0,5T  A(x)]
при всех x ⊂ Ωd имеет обратную матрицу.

Доказательство. Прежде всего отметим, что 
если n = 1, т. е. A(x) = а(x), то значение Т, при 
котором выполняется условие теоремы, можно 
определить выражением 2 / max ( ) ,

x
T a x= γ  где 

0 < γ < 1. Здесь ,d dx +⊂ Ω ∈Ω  а Ωd+ — под-
область Ωd, во всех точках которой, кроме точ-
ки х = 0, функция a(x) ≠ 0; поэтому далее будем 
считать, что n >1.

В условиях леммы 1 (nЅn)-мерная матрица 
A(x) = [aij(x)] удовлетворяет условиям (2), поэто-
му при всех i = 1, 2, ..., n существуют и являют-
ся ограниченными величины [18, с. 190—192] 

,
1,...

( ) max ( ),A A i
i n

R x R x
=

=  а также

 

,
1

,

,
1,

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ).

n

A i ij
j

ii A i A

n

A i ij
j j i

R x a x

a x K x n x

K x a x

=

= ≠

= =

= + ζ < ∞

=

∑

∑

m  (9)

Элементы матрицы L(x, T) = [E – 0,5TA(x)] =
= [lij(x, T)] и соответствующие ей величины 
RL,i(x) определяются выражениями
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, ,

1 0,5 ( ), ,
( , )

0,5 ( ), ;

( , ) 1 0,5 ( ) 0,5 ( ).

ii
ij

ij

L i ii A i

T a x j i
l x T

T a x i j

R x T T a x T K x

− =⎧⎪= ⎨− ≠⎪⎩
= − +

 (10)

Для доказательства леммы используются вы-
ражения 2.2.3 из книги [18, с. 193], в которых 
фигурируют величины PL,i(x,T) и kL(x,T), отно-
сящиеся к матрице L(x,T). С учетом (9) и (10) 
эти величины определяются выражениями:

 
, ,

,
1,...,

( , ) 0,5 ( ),

( , ) min [ ( , ) ( , )].

L i A i

L ii L i
i n

P x T T K x

k x T l x T P x T
=

=

= −  (11)

Положим T = 2γ/RA(x) и найдем оценки 
величины kL(x,T) в зависимости от значений 
aij(x) и KA,i(x). С учетом выражений (9)—(11)
получим:

1 3 ,

1 ,

4 ,

1 3 ,

2 ,

1 , ( ) 0, ( ) 0,

1 0, ( ) 0, ( ) 0,

( , ) 1 0 , ( ) 0, ( ) 0,

1 , ( ) 0, ( ) 0,

1 0, ( ) 0, ( ) 0,

i i ii A i

i ii A i

L i ii A i

i i ii A i

i ii A i

a x K x

a x K x

k x T a x K x

a x K x

a x K x

⎧ − γβ − γβ > ≠
⎪

− γβ − > =⎪
⎪= − − γβ = ≠⎨
⎪ + γβ − γβ < ≠⎪
⎪ + γβ − < =⎩

 (12)

где

 

1

2

( )
1;

( )

1, ( ) ( ),( )

( ) 1, ( ) ( );

ii
i

A

iiii
i

ii

a x

R x

a x a xa x

a x a x a x

β =

⎧ =⎪β = = ⎨
< ≠⎪⎩

m

 (13)

 

,
3

,,
4

,

( )
1;

( )

1, ( ) ( ),( )

( ) 1, ( ) ( );

A i
i

A

A i AA i
i

A A i A

K x

R x

K x K xK x

K x K x K x

β =

⎧ =⎪β = = ⎨
< ≠⎪⎩

m

 (14)

 ,
1,... 1,...

( ) max ( ) , ( ) max ( ).ii A A i
i n i n

a x a x K x K x
= =

= =

Отметим, что случай одновременного вы-
полнения условий aii(x) = 0 и KA,i(x) = 0 при всех
i = 1, 2, ..., n здесь не рассматривается, так как 
в этом случае элементы системы не будут взаи-
мосвязаны. Однако в отдельных i-х строках ма-
трицы A(x) эти условия могут выполняться. В со-
отношении (12) эти случаи опущены, так как при 
этом ( , ) 1,i il x T =  а PL, i(x,T) = 0, т. е. kL(x,T) = 1.

Величины βiν, ν = 1, 2, 3, 4, в соответствии 
с выражениями (13), (14) не больше 1, поэтому 
согласно соотношению (12) наиболее вероятно 
выполнение условия kL(x,T) = 0 при aii(x) < 0,
KA,i(x) ≠ 0. Однако из выражений (13) и (14) сле-
дует, что в этом случае

,
1 3

,
[1, ]

( ) ( )
, [1, ].

max ( ( ) ( ))
ii A i

i i
vv A v

v n

a x K x
i n

a x K x
∈ …

−
β − β = ∈

+
 (15)

Отсюда следует, что |βi1 – βi3| m 1 при всех
i ∈ [1, n]. Таким образом, если γ < 1 и T = 2γ/RA(x),
то матрица L(x,T) = [E – 0,5TA(x)] удовлетво-
ряет условию kL(x,T) ≠ 0. Следовательно, в со-
ответствии с неравенством 2.2.3 [18, с. 193] 
detL(x,T) ≠ 0, что соответствует утверждению 
леммы 1. Лемма доказана.

Значение периода дискретизации T = 2γ/RA(x) 
принято лишь для доказательства его суще-
ствования в общем случае. На практике до-
пустимое значение T, определяемое КЛМ кон-
кретного объекта, как правило оказывается 
достаточно большим. Например, КЛМ паро-
генератора [19] при некоторых условиях может 
быть представлена в виде

 
11 12

21 22

0 0

0,007 0 ,

0 0 0,0067 1

a a

x a a x u
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�  (16)

где a11 = 0,87ψ1 – 0,09, a12 = 0,87ψ2, a21 = –0,087ψ1,
a22 = 0,087ψ2, γп = 3,4673,

 
1

1 1 0,5
1 п 1

0, если 0, иначе,

( ) ,

x

x x−

=⎧⎪ψ = ⎨
γ −⎪⎩

 
2

2 1 0,5
2 п 2 1

0, если 0, иначе,

( ) .

x

x x x−

=⎧⎪ψ = ⎨
γ + −⎪⎩

В этом случае допустимые значения Т огра-
ничены значением 2,28, т. е. можно принять 
значения Т значительно большие тех Δt, что 
используются при решении дифференциаль-
ных уравнений на ЦВМ с использованием со-
отношений Рунге—Кутты и др. [17].

Пусть Т выбрано таким, что

 det[ 0,5 ( )] 0,kE TA x− ≠�

тогда из выражения (8) и второго уравнения (1) 
следуют уравнения

 
1

т

( ) ( ) ( ) ;

( ) ,

k d k k d k k d k k

k k k

x A x x b x u h x f

y c x x

+ = + +

=

� � � � �

� � �
 (17)

где

 1( ) [ 0,5 ( )] [ 0,5 ( )];d k k kA x E TA x E TA x−= − +� � �  (18)

 
1

1

( ) [ 0,5 ( )] ( );

( ) [ 0,5 ( )] ( ).

d k k k

d k k k

b x E TA x Tb x

h x E TA x Th x

−

−

= −

= −

� � �

� � �
 (19)
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Разностное уравнение (17) является резуль-
татом квазилинейной дискретизации уравне-
ний непрерывного объекта с дифференцируе-
мыми нелинейностями. Фактически, метод 
квазилинейной дискретизации дает дискрет-
ную квазилинейную модель (ДКЛМ) нели-
нейных объектов, которую можно рассматри-
вать как приближенную модель нелинейных 
объектов с дифференцируемыми нелинейно-
стями. Решения этой модели отличаются от 
решений точной модели (1) на величину ( ),kT xε �  
стремящуюся к нулю при fk ≡ 0 и 0.kx →�

По форме модель (17) аналогична непрерыв-
ной квазилинейной модели [15], что позволяет 
алгебраическим полиномиально-матричным 
(АПМ) методом [20] синтезировать дискретную 
систему управления с устойчивым положением 
равновесия, в которой 0kx →�  при gk = g(kT) ≡ 0
и fk ≡ 0. Очевидно, в такой системе с ростом k 
ДКЛМ будет становиться все более точным 
приближением нелинейного непрерывного 
объекта. Следовательно, можно предположить, 
что дискретное управление, стабилизирующее 
положение равновесия ДКЛМ, будет стабили-
зировать и положение равновесия гибридной 
системы управления непрерывным нелиней-
ным объектом, аналогично тому, как классиче-
ское управление, синтезированное по линей-
ным уравнениям первого приближения, стаби-
лизирует и соответствующую нелинейную 
систему. Покажем эту возможность.

Система управления для дискретной 
квазилинейной модели

Следуя [20], определим дискретное управле-
ние для модели (17) выражением

 т( ) ( ) ,k g k k k ku k x g k x x= −� � �  (20)

где т
1 2( ) [ ( ) ( ) ( )];k k k n kk x k x k x k x= …� � � �  ( )g kk x�  и 

( )i kk x�  — функциональные коэффициенты, 
подлежащие определению; gk = g(kT), g(t) — 
задающее воздействие. Для вывода расчетных 
соотношений подставим выражение (20) в пер-
вое соотношение (17). В результате получим

1

т

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ,

k k k d k g k k d k k

k k k

x D x x b x k x g h x f

y c x x

+ = + +

=

� � � � � �

� �
 (21)

где

 т( ) ( ) ( ) ( ).k d k d k kD x A x b x k x= −� � � �  (22)

Воспользовавшись формулой (П.25) [21,
с. 233], характеристический полином

 ( , ) det[ ( )]k kD z x zE D x= −� �

матрицы ( )kD x�  представим в виде

 
т

( , ) ( , )

( )adj[ ( )] ( )

k d k

k d k d k

D z x A z x

k x zE A x b x

= +

+ −

� �
�� �

или

 
1

( , ) ( , ) ( ) ( , );
n

k d k i k i k
i

D z x A z x k x V z x
=

= + ∑� � � �  (23)

1

0
( , ) det[ ( )] ( ) ;

n
n j

d k d k j k
j

A z x zE A x z x z
−

=
= − = + α∑� � �  (24)

 

т

1

,
0

( , ) adj[ ( )] ( )

( ) ,

i k i d k d k

n
j

i j k
j

V z x e zE A x b x

v x z
−

=

= − =

= ∑

� � �

�
 (25)

где ei — i-й столбец единичной (nЅn)-мерной 
матрицы E, 1, .i n=  Как и в непрерывном слу-
чае [20], полином ( , )kD z x�  в выражении (23) за-
меняется полиномом D*(z), корни которого ве-
щественные, неотрицательные, различные и 
меньше единицы, т. е.

1
1 1 0

1
( ) ( ) .

n
n n

i n
i

D z z z z z∗ ∗ ∗ − ∗ ∗
−

=
= − σ = + δ +…+ δ + δ∏  (26)

Здесь

10 1 , , , , [1, ],i d i i i n∗ ∗ ∗ ∗
ςσ < − η σ − σ > υ ≠ ς ς =m  (27)

υ1, d
∗η  — положительные числа, 1.d

∗η <  Чис-
ленные значения корней i iz ∗ ∗= σ  выбираются 
исходя из требуемого быстродействия синтези-
руемой системы управления. Заменив в соот-
ношении (23) полином ( , )kD z x�  полиномом 
D*(z) и перенеся полином ( , )d kA z x�  в левую 
часть равенства (23), получим выражения

 
1

( , ) ( ) ( , );
n

k i k i k
i

R z x k x V z x
=

= ∑� � �  (28)

 
1 2

1 2 0

( , ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( ),

k d k

n n
n k n k k

R z x D z A z x

x z x z x

∗

− −
− −

= − =

= ρ + ρ +…+ ρ

� �

� � �
 (29)

где ( ) ( ).i k i i kx x∗ρ = δ − α� �  Выражение (28) являет-
ся полиномиальным уравнением относительно 
неизвестных функциональных коэффициен-
тов ( ).i kk x�  Приравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях z в левой и правой части 
этого равенства с учетом соотношений (25) и 
(29), получим систему алгебраических уравне-
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ний [15, 21]. В векторно-матричной форме эта 
система имеет вид

 ( ) ( ) ( ),k k kG x k x d x=� � �  (30)

где

 

10 20 ,0

11 21 ,1

1, 1 2, 1 , 1

1 0

2 1

1

,

, .
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n n n n

n n

v v v

v v v
G

v v v
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k
k d

k

− − −

−

…⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

…⎢ ⎥⎣ ⎦
ρ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ρ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

ρ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�
� � ��� �

� �

 (31)

В выражениях (31) аргумент kx�  матрицы и 
всех функций опущен для краткости записи.

Отметим, что решение системы (30), (31) су-
ществует при тех же условиях, что и в случае 
постоянных коэффициентов, т.  е. матрица 

( )kG x�  должна быть квадратной, а ее определи-
тель det ( ) 0.kG x ≠�  Первое условие выполняет-
ся по построению этой матрицы, а второе вы-
полняется, если модель (17) удовлетворяет ус-
ловию управляемости

1

det ( )

det[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]

0, ,

k

n
d k d k d k d k d k

U k U

U x

b x A x b x A x b x

x

−

=

= …

ζ > ⊂ Ω

�

� � � � �

�

l

l  (32)

где ζU — некоторое не очень малое число; ΩU — 
окрестность точки 0,kx =�  в которой выполня-
ется неравенство (32).

Будем предполагать, что период дискретиза-
ции Т выбран таким, что непустой является 
замкнутая область ΩUd = (ΩU ∩ Ωd) ∈ Rn, в ко-
торой выполняются условия (2) и (32). В этом 
случае решение системы (30) дает вектор ( )kk x�  
из управления (20), при котором матрица 

( )kD x�  (22) замкнутой системы (21) имеет соб-
ственные числа, равные корням полинома 
D*(z) (26), т. е. постоянные при всех .k Ux ⊂ Ω�  
Рассмотрим соответствующую (21) при gk ≡ 0 и 
fk ≡ 0 свободную дискретную систему

 1 ( ) , ,k k k k Udx D x x x+ = ⊂ Ω� � � �  (33)

где 0( , )kx x kT x=� � �  — некоторое решение систе-
мы (33), начинающееся в точке 0 .Udx ⊂ Ω�

Теорема 1. Если собственные числа матри-
цы ( )kD x�  при всех k Udx ⊂ Ω�  удовлетворяют 
условиям (27), то положение равновесия 0kx =�  

системы (33) является асимптотически устой-
чивым в большом, т. е.

 lim 0, .k k Ud
k

x x Θ
→ ∞

= ∀ ⊂ Ω ∈Ω� �  (34)

Здесь ΩΘ — окрестность точки 0kx =�  про-
странства Rn, внешняя граница которой опре-
деляется решением уравнения

 ( ) 0,kC x− Θ =�  (35)

где С и ( )kxΘ �  — (nЅn)-мерные матрицы из вы-
ражений (37) и (39), приведенных ниже.

Доказательство теоремы 1. Представим си-
стему (33) следующим образом:

 1 [ (0) ( )] ,k k kx D x x+ = + ϒ� � �  (36)

где ( )kxϒ �  — матрица, определяемая выражением 
( ) ( ) (0).k kx D x Dϒ = −� �  Очевидно, при 0kx →�  ма-

трица ( ) 0.kxϒ →�  По построению матрицы ( )kD x�  
ее собственные числа являются постоянными 
при всех k Udx Θ⊂ Ω ∈Ω�  и по модулю меньше 
единицы, поэтому собственные числа матрицы 
D(0) по модулю также меньше единицы.

Рассмотрим функцию т( ) ,k k kV x x x= Λ� � �  где 
Λ — симметричная матрица, являющаяся ре-
шением уравнения

 т(0) (0) .D D CΛ − Λ = −  (37)

Здесь C — симметричная положительно опре-
деленная матрица. Выражение (37) является дис-
кретным уравнением Ляпунова, поэтому в силу 
известной теоремы Ляпунова матрица Λ являет-
ся положительно определенной [22, p. 131].

На траекториях системы (36) или, что то же 
самое, (33) разность 1( ) ( ) ( )k k kV x V x V x+Δ = −� � �  
с учетом (37) определяется выражением

 т т( ) ( ) ,k k k k k kV x x Cx x x xΔ = − + Θ� � � � � �  (38)

где

 т т( ) [2 ( ) (0) ( ) ( )].k k k kx x D x xΘ = ϒ Λ + ϒ Λϒ� � � �  (39)

При 0kx →�  матрицы ( ) 0kxϒ →�  и ( ) 0,kxΘ →�  
а матрица [ ( )] .C x С− Θ →�  Так как C является 
положительно определенной матрицей, то при 
всех ,kx�  таких что т т ( ) ,k k k k kx Cx x x x> Θ� � � � �  соглас-
но (38), (39) разность ( )kV xΔ �  функции Ляпу-
нова ( )kV x�  на траекториях системы (33) явля-
ется отрицательно определенной. Следователь-
но, положение равновесия этой системы в 
условиях теоремы 1 является асимптотически 
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устойчивым в большом, т. е. выполняется ус-
ловие (34). Доказательство окончено.

Для оценки точности функционирования 
многих устойчивых систем управления боль-
шое значение имеет разность между задающим 
воздействием и выходной управляемой пере-
менной в установившемся режиме. В случае дис-
кретных систем, в частности типа (21), характер 
изменения этой разности определяется матри-
цей ( ) [ ( )].k kD x E D x= −� � �  Следующей лем мой 
устанавливаются условия невырожденности 
этой матрицы.

Лемма 2. Если собственные числа некоторой 
матрицы ( )kD x�  при всех kx Θ⊂ Ω�  удовлетворя-
ют  условиям (27), то  матрица ( ) [ ( )]k kD x E D x= −� � �  
является невырожденной, т. е. det ( ) 0kD x ≠� �  
также при всех .kx Θ⊂ Ω�

Доказательство леммы 2. По условиям лем-
мы собственные числа i iz ∗ ∗= σ  матрицы ( )kD x�  
при всех k Udx ⊂ Ω�  являются различными, по-
этому существуют невырожденные матрицы 

( ),kS x�  1( ),kS x− �  такие что 1( ) ( )k kS x S x E− =� �  и 
1

1 2( ) ( ) ( ) diag{ }k k k nS x D x S x− ∗ ∗ ∗= σ σ … σ� � �  [18, c. 84].
Следовательно,

 
1

1 2

( )[ ( )] ( )

diag{1 1 1 }.

k k k

n

S x E D x S x−

∗ ∗ ∗

− =

= − σ − σ … − σ

� � �
 (40)

По условиям (27) 1,c
∗η <  c0 1 ,i

∗ ∗σ < − ηm
i = [1, n], поэтому из (40) следует равенство 
det ( ) 0.kD x ≠� �  Лемма 2 доказана.

Если свободная система (33) — устойчивая, то 
существуют воздействия gk = g01(k) и fk = f01(k), 
с достаточно малыми значениями g0, f0, такие 
что в дискретной системе (21) при kg = kd,g воз-
никает установившийся режим, в котором 

1k kx x+ =� �  с пренебрежимо малой ошибкой1. 
Обозначим ,x y� �� �  и gδ

�  установившиеся значе-
ния переменных ,k kx y� �  и разности , ,g k k g kg yδ = −  
при fk ≡ 0. Если gk = g01(k) и fk ≡ 0, то из (21) 
в установившемся режиме следует равенство

 , 0[ ( )] ( ) ( ) .d d gE D x x b x k x g− =� � � �� � � �  (41)

В силу условий леммы 2 матрица 
( ) [ ( )]D x E D x= −� � �� �  имеет обратную, поэтому 

из (41) с учетом второго равенства (21) и форму-
лы для обратной матрицы [21, c. 41] выводим

 
т

,
0

( )[adj ( )] ( ) ( )
.

det ( )
d d gc x D x b x k x

y g
D x

=
� � � � �

�
� �

� � � �
�

�
 (42)

1В этом режиме при fk ≡ 0 и k → ∞ величина ( )kxε �  в вы-
ражении (7) стремится к нулю, т. е. ( ) 0.kxε →�

Поскольку lim kx x=��  при k → ∞, то из ра-
венства (42) вытекает условие обеспечения нену-
левого значения управляемой величины y ��  дис-
кретной нелинейной системы (21), т. е. условие 
невырожденности по управлению ДКЛМ (17):

 
т( ) ( )[adj ( )] ( ) 0,

.
d k k k d k

k Ud

x c x D x b x

x Θ

γ = ≠

∀ ⊂ Ω ∈Ω

�� � � �
�

 (43)

Если условие (43) выполняется, то из равен-
ства (42) следует выражение для коэффициента 

, ( )d g kk x�  из (20), при котором статическая ошиб-
ка 0g kg yδ = −� �  дискретной нелинейной системы 
(21) по задающему воздействию gk = g01(k) будет 
равна нулю:

 , ( ) det ( )/ ( ).d g k k d kk x D x x= γ�� � �  (44)

Соотношения (20), (24)—(31) и (44) при вы-
полнении условий управляемости (32) и невы-
рожденности по управлению (43) являются ал-
горитмической базой метода синтеза дискрет-
ных нелинейных систем управления (21), (22) 
объектами, заданными дискретными урав-
нениями типа (17). Это могут быть как урав-
нения естественных дискретных нелинейных 
объектов управления, так и уравнения, полу-
ченные в результате дискретизации нелиней-
ных непрерывных объектов.

Далее рассмотрим применение полученно-
го по приведенным выше соотношениям при 

k kx x=�  дискретного управления uk = uk(xk) 
к КЛМ (1) некоторого нелинейного непрерыв-
ного объекта.

Гибридная система

Если в равенстве (20) вектор kx�  заменить на 
xk = x(kT), а kg на kг,g то получим дискретное 
управление непрерывным объектом, представ-
ленным КЛМ (1):

 т
г, г, ( ) ( ) , 0, 1, 2, ,k g k k k ku k x g k x x k= − = …  (45)

где вектор k(xk) по-прежнему определяется вы-
ражениями (18), (19) и (24)—(31), в которых век-
тор kx�  заменен на xk = x(kT). Заменяя в (1) 
управление u на uг,g из (45), придем к замкнутой 
системе, которая описывается уравнениями

т
г,

т

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( 1) , ( ) ,

k k g k kx A x x b x k x x b x k x g h x f

kT t k T у c x x

= − + +

< + =

�

m
 (46)
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где при t = kT

 т
г( ) ( ) ( ) ( ), 0, 1, 2,k k k kA x b x k x D x k− = = …  (47)

и является, очевидно, гибридной [3—5]. При 
этом значение периода дискретизации Т может 
быть значительно большим по сравнению со 
значениями, которые принимаются при моде-
лировании нелинейных систем, синтезирован-
ных как непрерывные [1, 2, 22].

Применительно к системе (46) условие обес-
печения ненулевого значения управляемой пе-
ременной у = у(t), т. е. условие невырожденно-
сти по управлению непрерывного нелинейного 
объекта, представленного КЛМ (1), имеет вид

 
т 1

г г( ) ( ) ( ) ( ) 0,

.Ud

x c x D x b x

x

−

Θ

γ = ≠
∀ ⊂ Ω ∈Ω

 (48)

При выполнении условия (48) коэффициент 
kг,g(xk) в (45) определяется выражением

 г, г( ) 1/ ( ).g k kk x x= − γ  (49)

Полученные результаты составляют теорети-
ческую базу метода квазилинейной дискретиза-
ции нелинейных объектов и метода синтеза дис-
кретных законов управления как дискретными 
нелинейными объектами, так и непрерывными 
нелинейными объектами, которые могут быть 
представлены квазилинейными моделями.

Отметим, что в случае линейных одномер-
ных систем с постоянными параметрами ус-
ловия невырожденности по управлению (43) и 
(48) обычно выполняются автоматически, так 
как в противном случае канал "задающее воз-
действие—выход" таких систем, фактически, 
будет разомкнутым (и очевидным). В случае 
же нелинейных систем эти условия зависят от 
переменных состояния КЛМ или ДКЛМ и мо-
гут как выполняться, так и не выполняться.

Например, в теории нелинейных систем 
очень часто рассматривается тестовый объ-
ект "перевернутый маятник на тележке", где 
управлением является перемещение тележки 
[22]. При этом заданное значение угла откло-
нения маятника от вертикали, как правило, 
принимается равным нулю. Обычно авторы не 
объясняют причину этого, но на самом деле 
это связано с тем, что математические модели 
этого объекта не удовлетворяют условию (48), 
т. е. нулевое значение угла отклонения маят-
ника от вертикали — это не заданное положе-

ние маятника, а установившееся значение этой 
величины, обусловленное устойчивостью по-
ложения равновесия системы; обеспечить же 
ненулевое значение угла отклонения маятника 
при моделях типа используемой в работе [22] 
невозможно по указанной выше причине.

Методический пример

В качестве примера применения метода 
квазилинейной дискретизации синтезиру-
ем сначала дискретную нелинейную систему 
управления ДКЛМ, соответствующей просто-
му нелинейному модельному объекту второго 
порядка, уравнения которого имеют вид:

 1 2 1 1

2 2 2 1

arctg(2 ),

sin 2 , 0,5 ,

x x x x

x x x u у x

= −
= + =

�
�

 (50)

а затем гибридную систему управления этим 
же объектом.

Переходя к решению, прежде всего запи-
шем непрерывную КЛМ заданного объекта 
(50) в виде (1), где f = 0:

 

1

2

arctg(2 ) 1
( ) ,

0 sin

0 0,5
( ) , ( ) .

2 0

x
A x

x

b x c x

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (51)

Ограниченность элементов aij(x) системной 
матрицы A(x) (51) является очевидной, т. е. су-
ществует ДКЛМ (17) при f = 0 и некотором пе-
риоде Т.

Заменяя в (51) xi на , ,i kx�  легко установить, 
что значение периода дискретизации, допусти-
мое по условию 0,det[ 0,5 ( )]kE TA x− ≠�  в дан-
ном случае ограничено значением Тmax = 0,649 с. 
Примем Т = 0,4 с и для краткости введем обо-
значения: 1arctg(2 ),xϕ = �  2,Si sin .kx= �  По фор-
мулам (18) и (19) с учетом (51) найдем матрицу 
и вектор дискретной ДКЛМ (17) объекта (50):

 

11 12

22

1

2

( ) ( )
( ) ,

0 ( )

( )
( ) ,

( )

k k
d k

k

d k
d k

d k

a x a x
A x

a x

b x
b x

b x

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

� �
�

�

�
�

�

 (52)

где 11( ) (1 0,2Si)(1 0,2 )/ ;k La x = − − ϕ Δ�  

12( ) 0,4/ ;k La x = Δ�  

22( ) (1 0,2 )(1 0,2Si)/k La x = + ϕ + Δ�
и 1( ) 0,4/ ;d k Lb x = Δ�  2( ) (2 0,4 )/ ;d k Lb x = + ϕ Δ�  

(1 0,2 )(1 0,2Si).LΔ = + ϕ −
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По формуле (32) при n = 2 имеем

 

2

2

1
( )

0,4 0,4(3 0,2 0,2Si 0,04 Si)
.

2 (1 0,2 ) 2(1 0,2Si)(1 0,2 )

k
L

L

L

U x Ѕ

Ѕ

=
Δ

Δ + ϕ − − ϕ⎡ ⎤
⎢ ⎥
Δ + ϕ + + ϕ⎣ ⎦

�

Так как 1arctg(2 ) /2,x π� m  а |sinx2| m 1, то
2det ( ) 1,6/ 0,643,k LU x = − Δ >�  т. е. при Т = 0,4 с 

условие (32) выполняется, и задача синтеза 
устойчивой дискретной системы управления 
для ДКЛМ (17), (52) имеет решение.

Из-за нелинейного характера элементов ма-
трицы и вектора (52) решение данной задачи 
синтеза возможно только в численной форме. 
В связи с этим далее промежуточные выраже-
ния приводятся с использованием принятых 
обозначений элементов матрицы ( )d kA x�  и век-
тора ( ).d kb x�  Прежде всего по формулам (24), 
(25) находятся полиномы

 2
1 0( , ) ( ) ( ),d k k kA z x z x z x= + α + α� � �  (53)

 1 11 10

2 21 20

( , ) ( ) ( ),

( , ) ( ) ( ),
k k k

k k k

V z x v x z v x

V z x v x z v x

= +

= +

� � �
� � �

 (54)

где 1 11 22( ) ( ) ( );k k kx a x a xα = − −� � �  

0 11 22( ) ( ) ( );k k kx a x a xα =� � �  

10 12 2 22 1( ) ( ) ( ) ( ) ( );k k d k k d kv x a x b x a x b x= −� � � � �  

11 1( ) ( );k d kv x b x=� �  20 11 2( ) ( ) ( );k k d kv x a x b x= −� � �  

21 2( ) ( ).k d kv x b x=� �
В данном случае n = 2, поэтому по (26) фор-

мируется полином 2
1 0( )D z z z∗ ∗ ∗= + δ + δ  с раз-

личными корнями 1 1z ∗ ∗= σ  и 2 2,z ∗ ∗= σ  удовлет-
воряющими условию (27), а затем по выраже-
нию (29) с учетом (53) находится разность

 1 0( , ) ( ) ( ),k k kR z x x z x= ρ + ρ� � �  (55)

где 1 1 1( ) ( ),k kx x∗ρ = δ − α� �  0 0 0( ) ( ).k kx x∗ρ = δ − α� �  На 
основе коэффициентов полиномов (54) и (55) 
формируется система (30):

 10 20 1 0

11 21 2 1

( ) ( ) ( ) ( )
.

( ) ( ) ( ) ( )
k k k k

k k k k

v x v x k x x

v x v x k x x

ρ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ρ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� � � �
� � � �  (56)

Решение системы (56) дает значения коэффи-
циентов 1( )kk x�  и 2( ),kk x�  подставив которые 
в формулу (22) c учетом (52), получим матрицу 

( ),kD x�  а затем матрицу ( ) ( ).k kD x E D x= −� � �  
В данном случае условие (43) — невырожденно-
сти по управлению ДКЛМ — выполняется, по-
этому по формуле (44) находится коэффициент

 , ( ) det ( )/ ( ).d g k k d kk x D x x= γ�� � �  (57)

На этом завершается определение управления 
ud,k по (20) для ДКЛМ (17), (52). С учетом введен-
ных обозначений это управление имеет вид

 , , 1 1 2 2( ) ( ) ( ) .d k d g k k k k k ku k x g k x x k x x= − −� � � � �  (58)

Исследование дискретной системы. Разност-
ное уравнение замкнутой дискретной системы 
(17) при fk = 0, (52), (57), (58) легко моделируется 
в MATLAB. При этом вычисления всех коэффи-
циентов, а также матрицы ( )kU x� (32) и величи-
ны ( )d kxγ �  осуществляются на каждом периоде 
Т = 0,4 c. Расчеты выполнялись при различных 
значениях корней полинома D*(z) и различных 
начальных условиях 0.x�  В табл. 1 для примера 
приведены значения вектора т

1 2[ ],k k kx x x=� � �  
управления ud,k и выходной величины yd,k при
gk = 0 и корнях 1 0,2z ∗ =  и 2 0,3z ∗ =  полинома 
D*(z) (26). При том же начальном условии, тех же 
корнях 1 2,z z∗ ∗  и gk = 1(k) переменные состояния, 
управление и выходная величина дискретной 
нелинейной системы принимают значения, при-
веденные в табл. 2.

Таблица 1
Table 1

Переменные системы при gk = 0

System variables with gk = 0

k т
kx� ud,k yd,k

0 [1,0000  0,8000] –0,709 0,5000

1 [0,6721  –0,5883] 0,0395 0,3361

2 [0,2945  –0,3996] 0,0639 0,1473

3 [0,1252  –0,2232] 0,0508 0,0626

4 [0,0506  –0,1071] 0,0298 0,0253

5 [0,0189  –0,0442] 0,0137 0,0095

6 [0,0066  –0,0163] 0,0053 0,0033

7 [0,0022  –0,0056] 0,0019 0,0011

Таблица 2
Table 2

Переменные системы при gk = 1

System variables with gk = 1

k т
kx� ud,k yd,k

0 [1,0000  0,8000] 0,7553 0,5000

1 [1,2321  2,8317] –0,2147 0,6161

2 [1,6610  2,7422] –0,2297 0,8305

3 [1,8525  2,7066] –0,2415 0,9263

4 [1,9383  2,6774] –0,2464 0,9692

5 [1,9896  2,6563] –0,2491 0,9948

6 [1,9958  2,6535] –0,2494 0,9979

7 [1,9983  2,6524] –0,2495 0,9992
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На основе полученных данных можно заклю-
чить, что дискретное нелинейное управление (58) 
обеспечивает системе управления ДКЛМ (17), (52) 
устойчивое в большом положение равновесия. Ее 
статическая ошибка по задающему воздействию 
имеет практически нулевое значение.

Исследование гибридной системы. C этой це-
лью, выполняя указанные выше замены, при-
дем к управлению (45) в данном случае вида

 г, г, 1 1 2 2( ) ( ) ( ) .k g k k k k k ku k x g k x x k x x= − −  (59)

В процессе моделирования уравнения (50) 
были проинтегрированы при u = uг,k (59) функ-
цией ode45 MATLAB. Коэффициент kг,g(xk) 
был вычислен по выражениям (48), (49), а ко-
эффициенты k1(xk), k2(xk) — по соотношениям 
(52), (32), (54)—(56) с заменой kx�  на xk, начиная 
с t = 0, через каждые 0,4 с. Результаты модели-
рования гибридной системы (50), (59) при 
тех же корнях 1 0,2z ∗ = , 2 0,3z ∗ =  и начальных 
условиях представлены на рис. 1—3. На рис. 1, а 
и рис. 1, б приведены графики изменения пе-

ременных состояния при g = 0 и g = 1(t), 
соответственно.

Графики на рис. 1, а, рис. 2, а свиде-
тельствуют об устойчивости положения 
равновесия гибридной системы при до-
вольно большом периоде управления. 
Аналогично, из графиков на рис. 1, б, 
рис. 2, б следует, что несмотря на не-
линейность системы можно обеспечить 
практически нулевое значение ошиб-
ки по задающему воздействию. Правда, 
и здесь ошибка не является робастной 
к параметрам системы.

На рис. 3 приведены графики измене-
ния управления гибридной системы.

Сравнивая графики на рис. 1, рис. 2 и 
на рис. 3, легко убедиться в том, что синте-
зированная система является гибридной.

Как видно из табл. 1, 2 и приведенных 
графиков, поведение гибридной и соот-
ветствующей дискретной систем при оди-
наковых начальных условиях и внешних 
воздействиях совпадают лишь в устано-
вившихся режимах. Переходные процес-
сы обеих систем затухающие, но их харак-
тер существенно различается. Например, 
в рассмотренном примере дискретная 
система имеет длительность переходного 
процесса около 1,6 с, а гибридная — по-
рядка 4 с. По всей видимости, эти раз-
личия обусловлены тем, что обе системы 
являются нелинейными, свойства пере-
ходных процессов которых, как известно, 
существенно зависят от начальных ус-
ловий, интенсивности внешних воздей-
ствий, а также от характера процессов, 
протекающих в самих системах.

Заключение

Предложенный в работе метод квази-
линейной дискретизации непрерывных 

Рис. 1. Графики переменных состояния:
а — при g = 0; б — при g = 1(t)
Fig. 1. Graphs of the state variables:
a — with g = 0; б — with g = 1(t)

Рис. 2. Графики выходной переменной:
а — при g = 0; б — при g = 1(t)
Fig. 2. Graphs of the output variable:
a — with g = 0; б — with g = 1(t)

Рис. 3. Графики управления гибридной системы:
а — при g = 0; б — при g = 1(t)
Fig. 3. Control graphs of the hybrid system:
a — with g = 0; б — with g = 1(t)
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объектов с дифференцируемыми нелинейно-
стями позволяет получить дискретную квази-
линейную модель исходного нелинейного объ-
екта. При этом период дискретизации может 
быть значительно больше того периода, кото-
рый допускается при использовании формул 
Эйлера или Рунге—Кутты. Квазилинейные 
модели приводят к новому свойству нелиней-
ных объектов: они могут быть невырожденны-
ми или вырожденными по управлению. Опре-
деляется это свойство непрерывного нелиней-
ного объекта по его квазилинейной модели и 
отражает наличие связи выходной величины 
объекта с управлением, причем, если рассма-
тривается синтез непрерывной нелинейной 
системы управления, то используется обыч-
ная квазилинейная модель. Если же ставится 
задача синтеза гибридной системы управле-
ния для непрерывного нелинейного объекта, 
то используется соответствующая дискретная 
квазилинейная модель. Если же дискретная 
система управления для заданного дискретно-
го нелинейного объекта синтезируется АПМ 
методом, то оценка его невырожденности по 
управлению проводится непосредственно по 
заданным уравнениям объекта.

Если дискретная квазилинейная модель не-
линейного объекта удовлетворяет условиям 
управляемости и невырожденности по управ-
лению, то с применением АПМ метода можно 
синтезировать гибридную систему управления 
с нулевой ошибкой по задающему воздействию. 
Если же и возмущение имеет постоянную до-
статочно малую интенсивность, то гибридную 
систему можно синтезировать с некоторой 
ошибкой по возмущению. Область притяже-
ния положения равновесия синтезированной 
предложенным методом гибридной системы 
определяется областью пространства состоя-
ния нелинейного объекта, в которой выпол-
няются условия управляемости его дискретной 
квазилинейной модели.

Предложенный подход позволяет синтези-
ровать астатические, инвариантные и опти-
мальные гибридные системы управления не-
линейными объектами при разработке соот-
ветствующих методов.
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Abstract
In this article the new method of discrete control systems design for nonlinear plants with differentiable nonlinearities is sug-

gested. The increasing demands on the quality of control processes and the widespread use of computer technology provide ample 
opportunities for the design and implementation of digital control systems. However, discrete models of control plants are needed to 
solve this problem. In the case of linear plants, such models are created on the basis of z-transformation, Euler or Tustin formulas. 
In the case of nonlinear plants, these transformations are not applicable, so a large number of approximate discretization methods 
have been developed to date. Euler and Runge-Kutt transformations are used for these purposes most often, but they lead to satis-
factory results only with very small period of discretization. In the case of automatic control systems, this requires the use of digital 
automation tools with very high speed, which is often economically impractical. Methods of discretization with a long period were 
most often developed on the basis of decomposition into series of the right-hand sides of the differential equations, transformed on 
Euler. Here, firstly, the problem of selecting the number of the series members, which to be retained arises, and secondly, already 
in the third or fourth order of the plant, the calculating ratios turn out to be extremely complex. The discretization method sug-
gested below differs in that it is not the equations of nonlinear plants in the Cauchy form that are discretized, but the corresponding 
quasilinear model. In this case, a modified trapezoid method is used, and the discretization purpose is not the most accurate ap-
proximation of the original equations of the plant, but the stability of a closed nonlinear control system with rather big period. This 
system is designed using the algebraic polynomial-matrix method for designing of the nonlinear control systems. As a result, a hybrid 
nonlinear system with fairly simple algebraic calculation expressions is formed. The suggested approach makes it possible to create 
the control systems for nonlinear controlled plants using conventional computational automation tools.

Keywords: nonlinear plant, differentiable nonlinearity, discretization, modified trapezoid method, quasilinear model, 
discrete quasilinear model, algebraic polynomial-matrix method, nondegeneracy in control, hybrid control system
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