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Планирование оптимальной опорной траектории полета
летательного аппарата с использованием карты рельефа местности

Введение

В связи с развитием авиационной техники, 
расширением функциональных возможностей 
современных летательных аппаратов (ЛА) и 
усложнением решаемых задач на точность аэ-
ронавигации накладываются дополнительные 
жесткие требования. Наряду с высокой точно-
стью требуется также обеспечение автономно-
сти навигации.

Известно, что в настоящее время для обе-
спечения автономной навигации широко ис-
пользуются физические поля Земли, которые 
делятся на два класса [1, 2]:

1. Пространственные поля Земли, параме-
тры которых определены в каждой точке око-
лоземного пространства, — магнитные и гра-
витационные поля.

2. Поверхностные поля Земли, параметры кото-
рых определены лишь на земной поверхности, — 

поле рельефа местности, тепловое, оптическое, 
поле коэффициента отражения радиоволн.

При рассмотрении известных геофизиче-
ских полей Земли ввиду уникальности, доста-
точно хорошей изученности и простоты изме-
рения выбрана цифровая карта рельефа мест-
ности (ЦКРМ).

Известно, что для обеспечения скрытности 
полета ЛА используют экранирующие свой-
ства рельефа местности. Скрытность полета 
обеспечивается выбором оптимальной опор-
ной траектории (ООТ) движения ЛА в гори-
зонтальной плоскости на малой высоте. При 
этом опорная траектория движения ЛА долж-
на соответствовать координатам с наимень-
шими абсолютными высотами рельефа мест-
ности в горизонтальной плоскости. Предла-
гаемый метод расчета ООТ должен учитывать 
различные ограничения, накладываемые на 
траекторию движения и маневренные возмож-
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ности ЛА, например, необходимость обхода 
запрещенной зоны участка земной поверхно-
сти, показатели точности бортовых датчиков, 
инерционность и скорость движения ЛА и т. д.

Расчет опорной траектории является опти-
мизационной задачей, которая решается раз-
личными методами [7—13]. Известны резуль-
таты некоторых исследований, посвященных 
формированию ООТ полета, где основными 
критериями оптимальности приняты различ-
ные показатели (минимальные вычислитель-
ные ресурсы, минимальная длина пути поле-
та, минимизация вероятности столкновения 
с земной поверхностью и др.).

Например, в источниках [3, 6] формируется 
ООТ только в вертикальной плоскости, в рабо-
те [4] используется классический метод вари-
ационного исчисления, а метод, применяемый 
в статье [5], требует больших вычислительных 
мощностей.

В источнике [14] представлена методика ав-
томатизированного расчета оптимальной траек-
тории полета воздушных объектов по критерию 
минимума вероятности обнаружения. Особен-
ностью задачи поиска оптимальной трассы по-
лета ЛА является тот факт, что вероятность об-
наружения объекта зависит как от его коорди-
нат, так и от его ракурса относительно средств 
радиолокации. В работе [15] рассмотрена по-
становка задачи максимизации осматриваемой 
беспилотными ЛА площади при движении по 
траектории заданной длины, сформулировано 
необходимое условие оптимальности траекто-
рии, предложен вариант построения оптималь-
ной траектории полета при наличии возможно-
сти переднего визуального обзора. В статье [16] 
представлена модель построения оптимального 
маршрута полета беспилотных ЛА по данным 
инфракрасной видеонавигации на основе мо-
дернизированного алгоритма Дейкстры. В ра-
боте [17] представлено построение оптималь-
ной пространственной траектории, основанное 
на условии минимизации времени полета при 
соблюдении энергетических ограничений вер-
толета, при соблюдении всех заданных ограни-
чений. В работе [18] ЦКРМ используется для 
разработки методики предотвращения стол-
кновения ЛА с поверхностью Земли, и основ-
ным критерием оптимальности является мини-
мальная длина опорной траектории полета.

Анализ перечисленных выше методов по-
казывает, что задача оптимальной маршрути-
зации полета ЛА решается с помощью мини-

мизации по различным критериям. Упомянутые 
методы не в полной мере учитывают экраниру-
ющие свойства рельефа местности не только при 
облете, но и при обходе земных препятствий.

Постановка и метод решения задачи

Требуется определить ООТ полета ЛА при 
низких абсолютных высотах в горизонтальной 
плоскости с использованием экранирующих 
свойств рельефа местности земной поверхности.

В целях расчета ООТ движения ЛА в го-
ризонтальной плоскости в настоящей работе 
выбран метод динамического программирова-
ния (МДП), который заключается в решении 
уравнения Беллмана [8]. Основным преиму-
ществом МДП с использованием ЦКРМ по 
сравнении с методами, перечисленными выше
[3—6, 14—18], является обеспечение макси-
мальной скрытости полета посредством экра-
нирующих свойств рельефа местности.

Аргументами в пользу выбора в качестве 
метода оптимизации МДП также являются:

1) возможность учета ограничений по управ-
ляющему сигналу, по фазовым координатам и 
начальных условий, без усложнения решения 
задачи в целом [8];

2) простота реализации алгоритма фор-
мирования ООТ, что позволяет существенно 
уменьшить объем вычислений [8];

3) возможность формирования ООТ с уче-
том навигационных ошибок;

4) возможность "наказания" за отклонение 
от центральной линии ортодромии;

5) предсказуемость предварительной оцен-
ки объемов вычислений и объема оперативной 
памяти бортового компьютера.

Следует отметить, что в целях формирова-
ния ООТ полета ЛА, обеспечивающей скрыт-
ность полета, рельеф земной поверхности дол-
жен обладать информативностью (выраженной 
неровностью, изрезанностью). Следовательно, 
предлагаемый метод наиболее эффективен для 
гористой местности.

Общий принцип, лежащий в основе реше-
ния всех задач динамического программиро-
вания, заключается в следующем: каково бы 
ни было состояние системы перед очередным 
шагом, надо выбирать управление на этом 
шаге так, чтобы выигрыш на данном шаге 
плюс оптимальный выигрыш на всех последу-
ющих шагах был максимальным [8].



498 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 24, № 9, 2023

В целях применения МДП для вычисления 
ООТ полета ЛА на основе ЦКРМ выделим 
прямоугольный фрагмент земной поверхности 
со значениями высот (рис. 1), где размер пик-
селя в виде квадрата в горизонтальной плоско-
сти составляет d (в данном случае d = 90 м). 
В данном примере приняты три разрешенных 
направления: по направлению вверх по диаго-
нали квадрата (1), направо по ребру квадрата 
(0) и по направлению вниз по диагонали ква-
драта (–1). Из-за этого прямоугольный фраг-
мент разделен на три части: 1, 2 и 3. Части 1
и 3 — треугольные, которые определяются воз-
можными направлениями движения, а часть 2 — 
прямоугольная. Задача состоит в нахождении 
оптимального маршрута из точки А в точку В 
с применением МДП.

В предлагаемом в данной работе приложе-
нии МДП задачей оптимизации является ми-
нимизация функционала

 − − − −= +, , 1 , 1{ },mini j i k j i k jS S H  (1)

где Si,j — таблица затрат (стоимости); Hi,j — 
значение высот рельефа местности, соответ-
ствующее боковой ( j) и продольной (i) коорди-
натам ЦКРМ.

Здесь параметр k обозначает направление 
движения, k = {–1, 0, 1} — соответственно вниз 

по диагонали, направо и вверх по диагонали, 
ка показано на рис. 1, где i, j — номера столб-
цов и строк, причем j = 1, 2, ..., n; i = 1, 2, ..., m;
Sp,j = 0; X( j), Z(i) — продольная и боковая ко-
ординаты участка; –1, 0, 1 — допускаемые на-
правления движения ЛА; A, B — начало и ко-
нец опорной траектории соответственно. Раз-
меры фрагмента ЦКРМ (nЅm), где n l m.

В выражении (1) 0 < i – k < m, k < i < m + k, 
следовательно, i ∈ [1, m – 1].

В соответствии с исследуемым фрагментом 
земной поверхности таблица стоимостей со-
стоит из трех частей: 1, 2, 3 (рис. 1).

Если i ∈ [p – q, p + q] и j = n – q, q = 0, 
1, 2, ..., p – 1, вычисляется часть 3 фрагмента 
ЦКРМ, где
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Если j ∈ [n – p, p], где i ∈ [1, (m – 1)], вычис-
ляется часть 2 фрагмента ЦКРМ.

Если j ∈ [p, 0], где i ∈ [p – q, p + q], q = p – 1, 
p – 2, p – 3, ..., 0, вычисляется часть 1 фраг-
мента ЦКРМ.

Рис. 1. Иллюстрация реализации метода динамического программирования
Fig. 1. Illustration of the implementation of the dynamic programming method
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Далее по вычисленной матрице Si,j с учетом 
направления движения ЛА определяется ООТ 
c координатами ( j, i) = arg(Si,j):

 , ,min{ | 1,0,1}.j i j i
k

S S k= = −  (2)

Как видно из соотношения (1), критерием 
оптимальности для решения функционально-
го уравнения Беллмана является минимальная 
сумма высот по ЦКРМ, при которой выбран-
ной с помощью МДП траектории, соединя-
ющей исходную точку A(0, p) с конечной B(n, 
p) в горизонтальной плоскости, соответствует 
минимальная сумма высот рельефа местности 
по рассматриваемому кадру ЦКРМ.

Алгоритм расчета ООТ полета ЛА 
в горизонтальной плоскости
с использованием ЦКРМ

Begin Procedure ЦКРМ

Шаг 1. Ввод матрицы высот фрагмента 
ЦКРМ H( j, i), j = 0, 1, 2, ..., n; i = 0, 1, 2, .., m.

Шаг 2. Фиксирование координат, соответ-
ственно начала и конца ООТ полета ЛА: точки 
А и В.

Вычисляется боковая серединная коорди-
ната p прямоугольного фрагмента ЦКРМ:

if m нечетное число: p = int(m/2) + 1 иначе 
p = m/2

ХА = р; ZA = 0
XB = p; ZB = n

Шаг 3. Ввод вектора коэффициента направ-
лении:

if k = –1: переходим от точки A( j, i) к точке 
A( j + 1, i – 1);

if k = 0: переходим от точки A( j, i) к точке 
A( j + 1, i);

if k = +1: переходим от точки A( j, i) к точке 
A( j + 1, i + 1);

I этап вычисления таблицы стоимостей (за-
трат).

Шаг 4. Резервируется матрица S( j, i) = 0 для 
всех j = 0, 1, 2, ..., n; i = 0, 1, 2, ..., m.

Шаг 5. Фрагмент ЦКРМ разделяется на три 
участка (рис. 1): начальный (1), средний (2), ко-
нечный (3). Вычисление таблицы стоимостей 
проводится, начиная с точки S(n, p) = H(n, p).

Шаг 6. Заполняется таблица стоимостей 3-й 
части фрагмента ЦКРМ (рис. 1):

For l = 1 to p:
j = m-l; // координата по оси j
For i = p-l + 1 to p + l–1:

if (i = p + l–1):
S( j, i) = S( j + 1, i–1) + H( j, i); //по 
направлению обратно наверх по диа-
гонали с конечной точки (p,n)

if (i = p + l–2):
S( j, i) = min[S(j + 1, i–1), S(j + 1, i)] 
+ H( j, i);

else if (i = p–l + 2):
S( j, i) = min[S(j + 1, i + 1), S( j + 1, i)] 
+ H( j, i);

else if (i = p–l + 1):
S( j, i) = S( j + 1,i + 1) + H( j, i); //
по направлению обратно вниз по диа-
гонали с конечной точки (p,n)

else
S( j, i) = min [S( j + 1, i-1), S(j + 1, i), 
S( j + 1, i + 1)] + H( j, i);

Шаг 7. Заполняется таблица стоимостей 2-й 
части фрагмента ЦКРМ (рис. 1):
For j = n–p to p;

For i = 1 to m;
if (i = i):

S( j, i) = S(j + 1, i + 1) + H ( j, i);
else
if (i = m):

S( j, i) = S( j + 1, i-1) + H ( j, i);
else

S( j, i) = min[S(j + 1, i–1), S( j + 1, i), 
S( j + 1, i + 1)] + H( j, i);

Шаг 8. Заполняется таблица стоимостей 1-й 
части фрагмента ЦКРМ (рис. 1):
For l = 1 to p:

j = m–l; //по треугольному участку
For i = p–l + 1 to p + l–1:

if (i = p + l–1):
S( j, i) = S( j + 1, i + 1) + H( j, i); //
по направлению обратно наверх по 
диагонали

if (i = p + l–2):
S( j, i) = min[S( j + 1, i), S( j + 1, i + 1)] 
+ H( j, i);

else
if (i = p–l + 2):

S( j, i) = min[S( j + 1, i–1), S( j + 1, i)] 
+ H( j, i);

else
if (i = p–l + 1):

S( j, i) = S( j + 1, i–1) + H( j, i); //
по направлению обратно наверх по 
диагонали
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else
S( j, i) = min[S( j + 1, i–1), S( j + 1, i), 
S( j + 1, i + 1)] + H( j, i);

Шаг 9. Вычисления ООТ полета ЛА на пря-
моугольном фрагменте ЦКРМ (рис. 1):
i = p;
D(0, i) = {0, i}; // Начальная точка оптимальной 
опорной траектории: точка A
D(n, i) = {0, i}; // Конечная точка оптимальной 
опорной траектории: точка В
For j = 1 to n-1:

min_i = i—1:
min_val = min(S( j + 1, i-1), S( j + 1, i), S( j + 
1, i + 1));
if S( j, i-1) = = min_val:
min_i = i—1;
else
if S(j, i) = = min_val:
min_i = i;
else
if S( j, i + 1) = = min_val:
min_i = i + 1
End if

i = min_i
D( j, i) = { j, i};
End procedure ЦКРМ

Опорная оптимальная траектория, вычис-
ленная предлагаемым методом, используется 
в системах траекторного управления ЛА.

Компьютерная верификация
алгоритма расчета ООТ

Как видно из алгоритма, при реализации 
МДП вычислительная процедура состоит из 
двух основных этапов:

1. По соотношению (1) выполняется услов-
ная оптимизация, т. е. заполняется таблица 
стоимостей (затрат) Si,j, начиная обычно с ко-
нечной точки предполагаемой ООТ.

2. Проводится безусловная оптимизация на 
основе уже заполненной таблицы стоимостей 
(затрат), т. е. находится управление (направле-
ние движения) на каждом этапе оптимизации, 
начиная с начальной точки предлагаемой ООТ.

По изложенной методике на первом этапе, 
начиная с конца участка (точка B) до начала 
участка (точка A), заполняется таблица стои-
мостей, а на втором этапе определяется ООТ 
от точки A в точку B.

Каждой узловой точке на рис. 1 соответ-
ствует высота рельефа местности относитель-
но океанского уровня.

Предложенные алгоритмы реализованы 
в среде C Sharp и MATLAB для конкретной го-
ристой местности. Для определенного участка 
ЦКРМ приведены результаты численного экс-
перимента по реализации алгоритма расчета 
ООТ в горизонтальной плоскости (рис. 2, см. 
третью сторону обложки). Кривая красного 
цвета на рис. 2 является ООТ полета в гори-
зонтальной плоскости из точки A в точку B, 
где критерием оптимальности является сум-
марная высота точек, совпадающих с выбран-
ной опорной траекторией.

Для определения скрытности ООТ вычис-
лена минимальная (голубая линия), средняя 
(красная линия) и максимальная (желтая ли-
ния) по высоте траектории. Как видно из 
рис. 2, вычисленная ООТ может обеспечить 
скрытность в режиме маловысотного полета.

Заключение

1. В качестве метода оптимизации для фор-
мирования ООТ в горизонтальной плоскости 
с использованием ЦКРМ применен метод ди-
намического программирования Беллмана.

2. Предложен алгоритм вычисления табли-
цы стоимостей для расчета опорной траекто-
рии полета ЛА.

3. Проведен численный эксперимент на ос-
нове предложенного метода на примере фраг-
мента ЦКРМ. Полученные результаты пока-
зали, что опорная траектория обеспечивает 
скрытность полета.
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Abstract

In connection with the development of aviation technology, the expansion of the functionality of modern aircraft and 
the complication of the tasks being solved, additional stringent requirements are imposed on the accuracy of air navigation. 
Along with high accuracy, navigation autonomy is also required. The autonomy of aircraft navigation implies the navigation 
of an aircraft without the use of active radar facilities. In this article, to calculate the optimal reference flight path of an air-
craft in a horizontal plane, the Bellman dynamic programming method is proposed using a digital terrain map. A technique, 
algorithms have been developed, and a numerical experiment has been carried out using fragments of a digital terrain map. 
High accuracy and autonomy of navigation are necessary, among other things, to ensure stealth (invisibility) of aircraft by 
ground-based radar facilities of a potential enemy in low-altitude flight mode. The best stealth of an aircraft flight in a 
low-altitude flight mode is achieved not only by flying around, but also by avoiding obstacles, due to the shielding proper-
ties of the earth’s surface. Autonomy of navigation provides periodic correction of the reference flight path during long-term 
flight, and high accuracy prevents aircraft collisions with the earth’s surface in low-altitude flight mode. The purpose of 
this work is to select the optimal reference trajectory (route) of an aircraft flight in the low-altitude flight mode. This article 
discusses a method developed based on the principle of dynamic programming for calculating the reference flight path in 
the horizontal plane depending on the DEM and the implementation of the algorithm based on the proposed method with a 
specific numerical example. The method makes it possible to calculate the optimal flight route, which provides the greatest 
secrecy of the aircraft in the low-altitude flight mode using the screening properties of the earth’s surface irregularities.

Keywords: autonomous navigation, digital elevation map, optimal reference flight trajectory, low-altitude flight, stealth 
flight, dynamic programming method, shielding properties of terrain
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