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Оптимальная стабилизация бокового движения летательного аппарата 
декомпозиционным методом модального синтеза

Введение

Подход к синтезу автоматического управле-
ния движением летательных аппаратов (ЛА), 
включая беспилотные, как правило, основано 
на разделении пространственного движения 
на продольное [1—3] и боковое [4—6]. Соответ-
ственно, и решение оптимизационных задач 
строится с использованием такого же подхода. 
Одно из направлений оптимального управле-
ния боковым движением ЛА [3] связано с мето-
дом линейно-квадратичной оптимизации в по-
становке задачи АКОР [4]. Этот метод обладает 
определенными недостатками, суть которых за-
ключается в том, что найденное таким образом 
оптимальное управление является недостаточно 
робастным [7]. Также применяется подход, осно-
ванный на оптимизации бокового управления 
ЛА на основе компенсатора фазового опереже-

ния и контроллера ограничения сигнала, однако 
при таком подходе возникают трудности в до-
стижении динамической стабильности. Можно 
отметить еще одно направление оптимизации 
бокового движения ЛА, основанное на примене-
нии ПИД регуляторов с минимизацией нормы 
матрицы коэффициентов обратной связи [8]. Од-
нако такой подход с точки зрения оптимизации 
в реальном масштабе времени, как правило, лег-
ко реализуем для математических моделей с ли-
нейными стационарными матрицами состояния 
и управления. В данной статье рассматривается 
направление оптимизации бокового движения, 
основанное на использовании аналитических 
выражений, полученных декомпозиционным 
методом модального синтеза, что позволяет при-
менять различные математические модели дви-
жения, включая нелинейные модели с линейно 
входящим управлением [9].

Для модели четвертого порядка бокового движения летательного аппарата с двумя органами управления полу-
чены аналитические выражения законов управления стабилизацией, обеспечивающих оптимальное размещение по-
люсов. В основу синтеза положена двухуровневая декомпозиция объекта управления и разработанный ранее авторами 
метод модального управления многомерными многосвязными (MIMO) объектами с оптимальным размещением полю-
сов замкнутой системы управления. Метод базируется на особенностях квадратического управления, получаемого 
путем решения нелинейного матричного уравнения Лурье—Риккати. В этом случае для оптимального регулятора 
необходимо, чтобы замкнутый объект управления был асимптотически устойчивым, а матрица, получаемая как 
произведение матрицы коэффициентов обратной связи и матрицы управления динамическим объектом, должна быть 
положительно определенной симметрической. С применением такого подхода получены конечные аналитические вы-
ражения для матрицы коэффициентов обратной связи, и они могут быть использованы для любого летательного 
аппарата, имеющего одинаковую структуру матриц собственной динамики и управления. Приведены результаты 
моделирования стабилизации бокового движения летательного аппарата с использованием полученных аналитиче-
ских законов управления, обеспечивающих оптимальное размещение полюсов и, соответственно, законов управления 
с применением декомпозиционного метода синтеза с теми же динамическими свойствами в виде значения полюсов 
замкнутой системы управления. Указанные свойства соответствуют, как и в первом случае, оптимальным значе-
ниям размещаемых полюсов. Сравнение переходных процессов по компонентам максимального отклонения органов 
управления показывает, что при оптимальном управлении максимальное отклонение руля направления в 1,5 раза 
меньше, чем при управлении с применением стандартного декомпозиционного метода. Все другие параметры пере-
ходного процесса по компонентам как вектора состояния, так и вектора управления приблизительно одинаковы.

Ключевые слова: линейная динамическая МIМО-система, модальный синтез, многоуровневая декомпозиция, бо-
ковое движение летательного аппарата, оптимальное размещение полюсов
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Постановка задачи исследования

При решении задачи стабилизации будем 
рассматривать боковое движение ЛА как объ-
екта управления, заданного уравнениями в пе-
ременных состояния следующего вида:

 = +� ,x Ax Bu  (1)

где x и u — соответственно векторы состояния 
и управления вида
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A и B — матрицы коэффициентов [6, 10]
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являющихся кусочно-постоянными величи-
нами на ограниченном временном интервале 
движения при использовании линеаризации 
движения, а также постоянными в пределах 
одного такта работы бортовой вычислитель-
ной машины для нелинейного объекта.

Здесь β — угол скольжения; β
za  — угловая 

скорость крена; ωy — угловая скорость рыска-
ния; γ — угол крена; α0 — угол атаки; υ0 — угол 
тангажа; δн — угол отклонения рулей направ-
ления; δэ — угол отклонения элеронов; β,za  γ,za  
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Введем обозначения:
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Тогда уравнение объекта управления (1) в раз-
вернутом виде можно записать в виде
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Для синтеза управления динамическим объ-
ектом (4) воспользуемся предложенным в работе 
[10] подходом, который позволяет на основе при-
менения декомпозиционного метода модального 

синтеза [11] осуществить оптимальное размеще-
ние полюсов (optimal pole placement) [12]. При 
этом синтезируется закон оптимального управ-
ления в смысле минимума линейно-квадратиче-
ского функционала [9], который имеет вид

 ⊥ + ⊥ += + − Φ +1 1( ) ( ),opt optK K B B A K B B  (5)

где матрица Φopt удовлетворяет следующему 
линейному матричному неравенству:

 1( ) 0opt K B B AB⊥ +Φ − + <  (6)

и условию

 ⊂eig( ) .stab
optF C  (7)

Здесь B⊥ представляет собой левый делитель 
нуля матрицы B; B+ — псевдообратная матрица.

Матрица K1 в соответствии с декомпозици-
онным методом [15] определяется выражением

 ⊥ + ⊥ ⊥+ ⊥= − Φ1 1( ) ( ),K B AB B AB B AB  (8)

где матрица Φ1 представляет собственные зна-
чения замкнутой динамики первого уровня 
декомпозиции.

Линейное матричное неравенство (6) при 
стандартных требованиях выполнения усло-
вий управляемости

 ∀ ∈ −: rank( | )nl C A lI B

разрешимо всегда [15], при этом можно ука-
зать подмножество решений с помощью диа-
гонального доминирования:

 ⊥ +Φ = + − α1( ) ,opt rK B B AB I  (9)

где

 ⊥ +α > λ +max 1Re( (( ) )).K B B AB  (10)

Здесь

 ⊥ +λ +max 1Re( (( ) ))K B B AB

— действительная часть максимально удален-
ного от мнимой оси C вправо собственного 
значения матрицы + ⊥ ×− ∈1( ) .r rB K B AB R

С использованием выражения (9) матрица коэф-
фициентов обратной связи, обеспечивающей опти-
мальное размещение полюсов для модели бокового 
движения ЛА (2), может быть записана в виде
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а управление определяется выражением
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Основной результат

Применим подход, основанный на использова-
нии выражений (5)—(11) для управления ЛА как 
объектом управления, описываемым математиче-
ской моделью (4). Для этого определим все необхо-
димые матрицы, входящие в выражение (11):
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Соответственно, матрицы B⊥AB⊥+ и B⊥AB 
определены как
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Вычисляя (B⊥AB)+, имеем
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Используя далее выражение (8) и назначая 
матрицу
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получим матрицу коэффициентов обратной 
связи первого уровня
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и принимая во внимание равенства
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получим выражение для матрицы (9), пред-
ставляющей оптимальные значения полюсов:
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В результате на основа-
нии выражения (11) полу-
чим матрицу оптималь-
ной обратной связи:
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с элементами
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Наконец, используя соотношения (1), (17) полу-
чаем следующий закон оптимального управления:
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Для элементов матрицы (17) закона управ-
ления (18) получены аналитические выраже-
ния, и, следовательно, коэффициенты усиле-
ния в каналах управления легко реализуемы 
в реальном масштабе времени.

Численное моделирование

Для проверки синтезированных законов 
управления воспользуемся числовыми значе-
ниями матриц коэффициентов
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При этом зададим полюса для первого уровня 
декомпозиции с помощью следующей матрицы:
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Используя формулу (15), имеем
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Примем параметр α = 2,7651 и в соответ-
ствии с (16) получим
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Используя соотношения (17), окончательно 
получим матрицу коэффициентов обратной 
связи следующего вида:
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При этом матрица собственной динамики 
в замкнутом контуре "ЛА—система управле-
ния" принимает вид
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На рис. 1 приведены переходные процессы из-
менения компонент вектора состояния и векто-
ра управления при реализации закона управле-
ния (18) с матрицей обратной связи (20) при на-
чальных значениях вектора состояния в системе 
единиц СИ x = –[0,158 0,094638 –0,0493 0,2189]т.

Если использовать подход к синтезу закона 
стабилизации бокового движения, изложен-
ный в работе [8], тогда на первом уровне де-
композиции можно использовать матрицу F1 
в виде (19), а Fopt, соответственно, в виде
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Тогда аналитические выражения для коэф-
фициентов матрицы обратной связи
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синтезированного закона управления с ис-
пользованием методики, изложенной в работе 
[8], имеют вид
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При этом собственно закон управления 
можно записать следующим образом:
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На рис. 2 представлены переходные про-
цессы, полученные при использовании закона 
управления (23).

Рис. 1. Переходные процессы при оптимальном размещении полюсов
Fig. 1. Transient processes with optimal pole placement
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Сравнивая переходные процессы на рис. 1 
и 2, нетрудно заметить, что максимальное от-
клонение руля направления при оптимальном 
управлении в 1,5 раза меньше, нежели при 
модальном управлении, синтезированном по-
средством декомпозиционного метода. Учиты-
вая тот факт, что доверенные углы отклонения 
органов управления ЛА ограничены, в данном 
случае следует считать оптимальный закон 
управления предпочтительным.

Заключение

В работе получена аналитическая матрица 
коэффициентов обратной связи в задаче стаби-
лизации бокового движения ЛА, обеспечиваю-
щая оптимальное размещение полюсов. При-
ведены графики переходных процессов как для 
оптимального управления, так и для стандарт-
ного модального управления, синтезированного 
декомпозиционным методом. Сравнение пере-
ходных процессов показало преимущество оп-
тимального подхода по отношению к стандарт-
ному модальному с точки зрения минимизации 
расходов рулей при одном и том же запасе устой-
чивости (одном и том же размещении полюсов). 
Полученные в работе результаты демонстрируют 
эффективность аналитического синтеза как оп-
тимальных законов управления движением ЛА, 
так и обычных, которые построены на основе 
декомпозиционного метода управления.
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Abstract

For the fourth-order model of the lateral motion of an aircraft with two controls, analytical expressions for the laws of 
stabilization control are obtained, which ensure the optimal placement of the poles. The synthesis is based on a two-level de-
composition of the control object and the method of modal control of MIMO systems developed earlier by the authors with the 
optimal placement of the poles of a closed control system. The method is based on the features of quadratic control obtained 
by solving the nonlinear Lurie-Riccati matrix equation. In this case, for the optimal controller, it is necessary that the closed 
control object be asymptotically stable, and the matrix obtained by the product of the matrix of feedback coefficients by the 
control matrix of the dynamic plant must be positive-definite symmetric. Using this approach, final analytical expressions for 
the matrix of feedback coefficients are obtained and, accordingly, they can be used for any aircraft that has the same structure 
of its own dynamics and control matrices. The results of modeling the stabilization of the lateral motion of an aircraft using 
the obtained analytical control laws that ensure the optimal placement of the poles and, accordingly, the control laws using the 
decomposition method of synthesis with the same dynamic properties in the form of the value of the poles of a closed control 
system are presented. These properties correspond, as in the first case, to the optimal values of the placed poles. A comparison 
of transient processes by components of the maximum deviation of the controls shows that with optimal control, the maximum 
deviation of the rudder is 1.5 times less than with control using the standard decomposition method. All other parameters of 
the transient process, both in terms of the components of the state vector and the control vector, are approximately the same.

Keywords: linear dynamic MIMO system, modal synthesis, multilevel decomposition, aircraft lateral motion, optimal 
pole placement
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