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Методы демпфирования колебаний груза и робастного управления 
ходовой тележкой мостового крана с учетом динамики электропривода

Введение

Однобалочные мостовые краны широко 
применяются для горизонтального перемеще-
ния массивных грузов, которые прикрепляют-
ся на тросе к ходовой тележке крана. Тележка 
движется по рельсам за счет силы, создаваемой 
электроприводом. При пуске тележки груз на-
чинает раскачиваться. Амплитуда и период ко-
лебаний зависят от массы груза и длины под-
веса. Эти колебания, которые увеличиваются 
с ростом начального ускорения тележки, про-
должаются даже после остановки тележки и 
могут привести к повреждению груза, рабочего 
пространства, а также увеличивают динами-
ческую нагрузку на привод и металлическую 
конструкцию крана. При этом примерно 20 % 
времени полного рабочего цикла — это про-
стои из-за ожидания прекращения колебаний.

Основная проблема состоит в том, чтобы при 
заданном времени перемещения тележки вдоль 
пролета крана снизить амплитуду колебаний 
груза до безопасных значений. При оператор-
ном управлении это требует специальной под-
готовки персонала, но не исключает ошибок, 
связанных с человеческим фактором. В систе-
ме автоматического управления нужно синте-

зировать закон управления электроприводом, 
обеспечивающий технологические требования 
для горизонтального перемещения тележки. 
Основными особенностями ходовой тележки 
как объекта автоматического управления явля-
ются: недостаток управлений; параметрические 
и внешние несогласованные возмущения, дей-
ствующие по разным каналам с управлением.

В условиях недостатка управлений основной 
ресурс для уменьшения раскачки груза состо-
ит в замене скачкообразного постоянного за-
дания на гладкую эталонную траекторию дви-
жения тележки. Как правило, это S-образная 
траектория [1] с плавным разгоном и тормо-
жением. Предложенные в различных работах 
траектории отличаются степенью вычисли-
тельной сложности и методами настройки ее 
параметров. Лучшие результаты достигаются 
при вводе критерия оптимальности [2], одна-
ко этот метод не реализуем в условиях параме-
трической неопределенности объекта. Высокое 
качество регулирования обеспечивается также 
за счет интеграла от угловой (нерегулируемой) 
координаты в задающем воздействии, что по-
зволяет демпфировать колебания груза [3].

Для отслеживания нелинейной эталонной 
траектории в условиях неопределенности для 
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данного объекта разработаны методы субопти-
мального управления [4, 5], ПД [6] и ПИД регу-
ляторы [7, 8], методы адаптивного управления 
[1, 9, 10], управления на скользящих режимах 
[11, 12] и др. Для повышения качества регули-
рования исследователи комбинируют различ-
ные методы [3]. Законы оптимального управ-
ления гарантируют выполнение определенных 
критериев качества, однако они чувствительны 
к параметрическим и внешним возмущениям. 
Преимущества использования ПД и ПИД ре-
гуляторов — это возможность настройки их ко-
эффициентов без математической модели объ-
екта, простота реализации. Однако для обеспе-
чения различных рабочих режимов процедуру 
настройки приходится дополнять механизмами 
адаптации или нейросетевого управления [8].

Существуют два основных подхода к обеспе-
чению робастности замкнутой системы по от-
ношению к согласованным неопределенностям. 
Первый подход — это применение динамиче-
ской обратной связи с использованием регрессо-
ров для оценивания неизвестных параметров [1], 
а также наблюдателей возмущений с большими 
коэффициентами усиления [6] или скользящими 
режимами различного порядка [12, 13]. Оценоч-
ная информация используется для компенсации 
неопределенностей в комбинации со стабилизи-
рующей обратной связью различного типа [14]. 
Это позволяет улучшить качество переходных и 
стационарных процессов, но при этом регулятор 
усложняется, а динамический порядок замкну-
той системы увеличивается.

Второй подход — это подавление согласован-
ных возмущений без их идентификации с по-
мощью управления на скользящих режимах. 
В этом случае настройка коэффициентов ре-
гулятора проводится на основе алгебраических 
неравенств, в которых достаточно знать только 
диапазоны изменения возмущений. Известны 
модификации управления на скользящих ре-
жимах, которые работоспособны и при несо-
гласованных неопределенностях [15]. Однако 
в существующих работах [14, 15] полагается 
гладкость возмущений, что не всегда выполня-
ется на практике, в частности, из-за действия 
на систему негладких сил сухого трения.

Отметим, что в большинстве цитируемых ра-
бот в качестве объекта управления рассматри-
валась только механическая система, т. е. ис-
следователи не принимали во внимание дина-
мику исполнительного устройства и в качестве 
управления рассматривали движущую силу, 
действующую на тележку. Однако разрывные 
управления недопустимо использовать в меха-
нических объектах в силу требований гладкости 

управляющих сил и моментов. В работах, где 
представлены результаты натурных эксперимен-
тов [3, 16—17], в законах управления с разрыв-
ной компонентой функцию знака заменяли ее 
непрерывными аналогами (кусочно-линейной 
sat-функцией или гиперболическим тангенсом) 
для того, чтобы спроектированная движущая 
сила могла быть реализована исполнительным 
устройством. При этом возникает несоответ-
ствие между математическими доказательства-
ми, демонстрирующими сходимость за конечное  
время, и практической реализацией таких алго-
ритмов, как правило, обеспечивающей стабили-
зацию с некоторой точностью. Очевидная про-
блема подавления несогласованных и негладких 
возмущений, которая возникает при учете дина-
мики исполнительных устройств, в указанных 
работах не рассматривается. Основной вклад 
данной работы состоит в решении этой недоста-
точно изученной проблемы. Кроме того, пред-
лагается эффективное решение для построения 
эталонной траектории, задающей плавные раз-
гон и торможение тележки и обеспечивающей 
демпфирование колебаний груза, более простое 
в вычислительной реализации по сравнению 
с известными аналогами. В предыдущей работе 
авторов, посвященной этом объекту [18], указан-
ные проблемы не исследовались.

В обеих рассматриваемых здесь задачах ис-
пользуются гладкие и ограниченные сигма-
функции σ(x) [18—20]. Они являются модифи-
кацией гиперболического тангенса

 σ = − − = − +( ) th( /2), th( ) 1 2/(exp(2 ) 1)х x x x

и позволяют учесть проектные ограничения на 
переменные состояния на стадии синтеза.

Описание объекта управления.
Постановка задач

Модель объекта управления описывается 
системой дифференциальных уравнений пято-
го порядка [7]
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Динамика тележки с подвешенным на жест-
ком стержне грузом представлена уравнениями 
(1), где q1 = (x, θ)т, x — горизонтальное переме-
щение тележки, θ — угол отклонения стержня 
с грузом от вертикальной оси, |θ| < π/2; 

= θ�� т
2 ( , )q x  — вектор скоростей; q1(0) = 0, q2(0) = 0,

υ = (F, 0)т, F — сила, создаваемая двигателем 
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постоянного тока (ДПТ); η = (Fr, 0)т, Fr(t) — 
часть сил, трактуемых как внешние неконтро-
лируемые возмущения;
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где P — потенциальная энергия, возникаю-
щая при отклонении стержня с грузом от вер-
тикального положения; M — масса тележки, 
груз полагается точечной массой m; l — длина 
стержня, его жесткость, масса и трение при 
колебаниях не учитываются; g = 9,81 м/с2 — 
ускорение свободного падения.

Учитываемая динамика ДПТ представлена 
уравнением (2), где a, b, c — положительные кон-
структивные коэффициенты, которые зависят, 
в том числе, от сопротивления и индуктивности 
якоря ДПТ; u — скалярное управление. В каче-
стве управления выступает напряжение питания 
якорной цепи ДПТ, которое будет выбираться из 
класса разрывных функций. Такое управление 
реализуемо в элект рических безынерционных 
исполнительных устройствах на базе силовых 
электронных элементов, которые функциониру-
ют исключительно в ключевом режиме.

Полагается, что параметры m, M, l, a, b, c точно 
не известны и могут изменяться в процессе экс-
плуатации в известных диапазонах, например

 < min max0 ( ) , 0.a a t a tm m l  (3)

Внешние возмущения Fr(t) неизвестны, 
предполагается, что они ограничены по моду-
лю известной константой:

 = >| ( )| , const 0, 0.r r rF t F F tm l  (4)

В данной работе не ставится задача наблюде-
ния [18]. Полагается, что измерениям доступны 
все переменные состояния, необходимые для 
управления, шумы в измерениях отсутствуют.

Мощность ДПТ определяет проектные огра-
ничения на максимальную управляющую силу и, 
следовательно, на скорость и ускорение тележки:
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Цель управления — горизонтально переме-
стить тележку из нулевого начального положе-

ния в заданную точку xd за время T так, чтобы 
не допустить сильных колебаний подвешенного 
груза. Особенности системы (1), (2): недостаток 
управлений (две координаты x и θ регулируют-
ся одним управлением u) и неопределенности 
модели (3), (4). Эти факторы определили следу-
ющие задачи настоящего исследования.

Во-первых, для плавного пуска/торможе-
ния тележки нужно построить эталонную 
допустимую траекторию s(t) с учетом следую-
щих ограничений:

 

( )

0

1 2

( )

(0) 0, 0,1,2,...;

/2 ( ) ;

( ) , ( ) , 0;

( ) 0, 1,2,... .

i

d d d

i

s i

x x s T x

s t X s t X t

s T i

≈ =
< − Δ <

< <

≈ =

� ��
m

l
 (6)

Во-вторых, нужно сформировать разрывное 
управление в форме обратной связи, обеспечи-
вающее отслеживание эталонной траектории. 
В данной работе намеренно не используются 
методы идентификации неизвестных параме-
тров и возмущений, которые усложняют регу-
лятор и повышают динамический порядок зам-
кнутой системы. Для подавления возмущений и 
построения робастной динамической обратной 
связи, обеспечивающей цель управления при 
всех вариациях неопределенных параметров 
в допустимых пределах, предлагается применить 
новый тип нелинейных локальных связей в виде 
сигмовидных S-образных функций [18—20]. 
Они являются гладкими аналогами разрывных 
управлений, и для настройки их параметров 
также используются неравенства, составленные 
для "худшего" допустимого случая. Но в отличие 
от разрывных функций они являются гладки-
ми, и их можно использовать для формирования 
управляющих сил и моментов. Однако в рамках 
данного подхода в условиях неопределенности 
задачу отслеживания эталонной траектории 
можно решить только с некоторой точностью. 
В следующем разделе представлено комплексное 
решение указанных проблем.

Проектирование эталонной траектории

Предлагается сформировать эталонную тра-
екторию горизонтального перемещения тележ-
ки вдоль пролета моста в виде двух слагаемых:

 χ = − γ θ τ τ γ = >∫
0

( ) ( ) ( ) , const 0.
t

t s t d  (7)

Первое слагаемое в (7) — это S-образная 
функция с насыщением в окрестности нуля сле-
ва и в заданном конечном положении xd справа, 
задающая плавные пуск и торможение тележки:
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где T/β — смещение вдоль оси абсцисс, β > 1; 
α > 0 определяет тангенс угла наклона в точке 
t = T/β, в ее окрестности следует ожидать мак-
симальные колебания стержня с грузом, с ро-
стом α амплитуда колебаний увеличивается.

Для выполнения ограничений на макси-
мальную скорость и ускорение тележки (5), (6) 
в силу (9) составим неравенства для выбора па-
раметра α:

 < α < α =max 1 20 min{4 ; 10,4 }/ .dX X x  (10)

При выбранном значении α (10) определим 
значение параметра β, обеспечивающее усло-
вие xd – Δ0 m s(T) (6):
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Неравенство βmin > 1 имеет место при 0 < Δ0 <
< xd/2 и αT > ln(xd/Δ0 – 1). Если при выбранном 
0 < α < αmax это неравенство не выполняется, то 
нужно увеличить α. Если βmin m 1 при α = αmax, то 
придется увеличить расчетное время движения 
T и/или ошибку позиционирования Δ0. Таким 
образом, расчетное время T зависит от ограни-
чений (5), и его нельзя назначить произвольно. 
При выборе параметров α (10), β (11), а также при 
назначении T и Δ0 (6) требуется найти компро-
мисс, удовлетворяющий технологическим тре-
бованиям. В частности, при зафиксированных 
значениях α (10) и ошибки позиционирования 
Δ0 имеется возможность обеспечить минималь-
ное допустимое время переноса T с помощью 
выбора β > 1 из неравенства

 − β > Δ − α0(1 1/ ) [ln( / 1)]/ .dT x

В этом смысле настройка параметров эта-
лонной кривой (8) конструктивна, а ее анали-
тический вид проще по сравнению с другими 
эффективными эталонными траекториями [1]:

 
= +

− ε + − − ε
+

ε − ε −ε + − − ε −ε
1 1

2 1 2 1 2

( )
2

exp( ) exp(( ( ))
ln ,

2 exp( ) exp( ( ))

d

d

x
s t

x pt pt
pt pt

где p > 0 влияет на время переноса, ε1,2 > 0
введены для минимизации колебаний стержня 
с грузом. По результатам численного модели-
рования [21] показатели качества для угловой 

координаты θ(t) оказались сопоставимы при 
использовании траекторий (1) и (8).

Второе слагаемое в (7) содержит интеграл 
от угловой координаты и предназначено для 
демпфирования колебаний груза. При малых 
угловых отклонениях до 30° можно принять 
sinθ ≈ θ, cosθ ≈ 1, что дает упрощенное описа-
ние динамики угловой координаты (1), а в ре-
зультате интегрирования по времени — второ-
го слагаемого  (7) [3]:

 θ − + θ = ⇒ θ = − θ =∫�� ��� �
0

0 ( )/ 0.
t

l x g dt x l g

Отсюда следует, что если в окрестности ко-
нечной точки xd обеспечивается ≈ θ ≈�� 0, 0,х  то 
χ ≈ s (7).

В следующем разделе представлен синтез 
закона управления, обеспечивающий в уста-
новившемся режиме стабилизацию с некото-
рой точностью ошибки слежения

− χ Δ − χ Δ ≈� �11 21( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ,dx t t x t t x T xm m  (12)

и обосновывается выбор параметра γ, обеспе-
чивающий

 θ Δ�
22( ) .t m  (13)

Будет показано, что достижимая точность 
стабилизации зависит от проектных ограниче-
ний (5).

Синтез закона управления

Для синтеза следящей системы запишем 
уравнения (1) относительно ошибки слежения 
e1 = (e11, e12)

т = (x – χ, θ)т и введем нелинейные 
локальные связи

 
т т

2 21 22 1 1 11

31 2 2 21

( , ) ( ( ), ) ;

( ),

e e e x m k e

e F m k e

= = − χ + σ θ
= + σ

�� �
 (14)

где e21 и e31 — невязки между переменными �x  и 
F, которые трактуются как фиктивные управле-
ния, и стабилизирующими сигма-функциями

 

− −
σ =

+ −

= > =

1
1

1

1 exp( )
( ) ,

1 exp( )

, const 0,  1,2.

i i
i i i i

i i

i i

k e
m k e m

k e

m k i

 (15)

Сигма-функция является гладкой аппроксима-
цией кусочно-линейной нечетной и ограничен-
ной sat-функции. Точки σ(±2,2) ≈ ±0,8 примем 
в качестве границ разделения сигма-функция 
(15) на условно-постоянную и ус лов но-ли ней-
ную части [20]. Тогда для сигма-функ ции
и ее производной ′σ = − σ2

1 1( ) 0,5 (1 ( ))i i i i ik e k k e
справедливы следующие оценки:
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′< σ < < σ < >

≈ σ

′ ′σ σ =

1 1 1

1 1 1

1 1

0,8 ( ) 1, 0 ( ) 0,18 , | | 2,2/ ;

0,8 /2,2 0,36 | ( )| 0,8,
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 (16)

Для достижения цели управления (12) и 
стабилизации невязок (14) вводится разрывное 
управление

 3 31 3

31 2 2 1 1

( ), const 0;

( ( ( ( )))).

u m sign e m

e F m k x m k x

= − = >
= + σ − χ + σ − χ� �

 (17)

Отметим, что в (17) сформирована нелиней-
ная поверхность переключения e31 = 0 (17). Это 
позволит избежать всплесков движущей силы 
F(t) в начале переходного процесса, которые ха-
рактерны для линейных поверхностей переклю-
чения [22], и обеспечить выполнение ограниче-
ний (5) в течение всего процесса управления.

Замкнутая система (1), (2) с учетом (14), (17) 
примет вид

 

т
1 2 11 1 11

1 т
2 31 2 2 21

т
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т т
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31 2 3 31
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 (18)

где Λ = − σ �21
1 12 (1 ( ))i i i i i im k k e e  — полные произ-

водные сигма-функций (15), которые ограни-
чены в силу (5), (14):

 
Λ Λ =

Λ Λ = + Λ

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 1

| | ,

1
| | (2 ).

2

m k X

m k X

m

m
 (19)

Стабилизация системы (18) осуществляется 
последовательно "снизу вверх" выбором ам-
плитуд m1,2 сигма-функций (15) и амплитуды 
m3 разрывного управления (17).

Сначала обеспечивается скользящий режим на 
линии переключения e31 = 0, а потом сходимость 
невязок e21, e11 в указанные окрестности нуля:

 
= ⇒ Δ ⇒

⇒ Δ
31 21 2 21

11 1 11

0 2,2/

2,2/ ,

e e k

e k

m m

m m
 (20)

где Δ = Δ + σ Δ21 21 1 1 11( ).m k  От выбора больших 
коэффициентов k1,2 зависит точность стабили-
зации (12).

Формализуем достаточные условия для вы-
бора амплитуд mi, = 1,3,i  обеспечивающих 
(20). Введем кандидата на функцию Ляпунова:
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 (21)

С учетом (19) формализуем условия, при 
которых последовательно обеспечиваются не-
равенства <�

3,2,1 0V  (21) и, следовательно, (20) 
и (13), а также ограничения (5) при всех вариа-
циях неизвестных параметров (3), (4):
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 (22)

Из неравенств (22), которые имеют непустое 
множество решений в силу априорных пред-
положений (5), итерационно находятся допу-
стимые значения параметров обратной связи. 
Максимально возможные значения k1, k2, γ 
определяют достижимую точность стабилиза-
ции |e11| = |x – χ| m Δ11, Δ ⇒ − χ Δ� �21 21 21e xm m  
(20), θ Δ�

22| | m  в установившемся режиме.
Таким образом, V = V1 + V2 + V3 являет-

ся функций Ляпунова для системы (18). Цель 
управления (12), (13) достигнута.

Результаты численного моделирования

Численное моделирование разработанно-
го подхода проводилось в среде MATLAB-
Simulink, при интегрировании использовался 
метод Эйлера с постоянным шагом 5•10–4. По-
лагалось, что значения параметров объекта (1), 
(2) могут изменяться в следующих диапазонах:

= = = =2 1

3,3 3,6 кг; 2 3 кг; 0,7 1,1 м;

80 180, 200,5 365,5, 878,9 1882;

60, 55, 15, 0,3.

M m l

a b c

U F X X

m m m m m m

m m m m m m  (23)
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В качестве внешнего возмущения рассмат-
ри валась сила сухого трения Fr(t) = –fr0 Ѕ
Ѕ tanh( / ) | | ,rx k x xϕ +� � �  fr0 = 50, ϕ = 0,1, kr = –0,5 [1].

Целевое условие: xd = 0,9 м, T = 20 с. Коэф-
фициенты сигма-функций (15) и управления 
(17) были приняты на основе (22) для "худше-
го" случая (23) в виде

 m1 = 14, m2 = 50, m3 = 60, k1 = 1, k2 = 1. (24)

Проведено несколько численных экспери-
ментов с одними и теми же коэффициентами 
регулятора (24), но с разными параметрами 
объекта (23) и задающими воздействиями.

В первой серии экспериментов 1—3 дина-
мика исполнительного устройства (2) не учи-
тывалась, проводился сравнительный анализ 
замкнутых систем с различными законами 
фиктивного управления F. Так, в экспери-
менте 1 фиктивное управление принималось 
в виде линейного ПД регулятора

 
= − − χ − − χ

= =

� �1 2

1 2
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176, 200.

F p x p x

p p
 (25)

В эксперименте 2 использовалось управле-
ние на скользящих режимах (СР) [15], где по-
верхность переключения являлась линейной 
комбинацией всех переменных состояния

 

sgn
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1, 5, 50, 28.
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F k k

x x

k k

= − ξ − ξ

ξ = λ − χ + λ θ + − χ + λ θ
λ = λ = = =

�� �  (26)

В эксперименте 3 использовался разрабо-
танный метод управления (14)

 = − σ − χ + σ − χ� �2 2 1 1( ( ( ( )))).F m k x m k x

Для объективности сравнения результатов 
экспериментов 1—3 коэффициенты регуля-
торов (25), (26)  подбирались так, чтобы обе-
спечить одинаковую точность стабилизации 
|e11(t)| m 0,05 м и сопоставимое время регули-
рования. В этих экспериментах задающее воз-
действие было постоянным χ = 0,9 м.

В экспериментах 1—3 при моделировании 
использовались следующие значения параме-
тров объекта (1), (2) из промежуточных диа-
пазонов (23):

 
= = =
= = =
2,5 кг, 3,5 кг, 0,9 м,

130,  262,5, 378,13.

M m l

a b c
 (27)

На рис. 1 показан график положения тележ-
ки x(t) (рис. 1, а) и график угла отклонения 
стержня от вертикальной оси θ(t) (рис. 1, б) 
для экспериментов 1—3. На рис. 2 представлен 
график скорости тележки �( )x t  (рис. 2, a) и гра-
фик фиктивного управления F(t) (рис. 2, б) для 
экспериментов 1—3.

В табл. 1 для всех экспериментов представ-
лены следующие значения показателей каче-
ства регулирования: время регулирования t1 (с): 
|e11(t)| m 0,05 м, t l t1; значение перерегулирова-
ния ошибки слежения e11,max (м): e11,max l |e11(t)|, 
t l 0; максим альный угол отклонения стержня 
от вертикальной оси θmax (°): θmax l |θ(t)|, t l 0; 
точность стабилизации в установившемся ре-
жиме Δ11 (м); максимальное значение силы, раз-
виваемой ДПТ Fmax (Н): Fmax l |F(t)|, t l 0; время 
затухания колебаний td (с): |θ(t)| m 0,1°, t l td.

Из рис. 1, 2 и табл. 1 следует, что тележка пере-
мещает груз в заданное положение во всех экспе-

Рис. 2. Эксперименты 1—3: графики �x t( )  (a) и F(t) (б)

Fig. 2. Experiments 1—3: plots of �x t( )  (a) and F(t) (б)

Рис. 1. Эксперименты 1—3: графики x(t) (a) и q(t) (б)
Fig. 1. Experiments 1—3: plots of x(t) (a) and q(t) (б)

Таблица 1
Table 1

Значения показателей качества регулирования
The values of control quality indicators

Показатель
Номер эксперимента

1 2 3

t1, с 9,41 8,69 8,82

e11,max, м 0,9 0,9 0,9

θmax, ° 10,26 2,59 3,90

Δ11, м 3,26•10–4 1,10•10–6 4,02•10–5

q21,max, м/с 0,51 0,38 0,25

Fmax, Н 158,4 73 49,73

td, с 272,74 27,63 120,56
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риментах. Из рис. 1, а видно, что в эксперимен-
те 1 с ПД регулятором происходит более резкий 
разгон тележки по сравнению с экспериментом 3 
с сигмовидными локальными связями. Как след-
ствие, увеличивается значение силы F, развива-
емой исполнительным устройством (см. табл. 1). 
Это приводит к повышению амплитуды колеба-
ний груза в эксперименте 1 по сравнению с экс-
периментом 3 (значение θmax больше в 2,63 раза). 
Кроме того, торможение тележки происходит 
дольше примерно на 0,59 с (значение t1 в табл. 1).

В эксперименте 2 с управлением на скольз-
ящих режимах благодаря вводу угловой коор-
динаты и ее производной в закон управления 

удалось обеспечить более высокую точность 
позиционирования (в 36,55 раз) и более быстрое 
затухание колебаний (в 4,36 раз) с меньшим 
значением θmax (в 1,51 раз) по сравнению с экс-
периментом 3 с сигмовидными локальными 
связями, где для управления использовались 
только положение и скорость тележки. Однако 
в результате скорость тележки q21,max возросла 
в 1,52 раза, а движущая сила F— в 1,47 раз. Зна-
чения остальных показателей качества в экс-
периментах 2 и 3 сопоставимы. Кроме того, 
еще раз отметим недопустимость формирова-
ния разрывных управляющих сил на практике, 
поскольку "чаттеринг" (хаотичные колебания 
в установившемся режиме) (рис. 2, б) приво-
дит к более быстрому износу исполнительного 
устройства в электромеханических системах.

Во второй серии экспериментов 4—7 были 
промоделированы алгоритмы, которые состав-
ляют основной результат данной работы. Была 
реализована замкнутая система (1), (2), (14), 
(24) для отслеживания центром масс тележки 
эталонной траектории (7), (8) со значениями 
параметров α = 0,8, β = 4. В эксперименте 4 
в эталонной траектории отсутствовала часть 
с интегралом от угловой координаты (7), т. е. 
было принято γ = 0, а в экспериментах 5—7 
было выбрано значение γ = 5.

В экспериментах 4, 5 были использованы 
значения параметров объекта управления (27). 
Для проверки робастности разработанного 
подхода в экспериментах 6, 7 были приняты 
другие значения параметров. В эксперимен-
те 6 они соответствовали верхним границам 
(23), в эксперименте 7 — нижним. Еще раз от-
метим, что коэффициенты разработанного ре-
гулятора (24) оставались одинаковыми во всех 
экспериментах 3—7.

На рис. 3 и 4 показаны те же графики, что 
и на рис. 1 для экспериментов 4, 5, и 6, 7, со-
ответственно.

В табл. 2 представлены значения тех же пока-
зателей качества регулирования, что и в табл. 1.

Таким образом, из рис. 1, 3 и табл. 1, 2 сле-
дует, что использование сигмовидной функ-
ции в эталонной траектории привело к умень-
шению амплитуды колебаний и уменьшению 
значения θmax до 15,6 раз в экспериментах 4 
и 5 по сравнению с экспериментом 3, где за-
дающее воздействие было скачкообразным. 
При этом время регулирования увеличилось 
на 7,18 с. Наличие интеграла от угловой ко-
ординаты в задающем воздействии обеспечило 
более быстрое затухание колебаний в экспери-
менте 5 по сравнению с экспериментом 4, где 
не было интегральной части (значение td мень-

Рис. 4. Эксперименты 6—7: графики x(t) (a) и q(t) (б)
Fig. 4. Experiments 6—7: plots of x(t) (a) and q(t) (б)

Рис. 3. Эксперименты 4—5: Графики x(t) (a) и q(t) (б)
Fig. 3. Experiments 4—5: plots of x(t) (a) and q(t) (б)

Таблица 2
Table 2

Значения показателей качества регулирования
The values of control quality indicators

Показатель
Номер эксперимента

4 5 6 7

t1, с 15,19 16,00 15,99 15,63

e11,max, м 0,37 0,34 0,34 0,33

θmax, ° 0,25 0,35 0,33 0,19

Δ11, м 0,02 0,02 0,03 0,02

q21,max, м/с 0,11 0,11 0,11 0,11

Fmax, Н 42,77 41,42 41,59 41,06

td, с 24,30 15,80 18,58 13,00
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ше в 1,54 раза). Однако это привело к увели-
чению времени регулирования на 0,81 с. Зна-
чения остальных показателей качества в экс-
периментах 4 и 5 сопоставимы.

Из рис. 4 следует, что регулятор остается 
робастным, когда значения параметров объ-
екта принадлежат допустимым диапазонам 
(23). Таким образом, результаты эксперимен-
тов 5—7 подтвердили теоретические выкладки 
и продемонстрировали эффективность разра-
ботанного подхода.

Заключение

В работе предложены методы, пригодные 
для практической реализации в системе управ-
ления ходовой тележкой мостового крана. Для 
их применения не требуется идентификация 
неизвестных параметров и внешних возмуще-
ний, что снижает вычислительную сложность. 
Кроме того, предложенные методы обеспечи-
вают выполнение проектных ограничений на 
переменные состояния и высокое качество ре-
гулирования, когда неопределенности изменя-
ются в допустимых пределах.

По сравнению с известными решениями 
разработанный метод синтеза сигмовидных 
локальных связей может быть применен к бо-
лее широкому классу систем для обеспечения 
инвариантности по отношению к негладким 
и несогласованным возмущениям. Получен-
ные результаты могут быть распространены на 
объекты управления более высокого порядка.
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Abstract
The control plant is a trolley of a single-girder overhead crane designed to move a suspended payload along the span. Fea-

tures of the plant: one  control with two degrees of freedom, the uncertainty of mass-inertial characteristics, and the action of 
non-smooth uncontrolled disturbances. We consider the reduced dynamics of the DC motor in the mathematical model, where 
the power supply voltage of the armature circuit is a control. Here, parametric and external disturbances affecting the mechanical 
subsystem become unmatched (i.e., they act through different channels with control) and cannot be directly compensated. This 
paper considers two main problems, each of which uses S-shaped smooth sigmoid functions with saturation. The first problem is 
to design the trajectory of the trolley considering the design constraints on its velocity and acceleration. Tracking such a trajectory 
should ensure the smooth transfer of the payload in a given time and the damping of its oscillations. For this purpose, a reference 
trajectory has been developed in the form of the sum of a sigmoid function and an integral of the swing angle. The proposed 
solution is not inferior in the efficiency to existing analogs, while its implementation requires less computational costs. The second 
problem is to develop a robust tracking system. For this purpose, a procedure for block synthesis of discontinuous true control and 
sigmoid fictitious controls (local feedbacks) has been developed. The latter are smooth analogs of discontinuous control and make 
it possible to suppress unmatched disturbances with a given accuracy without identifying them. In contrast to standard linear local 
feedbacks, the boundness of sigmoid fictitious controls does not lead to a large overshoot of state variables, which is critical in the 
presence of design constraints. In addition, such fictitious controls are implemented in mechanical plants and do not contribute 
to the wear of the actuator, which inevitably occurs when discontinuous fictitious controls are used. We presented the results 
of numerical simulation and carried out a comparative analysis of closed-loop systems with various fictitious controls: linear, 
discontinuous, and sigmoid. The results of the numerical simulation demonstrated the effectiveness of the developed approach.

Keywords: overhead crane trolley, unmatched disturbances, parametric uncertainty, state constraints, robust control, 
sigmoid function
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