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Статья посвящена проблеме синтеза наблюдателей переменных состояния для линейных стационарных объектов, 
функционирующих в условиях шумов или возмущений в канале измерения. Рассматривается полностью наблюдаемый 
линейный стационарный объект с известными параметрами. Допускается, что переменные состояния не измеряют-
ся, а измеряемая выходная переменная содержит малый по амплитуде (в общем случае по модулю меньше единицы) 
аддитивный шум или возмущение. Также предполагается, что относительно возмущения или шума в канале изме-
рения не имеется никакой априорной информации (например, частотный спектр, ковариация и прочее). Хорошо из-
вестно, что для данного типа объектов получено большое число методов синтеза наблюдателей, включая прекрасно 
зарекомендовавший себя на практике фильтр Калмана. При условии полной наблюдаемости и наличия некоторой 
априорной информации о случайном процессе (что характерно для случая, когда возмущение в канале измерения мо-
жет быть представлено в виде белого шума) подходы, основанные на калмановской фильтрации, демонстрируют вы-
сочайшее качество сходимости оценок переменных состояния к истинным значениям. Не оспаривая многочисленные 
результаты, полученные с использованием фильтра Калмана, в данной работе рассматривается альтернативная 
идея построения наблюдателя переменных состояния. Альтернативность нового подхода, прежде всего, связана 
с тем, что отпадает необходимость использования привычных подходов, базирующихся на наблюдателе Люенберге-
ра. В работе предлагается подход, основанный на оценке неизвестных параметров (в данном случае неизвестного век-
тора начальных условий переменных состояния объекта) некоторой линейной регрессионной модели. В рамках  пред-
лагаемого метода после несложного преобразования осуществляется переход от динамической системы к линейной 
регрессионной модели с неизвестными постоянными параметрами, содержащей шум или возмущающее воздействие. 
Далее предлагается новая нелинейная параметризация исходной регрессионной модели, обеспечивающая уменьшение 
влияния шума и синтез алгоритма идентификации неизвестных постоянных параметров с использованием процедуры 
динамического расширения регрессора и смешивания. В статье представлены результаты компьютерного моделиро-
вания, иллюстрирующие достижение заявленных теоретических результатов.
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Синтез адаптивного наблюдателя переменных состояния
для линейного стационарного объекта при наличии шумов измерений*

блюдателей для линейных стационарных ди-
намических систем при отсутствии возмуще-
ний, а также работы Рудольфа Калмана (см., 
например, [2]), в которых рассматривалась ли-
нейная динамическая система, подверженная 
воздействию возмущающего воздействия типа 
"белый шум". В настоящее время разработаны 
конструктивные процедуры синтеза наблюда-
ющих устройств как полной, так и понижен-
ной размерности для линейных стационарных 
динамических систем, не подверженных влия-
нию возмущения, которые могут быть найде-
ны как в научной, так и учебной литературе по 

Введение

Задача  синтеза алгоритмов оценки векто-
ра состояния динамической системы рассма-
тривалась многими авторами на протяжении 
многих десятилетий. К основополагающим 
работам в области построений наблюдателей 
можно отнести работу Давида Люенбергера 
[1] в которой рассмотрен вопрос синтеза на-

*Статья подготовлена при финансовой поддержке Ми-
нистерства науки и высшего образования Российской Феде-
рации, грант 2019-0898.
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теории автоматического управления (см., на-
пример, работы [3—8]).

Несмотря на то, что проблема синтеза на-
блюдателей переменных состояния является 
хорошо изученной, она остается актуальной и 
в настоящее время, причем как для нелиней-
ных, так и для линейных объектов. Задачи 
синтеза наблюдателей возникают в различных 
областях теории и практики автоматического 
управления, например для линейных объектов 
с запаздыванием [9], в системах детектирования 
отказов [10], нестационарных системах [11] и др.

В данной статье предлагается новый аль-
тернативный классическим решениям подход 
к синтезу наблюдателя вектора переменных со-
стояния линейной стационарной системы при 
наличии шумов и возмущений в канале измере-
ния. Данный подход базируется на параметри-
ческой идентификации неизвестного вектора 
начальных условий переменных состояния объ-
екта управления [12, 13] и методе динамического 
расширения регрессора и смешивания [14—16].

Постановка задачи

Рассматривается линейная стационарная 
динамическая система вида

 = +� ;ux Ax B  (1)

 = + δт ,y C x  (2)

где x ∈ Rn — неизмеряемый вектор состояния;
y ∈ R1 — выходная переменная, доступная из-
мерению, подверженная воздействию некото-
рого внешнего воздействия δ ∈ R1 — неизвест-
ного, ограниченного возмущения; u ∈ R1 — 
сигнал управления; A — матрица состояния,
B и C — векторы входа и выхода соответствую-
щей размерности.

Допущение 1. В соответствии со стандартным 
подходом в теории наблюдателей траектории 
входа и состояния системы (1), (2) полагаются 
ограниченными для ограниченного входа.

Требуется синтезировать наблюдатель, обе-
спечивающий сходимость оценок переменных 
состояния в область истинных значений, т. е. 
выполнение неравенства вида

 � ,l m( )i ii i
t

x x
→∞

− εm  (3)

где εi > 0 — некоторое малое число, i = 1...n.

Хорошо известно, что для оценки состоя-
ния динамической системы вида (1), (2) при 
отсутствии возмущения может быть использо-
ван наблюдатель полного порядка [3—8], ко-
торый основан на результатах работы [1]. При 
синтезе наблюдателя рассматривается диффе-
ренциальное уравнение вида

 � � �= + + − т
.

( ),u yx x xA B L C  (4)

где �x  — оценка вектора состояния x; L — мат-
рица обратных связей (или усиления [5]) на-
блюдателя.

Задача синтеза наблюдателя вида (4) может 
быть решена только в том случае, если система 
полностью наблюдаема (восстанавливаема [7]), 
или для объекта (1) пара {A, C} должна быть 
полностью наблюдаема (восстанавливаема), 
что, в свою очередь, означает существование 
мат рицы L, обеспечивающей асимптотическую 
сходимость �x  к x (см., например, [7]).

Однако при наличии шума в измерении 
наиболее распространенным и оптимальным 
решением является фильтр Калмана—Бьюси 
[6, 7].

Основной результат

В данной работе предлагается алгоритм 
оценки вектора состояния линейной непре-
рывной системы вида (1), (2), основанный на 
применении подхода к синтезу наблюдателей, 
базирующегося на оценке параметров (GPEBO, 
generalized parameter estimation based observer [12]) 
и динамическом расширении и смешивании 
регрессора (DREM, dynamic regressor extension 
and mixing [14—16]).

В соответствии с обобщенным подходом 
к синтезу наблюдателей, основанном на оцен-
ке параметров [12], введем в рассмотрение ди-
намическую систему вида

 = +� uA Bx x  (5)

и модель ошибки

 = − .e x x  (6)

Для производной функции ошибки (6) имеем

 = + − ξ − =� � ,u ue Ax B A B Ae
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решение для уравнения ошибки находится 
в виде

 ×= =( ) ( ) (0), (0) ,n nt te e IF F  (7)

где I — единичная матрица.
Подставляя выражение (7) в уравнение (6), 

получаем

 = + ,x x Fq

где q = e(0). Таким образом очевидно, что для 
вывода оценки вектора состояния динамиче-
ской системы (1) необходимо получить оценки 
неизвестных начальных условий q = e(0). При 
наличии оценок начальных условий оценка 
вектора состояния может быть записана в виде

 � �= + � ,x x Fq  (8)

где �x  и �q  — оценки вектора состояния и на-
чальных условий динамической системы (1), 
(2) соответственно.

Умножая слева уравнение x = x + Fq на Cт 
и подставляя выражение (2), имеем линейное 
регрессионное уравнение вида

 z = fq + δ, (9)

где z = y – Cтx и f = CтF.
Таким образом, задача оценки вектора состо-

яния исходной линейной динамической систе-
мы вида (1), (2) сводится к идентификации неиз-
вестных параметров линейного регрессионного 
уравнения (см., например, работы [17, 18]).

Для реализации алгоритма оценки неиз-
вестных параметров q на первом шаге при-
меним алгоритм динамического расширения 
регрессора и смешивания [14—16], в соответ-
ствии с которым к линейному регрессионному 
уравнению (9) применяется n – 1 линейных, 
L∞-устойчивых операторов Hi(), i = 1, ..., n – 1. 
В качестве таких операторов можно использо-
вать, например, апериодическое звено или зве-
но запаздывания.

Таким образом, после применения операто-
ра Hi() уравнение (9) может быть переписано 
в виде

 = + ,z fq d

где 
−

= …
1 1

col , ,( , ),
nf fz z zz  

−
= …

1 1

т [ ]
nf ff f f f  и 

1 1

т [ ].
nf f −

= δ δ …δd

Далее из последнего уравнения может быть 
получено n скалярных регрессоров вида

 1,= ϕ +m q d  (10)

где = adj( ) ,m zf  ϕ = φdet( )  и =1 adj( ) .d f d
Допущение 2. Неизвестный вектор 1d  такой, 

что выполняются неравенства вида

 < = …1| | 1, 1 .
i

i nd

Применим к уравнению (10) линейный 

фильтр вида 
+

,
k

p k
 где k > 0, тогда имеем

 m = jq + d1, (11)

где =
+

,
k

p k
m m  =

+
k

p k
j j  и =

+1 1.
k

p k
d d

Рассмотрим нелинейное преобразование 
координат вида

 g = e m. (12)

Здесь и далее e — основание натурального 
логарифма.

Так как уравнение (11) представляет собой 
n скалярных регрессоров, то рассматривается 
процедура идентификации каждого неизвест-
ного параметра θi, i = 1, ..., n, независимо друг 
от друга:

 
ϕ θ +δ= = 1 .i ii im

ig e e  (13)

Здесь и далее e — основание натурального 
логарифма.

Разложим функцию δ1i
 в ряд Тейлора:

 
δ

δ = + δ + +…
2
1

1 11 .
2

i

i i
 (14)

В соответствии с предположением относи-
тельно функции δ1i

 из разложения рассмо-
трим только первые три члена, сумма которых 
дает значение функции, близкое к ее реально-
му значению.

Тогда (13) можно переписать в виде

 ϕ θ
⎛ ⎞δ
⎜ ⎟= + δ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
1

1 2
.1 i i i

iig e  (15)
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Рассмотрим производную от функции (15):

 
δ + δ δ

= ϕ θ +
δ

+ δ +

� �
� � 1 1 1

2
1

1 2

.

1

i i i

i

i

i i i i ig g g

Выполнив ряд преобразований, для послед-
него выражения имеем

 

δ
+ δ + =

δ
= ϕ θ + ϕ θ + δ + δ

� � �

�� �

2
1

1

2
1

1 1

2

2
.

i

i

i

i i

i i i

i i i i i i i i i

g g g

g g g g m

 (16)

Учитывая, что δ = − ϕ θ1i i i im  и δ = − ϕ θ� � �1 ,
i i i im  

после их подстановки в (16) и проведения пре-
образований можно получить линейное ре-
грессионное уравнение вида

 = т ,i iV y Q  (17)

где

 2 ;0,5i i i i i i i i i i ig m g m g g m m g mς = + + − −� � � � �

 [ ]= ψ ψ ψ1 2 3 ;т
iy

2
1 ;0,5i i i i i i i i i i i i i i ig m g g g m m g gψ = ϕ + ϕ + ϕ − ϕ + ϕ − ϕ� � �� � �  

 2
2 ;0,5 i i i i i ig m gψ = − ϕ − ϕ ϕ� �  2

3 ;0,5 i i igψ = ϕ ϕ�

 = θ θ θ2 3( ).col i i iQ

Производные функций ϕi и mi могут быть по-
лучены из фильтров, примененных в (11).

Оценку неизвестных параметров θi, θ
2
i  и θ3

i  
регрессионного уравнения (17) можно выпол-
нить, используя, например, технологию дина-
мического расширения регрессора и смешива-
ния [14—16].

Результаты моделирования

В качестве примера работоспособности пред-
ложенного алгоритма рассматривается динами-
ческая система вида (1), (2) второго порядка со 
следующими параметрами:

 
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 1 0 5
, , , 1( ),

9 0 1 0
u tA B C

начальные условия 
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

1
(0) ,

2
x  возмущающее 

воздействие δ = 0,3sint.

Для сравнительного анализа проведено мо-
делирование различных схем оценки вектора 
состояния: классической схемы наблюдателя 
полного порядка и наблюдателя вида (8) для 
различных схем оценки вектора неизвестных 
параметров.

Для наблюдателя полной размерности в ка-
честве вектора обратных связей выбран вектор 

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦

2
.

3, 2
L

В качестве начальных условий модели (5) 

был выбран вектор 
0

(0) .
0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

x

В процедуре динамического расширения ре-
грессора и смешивания для перехода к модели 

(10) использовали фильтр/оператор вида 
+
1

.
1p

В качестве линейного оператора, применен-

ного в (11), использовали фильтр вида 
+
1

.
1p

Оценка неизвестных параметров модели (10) 
может быть выполнена, например, на базе гра-
диентного наблюдателя вида

 � �= −γ −
.

( ).mq j jq

При моделировании данной схемы был ис-
пользован коэффициент адаптации γ = 1.

Для идентификации параметров модели (17) 
применяли схему динамического расширения 
регрессора и смешивания, в которой в качестве 
L∞-операторов использовали апериодические 

звенья =
+1
2

( )
2

H p
p

 и =
+2
6

( ) ,
6

H p
p

 а также 

коэффициенты адаптации γ = 1011 при оценке 
параметра θ1 и γ = 1013 при оценке параметра θ2.

Результаты моделирования показаны на 
рис. 1—4.

На рис. 1 и 2 приведены результаты оценки 
неизвестных постоянных параметров для ре-
грессионной модели (10) с использованием гра-
диентного алгоритма оценки, а также результа-
ты работы предложенного алгоритма. Как вид-
но из рис. 1, 2, при сравнимом быстродействии 
алгоритмов подход, предложенный в данной 
работе, демонстрирует более высокую точность 
оценки неизвестных постоянных параметров.

На рис. 3 и 4 представлены результаты моде-
лирования ошибки оценки неизвестного век-
тора состояния для трех алгори тмов оценки: 
для наблюдателя полной размерности, для ал-
горитма (8) в случае, когда оценка неизвестных 
постоянных параметров проводится с исполь-
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зованием градиентного алгоритма оценки, 
примененного непосредственно к линейной 
регрессионной модели вида (10), а также для 
алгоритма (8) при использовании алгоритма 
оценки неизвестных постоянных параметров, 
предложенного в данной работе.

Заключение

В работе предложен новый подход к син-
тезу наблюдателя переменных состояния для 
линейных стационарных систем в условиях 
шумов измерений. Результат базируется на ис-
пользовании подхода к синтезу наблюдателей, 
основанного на оценке неизвестных параме-
тров и динамическом расширении и смешива-

нии регрессора. Результаты численного моде-
лирования подтверждают работоспособность 
предложенного подхода.

В качестве перспектив дальнейшего разви-
тия предлагаемого подхода видится примене-
ние его к линейным нестационарным систе-
мам и объектам с неизвестными параметрами.

Рис. 2. Переходной процесс оценки неизвестного параметра 
�

2q , схема 1 — использование градиен тного алгоритма оцен-
ки для модели (10), схема 2 — использование подхода, пред-
ложенного в данной работе
Fig. 2. Transients оf the unknown parameter �2q  estimate, scheme 
1 — with the use of observer for model (10), scheme 2 — with th e 
use of approach proposed in this paper

Рис. 1. Переходной процесс оценки неизвестного параметра 
�
1q , схема 1 — использование градиентного алгоритма оценки 

для модели (10), схема 2 — использование подхода, предло-
женного в данной работе
Fig. 1. Transients оf the unknown parameter �1q  estimate, scheme 
1 — with the use of gradient observer for model (10), scheme 2 — 
with the use of approach proposed in this paper

Рис. 4. Переходные процессы по ошибке оценивания перемен-
ной x2 ( �22 2= –e x x ) для различных схем оценки (схема 1 — 
оценка с помощью наблюдателя полной размерности, схема 
2 — оценка с помощью уравнения (8) с идентификацией неиз-
вестных параметров градиентным методом, схема 3 — оценка 
с помощью уравнения (8) с идентификацией неизвестных па-
раметров на основе подхода, предложенного в данной работе
Fig. 4. Transients of estimation error for variable x2 ( �22 2= –e x x )
for different estimation cases (scheme 1 — with the use of full 
order observer, scheme 2 — with the use of equation (8) and un-
known parameter estimation by gradient observer, scheme 3 — 
with the use of equation (8) and unknown parameter estimation by 
approach proposed in this paper

Рис. 3. Переходные процессы по ошибке оценивания перемен-
ной x1 ( �11 1= –e x x ) для различных схем оценки (схема 1 — 
оценка с помощью наблюдателя полной размерности, схема 
2 — оценка с помощью уравнения (8) с идентификацией неиз-
вестных параметров градиентным методом, схема 3 — оценка 
с помощью уравнения (8) с идентификацией неизвестных па-
раметров на основе подхода, предложенного в данной работе
Fig. 3. Transients of estimation error for variable x1 ( �11 1= –e x x )
for different estimation cases (scheme 1 — estimation using full 
order observer, scheme 2 — estimation using equation (8) and 
unknown parameter estimation by gradient observer, scheme 3 — 
estimation using equation (8) and unknown parameter estimation 
by approach proposed in this paper
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Abstract

The paper is devoted to the problem of state variables observers synthesis for linear stationary system operating under 
condition of noise or disturbances in the measurement channel. The paper considers a completely observable linear sta-
tionary system with known parameters. It is assumed that the state variables are not measured, and the measured output 
variable contains a small amplitude (in general, modulo less than one) additive noise or disturbance. It is also assumed 
that there is no a priori information about the disturbance or noise in the measurement channel (for example, frequency 
spectrum, covariance, etc.). It is well known that many observer synthesis methods have been obtained for this type of 
systems, including the Kalman filter, which has proven itself in practice. Under the condition of complete observability and 
the presence of some a priori information about a random process (which is typical for the case when a disturbance in the 
measurement channel can be represented as white noise), approaches based on Kalman filtering demonstrate the highest 
quality estimates of state variables convergence to true values. Without disputing the numerous results obtained using the 
application of the Kalman filter, an alternative idea of the state variables observer constructing is considered in this paper. 
The alternative of the new approach is primarily due to the fact that there is no need to use the usual approaches based on 
the Luenberger observer. The paper proposes an approach based on the estimation of unknown parameters (in this case, an 
unknown vector of initial conditions of the plant state variables) of a linear regression model. Within the framework of the 
proposed method, after a simple transformation, a transition is made from a dynamic system to a linear regression model 
with unknown constant parameters containing noise or disturbing effects. After that, a new nonlinear parametrization of the 
original regression model and an algorithm for identifying unknown constant parameters using the procedure of dynamic 
expansion of the regressor and mixing are proposed which ensure reduction the influence of noise. The article presents the 
results of computer simulations verifying the stated theoretical results.

Keywords: adaptive observer, linear regression model, parameter estimation, linear systems
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