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Модели упpавления относительным движением двух сухопутных 
тpанспоpтных единиц в задаче следования за лидеpом

Введение

Оäной из pаспpостpаненных пpи÷ин äоpожно-
тpанспоpтных пpоисøествий явëяется неспособ-
ностü тpанспоpтноãо сpеäства, äвижущеãося в тpанс-
поpтноì потоке, своевpеìенно у÷естü изìенения
скоpости и pежиìа pаботы äвиãатеëüно-тоpìозной
систеìы впеpеäи иäущеãо у÷астника äвижения.
Пpи этоì ответственностü за отсутствие стоëкно-
вений возëаãается на позаäи иäущеãо [1]. По сути
(äе-факто), уже изëоженноãо äостато÷но äëя актуа-
ëизаöии иссëеäований по упpавëениþ пpоäоëüныì
äвижениеì с коне÷ной öеëüþ созäания ìатеìати÷е-
ской, инфоpìаöионной и техни÷еской пëатфоpì,
обеспе÷иваþщих pеøение пpобëеìы активной
безопасности äвижения на сухопутных тpанспоpт-
ных ìаãистpаëях. Вìесте с теì, äëя поëноты пpеä-
ставëения пpобëеìы сëеäует указатü еще на оäин
аспект актуаëüности пpеäëаãаеìоãо иссëеäования,
котоpый связан уже с öеëевой оpãанизаöией ãpуп-
повоãо (коëëективноãо) äвижения, коãäа pе÷ü иäет
о систеìах экоëоãи÷ескоãо ìонитоpинãа и оöенки
паpаìетpов физи÷еских поëей естественноãо и ис-
кусственноãо пpоисхожäения.
Настоящая pабота посвящена теоpетико-ìеха-

ни÷ескиì ìоäеëяì упpавëяеìоãо пpоäоëüноãо äви-
жения äвух тpанспоpтных еäиниö (ТЕ) — паpы
(звена) ТЕ — как пpостейøей систеìы коëëектив-
ноãо (ãpупповоãо) повеäения (äвижения), пониìа-
ние котоpоãо существенно необхоäиìо äëя посëе-

äуþщеãо анаëити÷ескоãо констpуиpования и ис-
сëеäования боëее сëожных составных систеì.
Гëавныì обpазоì, pабота оpиентиpована на соз-

äание и иссëеäование автоìати÷еских (pоботизиpо-
ванных) систеì коëëективноãо äвижения (повеäе-
ния); вìесте с теì, в ìоäеëях упpавëения äвижени-
еì выäеëен сеãìент, котоpый пpи необхоäиìости
(хотя бы по сообpаженияì поëноты ìетоäоëоãии)
ìожно интеpпpетиpоватü как pежиì "pу÷ноãо" (÷еëо-
векоì-пиëотоì) упpавëения, ÷то позвоëяет äаëее,
запоëняя пpостpанство ìежäу понятияìи "pу÷ной"
и "автоìати÷еский", обpащатüся к обpазаì поëуав-
тоìати÷ескоãо и коppектиpуеìоãо äвижений.

Модели упpавления и их исследование

На÷неì с ìоäеëи упpавëяеìоãо пpоäоëüноãо
äвижения базовоãо систеìообpазуþщеãо эëеìента
тpанспоpтноãо потока — отäеëüно взятой ТЕ,
пpеäставив ее в сëеäуþщеì виäе:

(1)

ãäе R — pасстояние, пpойäенное ТЕ; V — ëинейная
скоpостü äвижения ТЕ, V l 0; F, S — уäеëüные сиëы
(äаëее — сиëы), F — сиëа, созäаваеìая äвиãатеëüно-
тоpìозной систеìой ТЕ, и S — сиëа сопpотивëения
äвижениþ; A = 0,5kV 2 — сиëа аэpоäинаìи÷ескоãо
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 = V, R(0) = R0;

 = F – S – gv, V(0) = V0, S = A + Q;

 = –μ(F – ϕ(Vd) + γ(V – Vd) + T ), F (0) = F0,
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сопpотивëения [2], 0,5k — фактоp обтекаеìости,
k = 2cρσ, с — коэффиöиент ëобовоãо сопpотивëе-
ния, ρ —пëотностü возäуха, σ = αBH/m — ëобовая
уäеëüная пëощаäü ТЕ, α — коэффиöиент запоëне-
ния ëобовой пëощаäи, B и H — наибоëüøие øи-
pина и высота ТЕ, m — ìасса ТЕ; Q — сиëа сопpо-
тивëения ка÷ениþ, пpи÷еì Q = fg пpи V > 0, g — ус-
коpение свобоäноãо паäения, f — коэффиöиент
сопpотивëения ка÷ениþ; T — сиëа тоpìожения; gv —
пpоекöия ускоpения свобоäноãо паäения на на-
пpавëение äвижения, äаëее поëаãаеì gv = 0; Vd —
заäаваеìая скоpостü äвижения ТЕ, ϕ(Vd) — уäеëüная

сиëа, pеаëизуþщая заäаваеìое äвижение; μ = τ–1,
τ — постоянная вpеìени pеаëизаöии сиëы F; γ —
коэффиöиент обpатной связи, поääеpживаþщей
pежиì заäанноãо äвижения. Зна÷ение τ зависит от
тоãо, какиì обpазоì осуществëяется упpавëение
ТЕ — в pежиìе так называеìоãо pу÷ноãо упpавëе-
ния (пиëотоì) иëи в автоìати÷ескоì pежиìе (сëу-
÷ай pоботизиpованной ТЕ). Пpи пиëотноì упpав-
ëении веpоятностü тоãо, ÷то у пиëота τp m 0,07 с,
÷pезвы÷айно ìаëа; пpи÷еì τp явëяется показате-
ëеì, описываþщиì ìотоpику ÷еëовека; у pоботи-
зиpованных ТЕ τ = τa — техни÷еский паpаìетp, и,
вообще ãовоpя, возìожны зна÷ения τa < 0,07 и
τa > 0,07. Даëее пpиìеì τp = τ* = 0,07 за кpити÷е-
ское зна÷ение пpи пиëотноì упpавëении и, соот-
ветственно, обозна÷иì (τ*)–1 = μ*.
Заìетиì, ÷то в настоящей pаботе пpинято зна÷е-

ние μ = const, хотя μ, вообще ãовоpя, ìожет бытü не-
котоpой функöией вpеìени, напpиìеp, ступен÷атой.
Тепеpü обpатиì вниìание на сëеäуþщее. Мо-

äеëü (1) коppектна с ìоìента вpеìени, пpиниìае-
ìоãо за t = 0, на÷иная с котоpоãо V > 0, и еìу пpи
изна÷аëüно непоäвижной ТЕ пpеäøествует отpе-
зок вpеìени äëитеëüностüþ Δt, на котоpоì сиëа F
ìеняется от зна÷ения F* < Q äо зна÷ения F = F0 = Q.
Пpиниìая γ = 0, Vd = const > 0 (пpи этоì ϕ(Vd) =

= k +Q), нахоäиì F0 = F *e–μΔt+ϕ(Vd)(1–e–μΔt) =Q

и, соответственно, Δt = (ln(k  + Q – F*) – ln(k ))/μ.

Как виäиì, изëоженное äоопpеäеëяет сиëу как
Q = F (θ), Δt l θ l 0. Такиì обpазоì, по сути, сиëа
сопpотивëения ка÷ениþ отожäествëяется с неко-
тоpой сиëой сухоãо тpения; оäновpеìенно с этиì
в ìоäеëи (1) äоопpеäеëяþтся возìожные зна÷е-
ния F0, а иìенно, F0 l Q.
Систеìу уpавнений (1) назовеì моделью оpди-

наpного упpавляемого движения ТЕ. Иссëеäуеì
устой÷ивостü такоãо äвижения с заäанной скоpо-
стüþ Vd, äëя ÷еãо обpатиìся к ìетоäоëоãии уpав-
нений "пеpвоãо пpибëижения" А. М. Ляпунова [3].
В пpеäпоëожении, ÷то T и Q не зависят от V, эти
уpавнения, соãëасно (1), иìеþт виä

(2)

ãäе δV и δF — пеpвые ваpиаöии пеpеìенных со-

стояния, S ′ = S ′(Vd) = , V = Vd; о÷евиäно, S ′ > 0.

Пустü Vd = const. Необхоäиìые и äостато÷ные
усëовия асиìптоти÷еской устой÷ивости систеìы (2),
соãëасно кpитеpиþ Pауса—Гуpвиöа [4], пpини-
ìаþт виä S ′ + μ > 0, (S ′ + μ)(S ′ + γ)μ > 0.
Тоãäа, у÷итывая, ÷то S ′ > 0 в сиëу оäнонапpав-

ëенности äвижения, а μ > 0 в сиëу о÷евиäных фи-
зи÷еских пpеäставëений об инеpтности пpоöесса
pеаëизаöии сиëы F, поëу÷аеì обëастü опpеäеëения
паpаìетpа γ: γ > –S ′. Заìетиì, ÷то этой обëасти
пpинаäëежит и зна÷ение γ = 0 — сëу÷ай отсутствия
обpатной связи по скоpости. Вìесте с теì, ввиäу
опpеäеëенной фатаëüности зна÷ений S и μ иìенно
наëи÷ие обpатной связи по скоpости обеспе÷ивает
возìожностü pеаëизаöии жеëаеìоãо состояния коì-
фоpтности äвижения — äвижения без ãаpìони÷е-
ских коëебаний пеpеìенных состояния. В опpеäе-
ëенноì сìысëе γ иãpает, такиì обpазоì, pоëü ко-
эффиöиента коìфоpтности. В посëеäнеì нетpуäно
убеäитüся, pеøив соответствуþщее (2) хаpактеpи-
сти÷еское уpавнение. Сëеäует заìетитü, ÷то, ãовоpя
о коìфоpтности äвижения, ìы пониìаеì ее ис-
кëþ÷итеëüно пpи анаëизе ëинейноãо пpибëижения
ìоäеëи, а не в pаìках исхоäных пpеäставëений
о ìоäеëи äвижения как неëинейной.
Пустü тепеpü Vd = Vd(t). В этоì сëу÷ае обpатиì-

ся к äостато÷но общеìу ìетоäу иссëеäования пpо-
бëеìы устой÷ивости — ìетоäу функöий Ляпунова.
В ка÷естве функöии Ляпунова возüìеì поëожи-
теëüно опpеäеëеннуþ кваäpати÷нуþ фоpìу L =
= q1δV

2 + q2δF
2, ãäе q1 и q2 — пpоизвоëüные поëо-

житеëüные константы. Тоãäа нетpуäно убеäитüся,
÷то  < 0, т. е. иссëеäуеìая систеìа с äостато÷но-
стüþ асиìптоти÷ески устой÷ива, есëи выпоëняþтся
сëеäуþщие усëовия: S ′q1 > 0, μq2 > 0, q2μγ – q1 = 0,
пpи÷еì пеpвые äва из них выпоëняþтся автоìати-
÷ески, а из посëеäнеãо в сиëу свобоäы выбоpа зна-
÷ений q1 и q2, по сути, сëеäует опpеäеëение обëасти
äопустиìых зна÷ений паpаìетpа обpатной связи,
т. е. γ l 0.
Гëавный вывоä, сëеäуþщий из изëоженноãо ана-

ëиза оpäинаpноãо äвижения ТЕ, состоит, такиì
обpазоì, в тоì, ÷то пpи зна÷ениях γ l 0 не пpоис-
хоäит сpыва поääеpжания заäанной скоpости ТЕ
пpи сìене pежиìа Vd = const на pежиì Vd = Vd(t)
и обpатно.
Пеpейäеì тепеpü к основной теìе, обсужäаеìой

в настоящей статüе, — ìоäеëяì и анаëизу упpавëяе-
ìоãо äвижения паpы (звена) ТЕ с коне÷ной öеëüþ
оöенитü возìожности поääеpжания заäанной äис-
танöии ìежäу ТЕ, обеспе÷иваþщей такой уpовенü
безопасности äвижения с заäанной скоpостüþ Vd,
пpи котоpоì искëþ÷ается наезä веäоìой ТЕ (ТЕ2)
на веäущуþ (ТЕ1 — ëиäеp в звене).
Поëаãая, ÷то äвижение кажäой ТЕ уäовëетво-

pяет систеìе уpавнений (1), и обозна÷ая инäексаìи

i =  соответствуþщие ТЕ1 и ТЕ2 пеpеìенные

Vd
2

Vd
2 Vd

2

δV = δF – SδV, δV(0) = δV0,
δF = –μδF – μγδV, δF (0) = δF0,

δS
δV
-----

L·

1 2,
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состояния (R, V, F) и паpаìетpы, запиøеì уpавне-
ния относитеëüноãо äвижения ТЕ, а иìенно:

(3)

ãäе tm — ìоìент вpеìени на÷аëа ìонитоpинãа отно-
ситеëüноãо äвижения; r = R1 – R2 – d0, v = V1 – V2,
d0 — äинаìи÷ески поääеpживаеìое зна÷ение заäан-
ной äистанöии ìежäу ТЕ. Как виäно из (1), упpав-
ëение относитеëüныì äвижениеì возìожно путеì
фоpìиpования кажäой из сиë F1 иëи F2, пpи этоì
оäин из объектов (в äанноì сëу÷ае — ТЕ1 иëи ТЕ2)
выпоëняет оpäинаpное äвижение, иëи путеì оäно-
вpеìенноãо фоpìиpования сиë F1 и F2 с оäинако-
выìи иëи отëи÷аþщиìися схеìаìи обpатных связей
по пеpеìенныì r и v, текущие зна÷ения котоpых
äоставëяþтся изìеpитеëяìи. В ка÷естве посëеäних
ìоãут выступатü как изìеpитеëи ëокаöионноãо типа
(опти÷еские, pаäио- и акусти÷еские), так и навиãа-
öионные спутниковые систеìы (НСС), напpиìеp
ГЛОНАСС. Испоëüзование НСС пpеäставëяется
наибоëее пеpспективныì в сиëу высокой степени
унификаöии как ìетоäа поëу÷ения навиãаöионной
инфоpìаöии, так и техни÷еских сpеäств. Пустü оp-
äинаpное äвижение выпоëняет ТЕ1. Тоãäа pежиì
заäанноãо äвижения звена буäет поääеpживатüся
äвижениеì ТЕ2 с поìощüþ упpавëяþщей сиëы F2,
а иìенно

 = –μ2(F2 – ϕ2(Vd) – γ2v – β2 – T2), (4)

ãäе γ2 и β2 — коэффиöиенты обpатной связи. Пpи-
ìеì T2 = 0.
Устой÷ивостü относитеëüноãо äвижения (v = 0,

r = 0) иссëеäуеì путеì анаëиза уpавнений пеpвоãо
пpибëижения:

(5)

ãäе  = .

Поëаãая Vd = const > 0, запиøеì хаpактеpисти-
÷еское уpавнение äëя систеìы (5):

a0λ3 + a1λ2 + a2λ + a3 = 0, (6)

ãäе a0 = 1, a1 = μ2 – , a2 = μ2(γ2 – ), a3 = μ2β2.

Соãëасно кpитеpиþ Pауса—Гуpвиöа, äëя тоãо ÷тобы
все коpни äействитеëüноãо уpавнения (6) иìеëи от-
pиöатеëüные äействитеëüные ÷асти, необхоäиìо и
äостато÷но, ÷тобы выпоëняëисü неpавенства

C0 = a0 > 0, C1 = a1 = μ2 –  > 0,

C2 = a1a2 – a3a0 = μ2((μ2 – )(γ2 – ) + β2) > 0, 

C3 = μ2β2C2 > 0. (7)

По сути, неpавенства (7) описываþт обëастü зна-
÷ений паpаìетpов μ2, β2 и γ2, обусëовëиваþщих
асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü упpавëяеìоãо (со
стоpоны ТЕ2) относитеëüноãо äвижения. Пеpепи-
øеì (7) в боëее явной фоpìе:

μ2 > , β2 > 0, γ2 >  – . (8)

Из неpавенств (8) наибоëее интеpесныì äëя ин-
теpпpетаöии явëяется пеpвое, т. е. μ2 > , иëи
μ2 > kVd, котоpое выпоëняется, в ÷еì нетpуäно
убеäитüся, äëя всех виäов автотpанспоpта, за ис-
кëþ÷ениеì, возìожно, pяäа ëеãких скоpостных
ìоäеëей.
Поìеняеì тепеpü pоëяìи ТЕ1 и ТЕ2, т. е. пустü

оpäинаpное äвижение выпоëняет ТЕ2, а упpавëе-
ние относитеëüныì äвижениеì осуществëяется со
стоpоны впеpеäи иäущей ТЕ1 с поìощüþ сиëы F1:

F1 = –μ1(F1 – ϕ1(Vd) + γ1δV + β1(r – r0) – T1), (9)

ãäе поëаãаеì T1 = 0.

Повтоpяя pанее выпоëненнуþ пpоöеäуpу анаëиза
устой÷ивости относитеëüноãо äвижения в новой
ситуаöии, пpихоäиì к сëеäуþщиì необхоäиìыì и
äостато÷ныì усëовияì асиìптоти÷еской устой÷иво-
сти: C1 = μ1 +  > 0, C2 = μ1((μ1 + )(γ1 + ) –

– β1) > 0, C3 = μ1β1, C2 > 0, иëи

(10)

У÷итывая, ÷то  > 0 и τ1 > 0, еäинственно äо-
пустиìое опpеäеëение обëасти зна÷ений μ1 — это
μ1 > 0, из ÷еãо, в своþ о÷еpеäü, сëеäует тот факт,
÷то, в отëи÷ие (и это существенное отëи÷ие) от
пpеäыäущей ситуаöии (с упpавëяþщей сиëой F2),
в pассìатpиваеìой ситуаöии выбоp pежиìа упpав-
ëения (пиëотноãо иëи автоìати÷ескоãо) впоëне
пpоизвоëен, так как не зависит от зна÷ения вы-
бpанной скоpости äвижения звена Vd.

Pанее, пpи обсужäении оpäинаpноãо äвижения
ТЕ, быëо ввеäено понятие еãо коìфоpтности.
Тpансëиpуя это понятие на относитеëüное äвижение,
поääеpживаеìое äвуìя изëоженныìи способаìи
оpãанизаöии обpатной связи, потpебуеì, ÷тобы все
коpни соответствуþщих куби÷ных хаpактеpисти-
÷еских уpавнений быëи äействитеëüныìи отpиöа-
теëüныìи, ÷то эквиваëентно тpебованиþ обнуëе-
ния ìниìых ÷астей коpней в pеøениях Каpäано.
Выпоëняя посëеäнее, пpихоäиì к уpавнениþ от-
носитеëüно коэффиöиента a3:

 + 2 a3 +  = 0, (11)

 = v, r(tm) = rm,

 = F1 – S1 – F2 + S2, V(tm) = Vm,

r·

v·

F· 2

δ  = δv, δr(tm) = δr0,

δ  = δF2 + δν, δν(tm) = δr0,

δ  = –μ2(δF2 – γ2δV – β2(δr)), δF2(0) = δF2,

r·

v· S2′

F· 2

S2′
S2∂
V∂

------
V Vd=

S2′ S2′

S2′

S2′ S2′

S2′ S2′
β2

μ2 S2′–
---------------

S2′

S1′ S1′ S1′

μ1 > – ,

γ1 > –  + , 

β1 > 0.

S1′

S1′
β1

μ1 S1′+
---------------

S1′

a3
2 2a1

2 9a1a2–

27
-----------------------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

a2
2 4a2 a1

2
–

108
----------------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞
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котоpое, по существу, у÷итывая виä коэффиöиен-

тов ai, i = , явëяется уpавнениеì связи ìежäу
паpаìетpаìи кажäой отäеëüно взятой систеìы оp-
ãанизаöии относитеëüноãо äвижения.
Существенно, ÷то a3 > 0. Необхоäиìостü сохpа-

нения этоãо свойства накëаäывает оãpани÷ения на
коэффиöиенты уpавнения (11), вкëþ÷ая пеpвый,
pавный 1, а иìенно: знаки коэффиöиентов äоëжны
÷еpеäоватüся. Выпоëняя это усëовие, поëу÷аеì
систеìу äвух пpостых неpавенств:

a2 > , (12)

a2 > . (13)

Сpавнивая (12) и (13) ìежäу собой, пpихоäиì к
сëеäуþщеìу пpавиëу вывоäа, с ãаpантией обусëов-
ëиваþщеìу заявëенные выøе свойства коpней ку-
би÷ных уpавнений.
Пpавило.

Есëи a1 < 8/9,то a2 > 2a1/9;

есëи a1 > 8/9, то a2 > /4. (14)

Обсужäение (14) на÷неì с неpавенств a1 < 8/9 и
a1 > 8/9. Есëи упpавëяþщей сиëой явëяется F1, то

a1 = μ1 +  и неpавенство a1 < 8/9 тpансфоpìи-

pуется к виäу μ1 < 8/9 – ; у÷итывая, ÷то  — ве-

ëи÷ина ìаëая, нахоäиì, ÷то τ1 =  > 1,1 с, т. е.

стаëкиваеìся с ситуаöией о÷енü ìеäëенной функ-
öии F1(t). Допуская, ÷то äëя пиëота существуþт пpе-
äеëы возìожностей у÷астия в ãенеpаöии как быст-
pых, так и ìеäëенных пpоöессов, пpиìеì, ÷то пpи
еãо у÷астии хаpактеpное вpеìя пpоöесса F1(t) ха-

pактеpизуется зна÷ениеì τ1 = τp ∈ Ωp = ( , ), ãäе

 = 0,07 с и  = 1,1 с. Безусëовно, существуþт

анаëоãи÷ные оãpани÷ения и пpи автоìати÷ескоì
(беспиëотноì) упpавëении, такие ÷то τ1 = τa ∈ Ωa =

= ( , ). Пpиìеì, ÷то Ωp ∈ Ωa. Такиì обpазоì,

pежиì коìфоpтноãо относитеëüноãо äвижения
пpи ìаëых (Vd < 8/9k) абсоëþтных скоpостях звена
ТЕ ìожет осуществëятüся тоëüко пpи автоìати÷е-
скоì фоpìиpовании упpавëяþщей сиëы F1.

Pассужäая так же, как и выøе, о неpавенстве
а1 > 8/9 иëи μ1 +  > 8/9, ìожеì утвеpжäатü, ÷то

оно pеаëизуется как в пиëотноì, так и в беспиëот-
ноì ваpиантах упpавëения F1 äëя ëþбых зна÷ений

Vd > 0, есëи μ1 ∈ Ωμ = ( , ), ãäе  = (0,07)–4

и  = 8/9.

Пустü тепеpü иìеет ìесто сëу÷ай, коãäа упpав-
ëяþщей сиëой, поääеpживаþщей заäанное относи-
теëüное äвижение, явëяется F2. В этоì сëу÷ае, pас-

сìатpивая неpавенства μ2 –  <  и μ2 –  > ,

необхоäиìо у÷итыватü еще и усëовие μ2 –  > 0.

Тоãäа нетpуäно убеäитüся, ÷то äëя μ2 ∈ Ωμ всеãäа

существует Vd ∈ Ωv = (0, (  – )/k), так ÷то ука-

занные неpавенства ìоãут бытü pеаëизованы пpи
пиëотноì упpавëении (как, pазуìеется, и пpи бес-
пиëотноì).
Пеpейäеì к pаскpытиþ Пpавиëа (14) в ÷астных

сëу÷аях коìфоpтноãо упpавëения относитеëüныì
äвижениеì äвух ТЕ. 
Сëу÷ай упpавëения сиëой F1.
Пpавило.

(15)

Сëу÷ай упpавëения сиëой F2
Пpавило.

(16)

Обëастü зна÷ений γi и βi, i = , обусëовëиваþ-
щих коìфоpтное относитеëüное äвижение, ìожет
бытü постpоена, такиì обpазоì, путеì выбоpа зна-
÷ений γi в соответствии с пpавиëаìи (15) и (16) с
посëеäуþщиì вы÷исëениеì зна÷ений βi, у÷итывая,
÷то a3 = μβ; пpи этоì паpаìетpы μi и Vd остаþтся
известныìи. Вìесте с теì, впоëне законоìеpен во-
пpос о тоì, пpи всех ëи зна÷ениях посëеäних су-
ществуþт pеøения, обусëовëиваþщие заäанные
äинаìи÷еские свойства систеìы, вкëþ÷ая и сфоp-
ìуëиpованное зäесü свойство коìфоpтности отно-
ситеëüноãо äвижения. Ответ на такой вопpос äается
теоpеìой Виета, тепеpü уже в pаìках пpобëеìы
синтеза упpавëяþщей систеìы с жеëаеìыìи äина-
ìи÷ескиìи свойстваìи.
Пустü эти свойства пpеäставëены набоpоì отpи-

öатеëüных хаpактеpисти÷еских ÷исеë Λ = (λ1, λ2, λ3)

куби÷ноãо уpавнения. Тоãäа a0 = 1, a1 = |λi|,

a2 = |λi||λj|, a3 = |λ1||λ2||λ3|, и пpи pазäеëü-

ноì упpавëении сиëаìи F1 и F2 иìееì соответственно:

μ1 + k1Vd = a1, γ1 = a2/μ1 – k1Vd, β1 = a3/μ1; (17)

μ2 – k2Vd = a1, γ2 = a2/μ2 – k2Vd, β2 = а3/μ2. (18)

Сpавнивая (17) и (18), нахоäиì, ÷то сиììетpия
pоëевых функöий сиë F1 и F2, стpоãо ãовоpя, отсут-
ствует, и это хоpоøо заìетно пpи μ1 = μ2 и k1 = k2.
Завеpøая этот pазäеë статüи, пpивеäеì табëиöу,

в котоpуþ вкëþ÷ены оäиннаäöатü ìоäеëей упpав-

1 3,

2a1

9
-------

a1
2

4
----

a1
2

S1′

S1′ S1′

μ1
1–

τp* τp**

τp* τp**

τa* τa**

S1′

μp** μp* μp*

μp**

S2′ μp** S2′ μp**

S2′

μp* μp**

Есëи μ1 +  < 8/9, то γ1 > –  + 2(μ1 + )/9μ1;

есëи μ1 +  > 8/9, то γ1 > –  + (μ1 + )2/4μ1.

S1′ S1′ S1′

S1′ S1′ S1′

Есëи μ2 –  < 8/9, то γ2 >  + 2(μ2 – )/9μ2;

есëи μ2 –  > 8/9, то γ2 > –  + (μ2 – )2/4μ2. 
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ëения относитеëüныì äвижениеì, способных обес-
пе÷итü pеøение заäа÷и еãо асиìптоти÷еской ус-
той÷ивости. Поä ноìеpаìи 1 и 2 в табëиöу вкëþ-
÷ены и pассìотpенные выøе äве ìоäеëи, в котоpых
относитеëüное äвижение нахоäится поä упpавëе-
ниеì ëибо ТЕ1, ëибо ТЕ2; "+" и "-" озна÷аþт наëи-
÷ие иëи отсутствие соответствуþщей обpатной связи.

Численное моделиpование движения ТЕ

В ÷исëенных экспеpиìентах быëа pассìотpена
паpа ТЕ:

1) пассажиpский автобус ГАЗ 3221 "Газеëü" 2012
ãоäа выпуска со сëеäуþщиìи äинаìи÷ескиìи хаpак-
теpистикаìи: ìощностü äвиãатеëя — 107 ë. с., ìак-
сиìаëüная скоpостü Vmax = 36 ì/с (129,6 кì/÷), вpеìя
pазãона äо 100 кì/÷: t0:100 = 30 с [5], μ1 = 1,487,
фактоp обтекаеìости k1 = 0,0013;

2) ëеãковой автоìобиëü Subaru Forester 2014 ãоäа
выпуска (АКПП, äвиãатеëü FA20 с туpбонаääувоì)
со сëеäуþщиìи äинаìи÷ескиìи хаpактеpистикаìи:
ìощностü äвиãатеëя — 241 ë. с., ìаксиìаëüная ско-
pостü Vmax = 61,4 ì/с (221,04 кì/÷), вpеìя pазãона
äо 100 кì/÷: t0:100 = 7,9 c [6], μ2 = 1,509, фактоp об-
текаеìости k2 = 0,0009.
Экспеpиìенты пpовоäиëи с испоëüзованиеì

сpеäы ìоäеëиpования MATLAB. Быëи пpовеäены
тpи экспеpиìента — äëя ìоäеëей 1, 2, 3 соãëасно

табëиöе соответственно. На-
÷аëüная äистанöия ìежäу ТЕ
быëа пpинята pавной 100 ì, äëя
äвижения звена быëа выбpана
скоpостü Vd, pавная 10 ì/с, ìи-
ниìаëüная безопасная äистан-
öия ìежäу ТЕ — 18 ì. Экспеpи-
ìенты пpовоäиëи на вpеìенноì
интеpваëе в 60 с. Паpаìетpы
обpатной связи составиëи: äëя
экспеpиìента 1 γ1 = 0,2392,
β1 = 0,0336; äëя экспеpиìента 2
γ2 = 0,2395, β2 = 0,0331; äëя
экспеpиìента 3 γ1 = 0,2392,
β1 = 0,0336, γ2 = 0,2395, β2 =
= 0,0331, т. е. те же, ÷то äëя
экспеpиìентов 2 и 1.
Паpаìетpы ìоäеëи поäобpа-

ны такиì обpазоì, ÷то хаpакте-
pисти÷еские ÷исëа пpиниìаþт
зна÷ения Λ = (λ1, λ2, λ3) =
= (–0,5, –0,5, –0,5). Такиì об-
pазоì, ìоäеëи с äанныìи па-
pаìетpаìи асиìптоти÷ески ус-
той÷ивы. По теоpеìе Виета с
испоëüзованиеì выpажений
(17) и (18) поëу÷аеì a1 =1,5,
a2 = 3/8, a3 = 0,05 äëя экспеpи-
ìентов 1 и 2. Усëовия Payca —
Гуpвиöа (7) пpиниìаþт виä
C0 = a0 = 1 > 0, C1 = a1 = μ2 –
–  = 1,5 > 0, C2 = a1a2–a3a0 =
= 0,575 > 0, C3 = μ2β2C2 =
= 0,0287 > 0 и уäовëетвоpяþт-
ся, как и усëовия (12), (13). 
На pис. 1—3 пpеäставëены

pезуëüтаты экспеpиìентов.
Поëу÷енные pезуëüтаты ÷ис-

ëенных экспеpиìентов поäтвеp-
äиëи возìожностü осуществ-

Виды моделей управления относительным движением

Функöии
№ ìоäеëи

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

F1
γ1 + – + + – – – + + + –
β1 + – + – + + + + + – +

F2
γ2 – + + – + – + + – + –
β2 – + + + – – + – + + +

S2′

Pис. 1. Pезультаты экспеpимента 1

Pис. 2. Pезультаты экспеpимента 2

Pис. 3. Pезультаты экспеpимента 3
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ëения pазëи÷ных виäов упpавëения, pеаëизуþщих
устой÷ивое относитеëüное пpоäоëüное äвижение
звена ТЕ в pаìках пpеäставëенной в äанной pаботе
теоpетико-ìехани÷еской ìоäеëи упpавëяеìоãо
пpоäоëüноãо äвижения äвух ТЕ.

Заключение

Такиì обpазоì, в pаботе пpеäставëены ìоäеëи
оpäинаpноãо и относитеëüноãо äвижений, аäекват-
ные äвижениþ pеаëüных тpанспоpтных сpеäств.
Выпоëнено иссëеäование устой÷ивости äвижения.
Pезуëüтаты анаëити÷ескоãо констpуиpования ìо-
äеëей поäтвеpжäены в ÷исëенных экспеpиìентах
с испоëüзованиеì хаpактеpистик pеаëüных тpанс-
поpтных сpеäств. Несìотpя на то ÷то статüя посвя-
щена пpеиìущественно систеìаì äвижения тpанс-
поpта, с о÷евиäностüþ виäна возìожностü боëее
øиpокоãо пpиìенения поäобных ìоäеëей äëя оп-

pеäеëения возìожностей ëиäеpа и коëëектива в за-
äа÷е äостижения общей öеëи; пpиìе÷атеëüна
асиììетpия таких возìожностей.

Pабота выполнена пpи поддеpжке гpанта ДВО
PАН № 15-1-4-042 (пpогpамма "Дальний Восток").
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The article is devoted to the theoretical mechanical models of the guided longitudinal motion of a couple of transport units.
Such models are essential for analysis and construction of complex transportation system models, since the traffic, in which
only the adjacent vehicles are interacting, can be presented as a set of transport units’ couples. The key target is to create and
research the models, suitable for the robot-aided vehicles, considering the difference between the piloted, semi-automated and
automated control versions. A new approach is introduced for the coupled transport units’ movement, considering velocity, ac-
celeration and the dynamic parameters of the transport units. Absolute motion for a single transport unit model is analyzed,
as well as an absolute and relative motion for the coupled transport units’ model. Stability for the suggested dynamical system
is tested in terms of Lyapunov and Routh-Hurwitz stability criteria. Motion without harmonic oscillations of the state variables
is considered as a comfortable motion mode for the model’s linear approximation. The ways of maintaining the required mode
of the coupled movement for different types of control are considered. Limitations for the piloted control mode are determined.
The asymmetry of the control options for the leading and following transport units is detected and studied. Models of an ab-
solute and relative motion, suitable for vehicles, are presented. The results of the numerical experiments, proving the presented
analytic models, show possible options for different types of traffic control, which ensure a stable coupled movement of the
transport units. 
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