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Об управлении тяговыми характеристиками и сопротивлением 
движению мобильных роботов с шагающими движителями*

Введение

Движитель  транспортной машины мож-
но определить как механизм, преобразующий 
энергию, генерируемую двигателем или внеш-
ним источником, в работу по перемещению 
этой машины во внешней среде за счет взаи-
модействия с этой средой [1, с. 132—133].

Если рассматривать транспортную машину 
с движителем и окружающую среду как замкну-
тую механическую систему, то количество дви-
жения в ней сохраняется. Поэтому для начала 
перемещения рассматриваемого транспортного 
средства из состояния покоя возникает также 
и движение окружающей среды, такое что сум-
марное количество движения равняется нулю. 
Усилие, необходимое для обеспечения движе-
ния транспортного средства, можно определить 
как тяговое, а для движения окружающей сре-
ды — как силы сопротивления [2].

*Исследование выполнено за счет гранта Российского на-
учного фонда № 22-21-00882, https://rscf.ru/project/22-21-00882/

Для наземных транспортных средств с ко-
лесными или гусеничными движителями вво-
дятся максимальная сила тяги по сцеплению 
и сила сопротивления движению, обуслов-
ленные взаимодействием с грунтом [3, 4]. Для 
шагающих машин известно выражение для 
осредненной силы сопротивления движению 
Qсопр [5, 6]. Максимальную силу тяги Qтяг. max 
можно оценить, если рассматривать стопы, по-
гружающиеся в грунт на глубину, пропорцио-
нальную максимальной нагрузке Pj max [7]:
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где cn — нормальная жесткость системы "опора 
движителя—опорная поверхность"; l — длина 
шага; α — коэффициент пропорциональности, 
зависящий от физико-механических свойств 
грунта, геометрической формы и размеров 
стопы [7].

Рассматривается проблема повышения тягово-динамических свойств мобильных роботов с шагающими движите-
лями. Анализируется взаимозависимость тяговых усилий, развиваемых движителями, и сил сопротивления движению 
роботов, обусловленных их взаимодействием с окружающей средой. Предлагается математическая модель, основанная 
на квазистатическом характере движения робота и учитывающая статическую неопределенность задачи. Стати-
ческая неопределимость обусловлена наличием движителей на каждом из бортов, причем число взаимодействующих 
с опорной поверхностью движителей больше двух. Особенностью решения является учет походки и расписания движе-
ния робота, характеризующих временную последовательность нахождения движителей в фазе взаимодействия с опор-
ной поверхностью и в фазе переноса в новое положение. Походка характеризуется также и коэффициентом режима, 
являющегося отношением времени нахождения движителя в фазе опоры к полному времени цикла его движения. Вво-
дится критерий оптимальности, на основе которого оценивается конструктивное совершенство движителей и места 
их установки на роботе. Критерий оптимальности состоит из двух показателей: максимального тягового усилия и 
средней силы сопротивления движению. Тяговое усилие принимается пропорциональным сумме максимальных нормаль-
ных нагрузок, действующих на каждый движитель, а силы сопротивления — пропорциональными квадратам тех же 
нагрузок. Проведено имитационное моделирование, доказывающее зависимость тяговых свойств и сил сопротивления 
движению от места установки движителей. Сравнивались две системы вертикального расположения точек подвеса 
движителей. Установлено, что достаточно малое изменение вертикальной координаты точки подвеса даже одного 
движителя оказывает заметное влияние на изменение максимальных тяговых усилий и сил сопротивления движению. 
Сделаны выводы о том, что за счет регулирования вертикального положения стопы движителя относительно корпуса 
робота можно управлять тяговыми свойствами и сопротивлением движению, а следовательно, важна точность по-
зиционирования стопы механизма шагания движителя в процессе движения.

Ключевые слова: мобильный робот, шагающий движитель, сила сопротивления, тяговая сила, тягово-сцепные 
свойства, точность позиционирования
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Таким образом, на силу сопротивления дви-
жению и максимальную тяговую силу влия ет 
распределение нормальных реакций, а воз-
можность управления их значениями, благода-
ря статической неопределимости этой задачи 
при числе ног, взаимодействующих с опорной 
поверхности на одном борту, более двух и дис-
кретности взаимодействия с опорной поверх-
ностью, является характерной особенностью 
роботов с шагающими движителями [8—10], 
чем они и отличаются от транспортных средств 
с традиционными типами движителей.

Постановка задачи

Рассматривается плоское движение шага-
ющей машины в вертикальной плоскости как 
твердого тела (рис. 1).

Положение корпуса робота характеризуется 
координатами его центра масс xc, yc и углом 
поворота ϕ. Ось OX лежит в условно недефор-
мированной горизонтальной плоскости опор-
ной поверхности. Курсовое положение стопы 
j движителя aj ( j = 1, N) относительно центра 
масс робота при его равномерном движении 
вдоль горизонтальной оси OX со скоростью V0 
задается функцией

 = − − τ τ < < τmax 0 H H K( ), ,j j j j ja a V t t  (2)

где aj max — положение стопы движителя в нача-
ле фазы ее взаимодействия с опорной поверхно-
стью; τНj, τКj — начало и конец фазы взаимодей-
ствия стопы движителя, причем рассматривает-
ся только один цикл движения движителя

 −γ < τ < − γ τ = τ + γH K H(1 ), .j j jT T T  (3)

На графиках (рис. 2) представлены зависи-
мости aj = aj (t) для двух различных случаев 
задания расписания движения.

В первом случае τНj > 0, и взаимодействие 
с опорной поверхностью имеет место при
τНj < t < τНj + γT, а при 0 < t < τНj или τНj + γT < t < T 
движитель находится в фазе переноса в новое 
положение, и aj = 0.

Во втором случае τНj < 0, и взаимодействие 
с опорной поверхностью осуществляется при
0 < t < τНj + γT и T + τНj < t < T, а при τНj + γT < t <
< T + τНj движитель находится в фазе переноса 
в новое положение, и aj = 0.

Положение стопы j движителя, взаимодей-
ствующего с опорной поверхностью в верти-
кальном направлении относительно корпуса 

робота, определяется характерной величиной 
S0. Эта величина зависит от типа движителя. 
Так, например, для ортогонального движителя 
S0 зависит от длины опорной стойки h и ее вы-
движения Δ (рис. 3).

Для циклового движителя S0 зависит от
геометрических размеров звеньев (рис. 4).

Следовательно, задавая расположение дви-
жителей Δj, aj max, расписание их движения τНj, 
скорость V, длину шага l, коэффициент режи-

Рис. 2. Возможные изменения положения стоп движителей 
относительно корпуса робота
Fig. 2. Possible changes in the position of the foots of the propul-
sion devices relative to the robot body

Рис. 1. Расчетная схема шагающей машины:
1 — корпус робота; 2 — опора шагающего движителя; 3 — 
эквивалентный упругий элемент жесткости c системы "сто-
па—опорная поверхность"
Fig. 1. Design scheme of the walking machine:
1 — robot body; 2 — walking propulsion device support; 3 — 
equivalent elastic stiffener c of the system "foot — supporting 
surface"
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ма γ, предполагаемый одинаковым для всех 
движителей, вес робота G, жесткость системы 
"опора движителя—опорная поверхность" c, 
а при перемещении под водой — и выталкива-
ющую силу Φ и точку ее приложения b, можно 
определить нормальные реакции Pj как функ-
ции времени и найти их максимумы. При этом 
следует иметь в виду, что

 =
γ
.

l
T

V
 (4)

Таким образом, возможна постановка зада-
чи о нахождении управления Δj = Δj (t), обеспе-
чивающего максимум критерия

 = −тяг.max сопр.I Q Q  (5)

Для цикловых движителей, не имеющих 
индивидуального привода адаптации, опреде-
ляются оптимальные расположения точек под-
веса Δj = const, обеспечивающие условие (5) на 
этапе проектирования, что и является предме-
том исследования.

Метод решения

Метод решения поставленной задачи осно-
вывается на рассмотрении квазистатического 
режима движения шагающего робота с постоян-
ной горизонтальной скоростью его центра масс. 
Это позволяет составлять уравнения "равнове-
сия" робота с привлечением уравнений совмест-
ности деформаций λj систем "опоры движите-
лей—опорная поверхность". Усилие взаимодей-
ствия Pj движителя с опорной поверхностью 
определяется линейной зависимостью:
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Для K движителей, находящихся в фазе пе-
реноса, λj = 0, а те движители, которые должны 
быть в фазе взаимодействия, но λj в соответ-
ствии с (6) меньше нуля, также не взаимодей-
ствуют с опорной поверхностью, и в расчетах 
принимается λj = 0.

Таким образом, уравнения квазистатиче-
ского режима движения робота имеют вид
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Уравнения (7) сводятся к системе двух ли-
нейных алгебраических уравнений с двумя не-

известными ∗
cy  и ϕ:
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где ∗ = −0 .c cy S y
Особенность уравнений (8) состоит в том, что 

при формировании коэффициентов и правых 
частей в различные моменты времени t величи-
ны aj определяются в соответствии с выражени-
ем (2) и в некоторые моменты времени равны 
нулю. Что касается Δj, то если aj = 0, то и Δj = 0. 
В другие моменты времени Δj следует определять 
в соответствии с критерием оптимальности (5), 
и это является самостоятельной задачей.

Имитационное моделирование

Рассматривается мобильный робот с че-
тырьмя шагающими движителями N = 4 на 
каждом борту. Движители расположены сим-

Рис. 4. Цикловой движитель:
1 — корпус робота; 2 — ведущий кривошип; 3 — коромысло; 
4 — изогнутый шатун; 5 — стопа; 6 — опорная поверхность
Fig. 4. Cyclic propulsion device:
1 — robot body; 2 — driving crank; 3 — rocker; 4 — curved 
connecting rod; 5 — foot; 6 — support surface

Рис. 3. Ортогональный движитель:
1 — корпус робота; 2 — каретка горизонтального привода; 
3 — опорная стойка; 4 — стопа; 5 — опорная поверхность
Fig. 3. Orthogonal propulsion device:
1 — robot body; 2 — horizontal drive carriage; 3 — support stand; 
4 — foot; 5 — support surface
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метрично и имеют одинаковое расписание 
движения.

Задаются:
— положение стоп движителей при максималь-

ном их выдвижении a1 max = 3 м, a2 max = –1 м,
a3 max = 2 м, a4 max = –2 м;

— длина шага l = 1 м;
— коэффициент режима γ = 0,8;
— вес робота G = 10 000 Н;
— жесткость системы "опора движителя—

опорная поверхность" c = 25 000 Н/м2;
— время полного цикла движения движи-

теля T = 16 с;
— расписание движения движителей τН1 = 0 с, 

τН2 = –4 с, τН3 = –7 с, τН4 = 3 с.
На графиках (рис. 5) представлена диаграм-

ма изменения зависимости aj = aj(t) для рас-
сматриваемых четырех движителей. На этих 
графиках aj = 0 для моментов времени, когда 
соответствующий движитель находится в фазе 
переноса в новое положение.

Сравниваются два случая распределения 
реакций Pj = Pj(t).

В первом случае (рис. 6) Δj = 0 ( j = 1, 4).

Во втором случае (рис. 7) Δ1 = Δ2 = Δ4 = 0, 
Δ3 = 0,05 м.

Анализ результатов показывает, что качествен-
но распределение реакций сохранилось. Однако 
максимальные значения реакций изменились. 
Например, в первом случае P1max = 5150 Н, 
а во втором P1max = 5600 Н. Поэтому и соответ-
ствующие критерии (5) претерпели изменения: 

Рис. 6. Зависимости нормальных реакций взаимодействия движителей с опорной поверхностью в первом случае: I — область, 
соответствующая фазе отсутствия взаимодействия движителя с опорной поверхностью
Fig. 6. Dependences of normal reactions of interaction of propulsion devices with the supporting surface in the first case: I — the area 
corresponding to the phase of the absence of interaction between the propulsion device and the support surface

Рис. 5. Диаграмма движения движителей:
1, 2, 3, 4 — номера движителей
Fig. 5. Diagram of movement of propulsion devices:
1, 2, 3, 4 — numbers of propulsion devices
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Рис. 7. Зависимости нормальных реакций взаимодействия движителей с опорной поверхностью во втором случае: I — область, 
соответствующая фазе отсутствия взаимодействия движителя с опорной поверхностью
Fig. 7. Dependences of normal reactions of interaction of propulsion devices with the supporting surface in the second case: I — the area 
corresponding to the phase of the absence of interaction between the propulsion device and the support surface

Qсопр 1 = 2318 Н, Qсопр 2 = 2640 Н, т. е. сила 
сопротивления движению во втором случае 
возрастает на 13,8 %. Что касается максималь-
ной силы тяги, то она также возрастает, но на 
6,8 %.

Заключение

За счет регулирования вертикального поло-
жения стопы движителя относительно корпуса 
робота можно управлять силой сопротивления 
движению и максимальной тяговой силой. 
Устанавливать вертикальное положение стопы 
относительно корпуса робота можно на стадии 
проектирования или в процессе движения, но 
в последнем случае необходим дополнитель-
ный привод.

Реализация предложенного метода повы-
шения тягово-сцепных свойств шагающих 
движителей и снижения сил сопротивления 
предъявляет повышенные требования к точ-
ности позиционирования стоп механизмов 
шагания в процессе движения робота.
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Abstract

The problem of increasing the traction and dynamic properties of mobile robots with walking propulsion devices is 
considered. The interdependence of the traction forces developed by the propulsion devices and the forces of resistance 
to the movement of robots, due to their interaction with the environment, is analyzed. A mathematical model is proposed 
based on the quasi-static nature of the robot’s movement and taking into account the static uncertainty of the problem. 
Static indeterminacy is due to the presence of propulsion devices on each of the sides and interacting with the supporting 
surface in the amount of more than two. A feature of the solution is also taking into account the gait and schedule of the 
robot’s movement, which characterize the time sequence of the propulsion devices being in the phase of interaction with the 
supporting surface and in the phase of transfer to a new position. The gait is also characterized by the mode coefficient, 
which is the ratio of the time the propulsion device is in the stance phase to the total time of the cycle of its movement. 
An optimality criterion is introduced on the basis of which the design perfection of the propulsion devices and the place of 
their installation on the robot is evaluated. The optimality criterion consists of two indicators: the value of the maximum 
traction force and the average force of resistance to movement. The tractive force is assumed to be proportional to the sum 
of the maximum normal loads acting on each propulsion device unit, and the resistance force to the squares of the same 
loads. Simulation modeling has been carried out, proving the dependence of the magnitude of traction properties and the 
forces of resistance to movement on the location of the propulsion devices. Two systems of vertical arrangement of the points 
of suspension of propulsion devices were compared. It has been established that a sufficiently small change in the vertical 
coordinate of the suspension point of even one propulsion devices has a noticeable change in the maximum traction forces 
and movement resistance forces. It is concluded that by adjusting the vertical position of the propulsion devices foot relative 
to the robot body, it is possible to control the traction properties and movement resistance, as well as the importance of the 
positioning accuracy of the foot of the propulsion devices walking mechanism during movement.

Keywords: mobile robot, walking propulsion device, resistance force, traction force, traction properties, positioning 
accuracy
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