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О построении управляющих моментов в задаче одноосной 
переориентации твердого тела при неконтролируемых помехах

Введение

Задачи управления переориентацией (про-
странственным разворотом) асимметричного 
твердого тела представляют теоретический и 
прикладной интерес в таких областях, как ди-
намика космических аппаратов [1—4], а так-
же робототехника и биомеханика. Эти задачи 
рассматриваются и решаются в разных поста-
новках, включая традиционные задачи стаби-
лизации заданного положения в пространстве 
или разворот за конечное (заданное заранее 
или минимально возможное) время. Управле-
ние осуществляется либо посредством момен-
тов внешних сил (создаваемых специальны-
ми двигателями), либо посредством моментов 
внутренних сил (создаваемых, например, дви-
гателями-маховиками). Процесс управления 
ориентацией часто моделируется нелинейной 
управляемой системой, включающей динами-
ческие уравнения Эйлера и кинематические 

уравнения в переменных Родрига—Гамильтона 
или Пуассона. При этом предполагается, что 
управляющие моменты внешних сил "подают-
ся" на связанные с телом главные центральные 
оси инерции. Такая схема широко использует-
ся при разработке систем управления ориента-
цией в космической технике и робототехнике.

Одним из методов решения указанных за-
дач является метод линеаризации обратной 
связью, позволяющий провести линеаризацию 
исходной нелинейной управляемой системы 
по части или по всем ее фазовым переменным. 
Систематическое развитие данного метода на-
чалось в 80-е годы прошлого столетия с по-
зиций алгебр Ли [5—8], а также при изучении 
задач частичной устойчивости (стабилизации) 
динамических систем [9, 10]. Применительно 
к нелинейным задачам управления при некон-
тролируемых помехах метод получил развитие 
в работе [11] (см. также [10]), где линеаризирую-
щая обратная связь используется для построе-
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ния "возмущенной" линейной вспомогательной 
системы, которая трактуется как конфликтно-
управляемая. По общей направленности такой 
подход примыкает к методу декомпозиции не-
линейных управляемых систем [12, 13].

В рамках этого подхода рассмотрена [14, 15] 
нелинейная задача трехосной переориентации 
асимметричного твердого тела при игровой 
модели помех; получены оценки [16] допусти-
мых уровней помех в зависимости от заданных
"геометрических" ограничений на управляю-
щие моменты внешних сил. В данной статье, 
в отличие от работ [14—16], рассматривает-
ся задача одноосной переориентации. Про-
цесс управления моделируется нелинейной 
управляемой системой, включающей динами-
ческие уравнения Эйлера и кинематические 
уравнения Пуассона. В этом случае в отличие 
от работ [14—16] меняется структура вспомо-
гательной линейной конфликтно-управляемой 
системы, что приводит к изменению оценки 
допустимых уровней помех.

Постановка задачи

Рассмотрим динамическую систему уравне-
ний Эйлера

 
1 1 3 2 2 3 1 1

2 2 1 3 1 2 2 2

3 3 2 1 1 3 3 3

( ) ;

( ) ;

( ) ,

A х A A х х u v

A х A A х х u v

A х A A х х u v

+ − = +
+ − = +
+ − = +

�
�
�

 (1)

описывающих вращательное (угловое) движение 
твердого тела относительно центра масс. В систе-
ме (1): xi — проекции вектора угловой скорости 
тела на главные центральные оси инерции тела; 
ui — проекции управляющего момента на те же 
оси; моменты vi характеризуют действующие на 
тело внешние силы и неконтролируемые воз-
мущения, которые отождествляются либо с не-
определенными факторами ("природой"), либо 
с разумно действующим противником. Здесь и 
далее i = 1, 2, 3; суммирование по индексу i ве-
дется от 1 до 3. Обозначим х, u, v — векторы, 
компонентами которых являются соответствен-
но переменные xi, ui, vi.

Наряду с уравнениями (1) рассмотрим опре-
деляющие ориентацию твердого тела кинема-
тические уравнения Пуассона:
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Переменные γi, образующие вектор g, связа-
ны равенством

 2 2 2
1 2 3 1.γ + γ + γ =  (3)

Управляющие моменты ui = ui (x, g) форми-
руются по принципу обратной связи; их реа-
лизации ui[t] являются измеримыми функция-
ми, которые удовлетворяют заданным "геоме-
трическим" ограничениям

 |ui| m αi = const > 0. (4)

Помехи vi могут реализовываться в виде 
любых измеримых функций vi = vi[t] в рамках 
ограничений

 |vi| m βi = const > 0; (5)

какие-либо вероятностные характеристики 
помех неизвестны.

Неравенства (4) и (5) определяют покомпо-
нентную форму учета ограничений на управле-
ния ui и помехи vi. Связь между значениями αi 
и βi уровней управлений ui и помех vi априори 
неизвестна и устанавливается в процессе реше-
ния рассматриваемой далее задачи.

Задача одноосной переориентации: требует-
ся найти управляющие моменты ui, при любых 
допустимых реализациях неконтролируемых 
помех vi переводящие тело за конечное время 
из начального состояния g(t0) = g0 в заданное 
g(t1) = g1. Оба состояния являются состояни-
ями покоя x(t0) = x(t1) = 0. Момент времени
t1 > t0 не фиксируется.

Замечания. 10. Не нарушая общности, далее 
считаем g1 = (0, 1, 0). Случай произвольного 
начального и конечного положений тела будет 
рассмотрен при описании алгоритма решения 
поставленной задачи управления.

20. С формальной математической точки 
зрения решения системы (1)—(3) понимаются 
в смысле А. Ф. Филиппова [17] как абсолют-
но непрерывные функции x[t], g[t], удовлетво-
ряющие при почти всех значениях t ∈ [t0, t1] 
соответствующей системе дифференциальных 
включений.

30. Ограничения на управляющие моменты 
ui в форме (4) соответствуют трем парам "фик-
сированных" двигателей, соответствующим 
образом закрепленных относительно тела.
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Предлагаемый подход к решению

Продифференцируем по времени обе части 
первого и третьего уравнений системы (2), за-
меняя iх�  их выражениями из системы (1). По-
сле преобразований получаем равенства
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Введем обозначения
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и будем трактовать уравнения (6) и второе 
уравнение системы (1) как вспомогательную 
линейную конфликтно-управляемую систему

 1 1 1 3 3 3 2 2 2; ; ,u v u v x u v∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗γ = + γ = + = +��� ��  (7)

в которой ,i iu v∗ ∗  — соответственно вспомога-
тельные управления и помехи.

При этом "исходные" управляющие момен-
ты ui имеют вид
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При трактовке равенств (6) как конфлик-
тно-управляемой системы (7) в данном случае 
имеет место зависимость вспомогательных по-
мех iv ∗  не только от v, но и от g, x. Это "плата" 
за достижение указанной структуры управля-
ющих моментов ui. Однако указанная особен-
ность структуры iv ∗  не является препятствием 
для решения поставленной задачи переориен-
тации на основе анализа системы (7).

Решая первое и третье уравнения системы (2) 
как алгебраические относительно xj ( j = 1, 3), 
получаем равенства

 1 3 1 2 3 1 3 2
2 2

1 1
( ), ( ).x x x x= − γ + γ = γ + γ

γ γ
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Поэтому решение задачи приведения систе-
мы (7) в положение 0j jγ = γ =�  ( j = 1, 3) с под-
держанием координаты x2 в положении x2 = 0
означает решение исходной нелинейной зада-
чи одноосной переориентации твердого тела 
посредством управляющих моментов (8).

Задачу управления для конфликтно-управ-
ляемой системы вида (7) трактуем как диффе-
ренциальную игру. В ней один из игроков ("со-
юзник") распоряжается iu∗  и стремится умень-
шить время τ приведения системы в требуемое 
положение. В распоряжении другого игрока 
("противника"), стремящегося увеличить вре-
мя τ или вообще избежать приведения систе-
мы в требуемое положение, — вспомогатель-
ные возмущения .iv ∗

Для разрешимости данной задачи требует-
ся, чтобы уровни iu∗  были выше уровней .iv ∗  
Ограничения примем в виде

 * * * * *, , 0 1.| | | |i i i i i i iu vα β = ρ α < ρ <m m

При фиксированных значениях * *,i iα β  реше-
ние может быть найдено на основе решения за-
дач оптимального быстродействия (с теми же
краевыми условиями) для системы [18]

 *1 1 ;( ) ( ),3jj ju j= − ρ =γ��  (10)

 *
2 22( ) .1x u= − ρ�  (11)

Решение задачи оптимального быстродей-
ствия для линейных систем типа (10), (11) име-
ет вид [19]
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При * *
j j jv u≠ −ρ  в случае системы дифферен-

циальных уравнений (10), (12) движение на фа-
зовых плоскостях будет сначала происходить (до 
достижения кривых переключений ψj = 0) между 
дуг парабол, являющихся траекториями систем 
дифференциальных уравнений *)1( jj j u= ± ργ��
( j = 1,3) при *

ju  вида (12). В окрестности кри-
вых переключений фазовые траектории с обеих 
сторон подходят к этим кривым. Поэтому после 
попадания на кривые переключений движение 
будет происходить вдоль этих кривых в скольз-
ящем режиме до достижения требуемых конеч-
ных значений 0.j jγ = γ =�

В случае дифференциального уравнения 
(11), (13) в окрестности положения x2 = 0 фазо-
вые траектории направлены навстречу друг 
другу и, следовательно, не могут покинуть по-
ложение x2 = 0. При этом решению x2 = 0 со-
ответствуют бесконечно частые переключения 
управления *

2,u  которые ассоциируются со 
скользящим режимом.

Величина

 0
*

| |
max ( ), 2

(1 )
j

j j
j j

γ
τ = τ τ =

α − ρ
 (14)

определяет минимальное гарантированное 
время управления в рассматриваемой игровой 
задаче для системы (7).

Замечания. 10. Структура (8) управляющих 
моментов ui формально приводит к "особенно-
сти" (разрывы 2-го рода), возникающей при
γ2 = 0. Однако в процессе управления имеет 
место включение 2 20| | [| |, 1],γ ∈ γ  и указанной 
особенности не возникает.

20. Пусть g1 ≠ (0, 1, 0). Чтобы избежать "осо-
бенности", в этом случае достаточно перейти 
к управляющим моментам, получающимся из 
(8) перестановкой индексов (или к комбина-
ции таких управляющих моментов).

Итерационный алгоритм решения

На основе предложенного подхода мож-
но сформулировать итерационный алгоритм 
решения задачи одноосной переориентации 
твердого тела посредством управляющих мо-
ментов ui вида (8), (12), (13):

1. Определение уровней *
iα  вспомогатель-

ных управлений *,iu  для которых не наруша-
ются заданные ограничения (4) на управляю-
щие моменты ui.

2. "Назначение" пробных уровней *
iβ  вспомо-

гательных помех *
iv  (так, что * *

i iα > β ), предо-
пределяющих значения ρi и гарантированное 
время переориентации τ.

3. Проверка фактического выполнения не-
равенств * *| |i iv βm  на множестве состояний си-
стемы (7), (12), (13).

Если оценки * *| |i iv βm  не выполняются или, 
наоборот, есть "резерв" в их выполнении, не-
обходимо продолжить поиск подходящих чи-
сел *.iα  В противном случае переориентация 
осуществляется за время τ, определяемое соот-
ношением (14).

Замечания. 10. Возможен также "обратный" 
вариант указанного алгоритма, предполагаю-
щий: 1) "назначение" пробных значений не 
только уровней *

iβ  вспомогательных помех *,iv  
но и гарантированного времени переориента-
ции τ (что предопределяет значения уровней *

iα  
вспомогательных управлений *

iu ); 2) проверку 
фактического выполнения неравенств * *| |i iv βm  
на множестве состояний системы (7), (12), (13).

20. В случае g1 ≠ (0, 1, 0) указанный итера-
ционный алгоритм можно использовать при-
менительно к управляющим моментам, полу-
чающимся из (8) перестановкой индексов.

Оценка допустимых уровней помех

Укажем прямую оценку допустимых уров-
ней помех vi, определяющих возможности 
решения исходной нелинейной задачи одно-
осной переориентации твердого тела посред-
ством управляющих моментов (8) на основе 
предложенного алгоритма.

Введем обозначение

 20

2
0

.
1

j

j j

j
A

γ
= α

+ γ
Γ

Теорема. Если область помех vi определяется 
неравенствами

 
2 2

2
2 2

2

2 ( 1,3); ,j
j

j

j
A A

⎛ ⎞β ⎛ ⎞β
+ < Γ = β < α⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (15)

то задача одноосной переориентации может быть 
решена посредством управляющих моментов (8), 
(12), (13), удовлетворяющих ограничениям (4).
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Доказательство. При фиксированных * *,i iα β  
на множестве состояний системы (7), (12), (13) 
имеют место неравенства [16]

 2 2 2 2 2 2
1 10 2 20 3 30; ; ;γ γ γ γ γ γm l m  (16)

 2 *2 *2
0*

1
m .x 1 3a | |( ) ( ),j j j j

j

jγ = γ α =− β
α

�  (17)

Дальнейшее доказательство разобьем на три 
этапа, выделенных при описании итерацион-
ного алгоритма решения рассматриваемой за-
дачи одноосной переориентации твердого тела.

Этап 1. Определим значения *
iα  равенствами

 

*

2 2
3 2 2

1 2
3 2 2

2 2
1 2

1 2

* *
1 2

3

;

,

;
A A A

A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞β β β
+ + ε + ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛

α

⎞

= α =

⎛ ⎞β β
+⎜ ⎟α = ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (18)

в которых εi > 0 — достаточно малые постоян-
ные. При выполнении условий (15) достаточно 
малые значения εi > 0 можно выбрать так, что-
бы выполнялись неравенства

 
*2 * 2 *2 * 2
1 2 3 3 2 1

*
22 2.

; ;

A

α + α Γ α + α Γ

α α

m m

m
 (19)

Учитывая соотношения (16), (17), при выпол-
нении условий (15) для управляющих момен-
тов ui вида (8) при указанных достаточно малых 
значениях εi > 0 получаем следующие оценки:
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Это значит, что при сделанном выборе *
iα  

исходные ограничения (4) на управляющие 
моменты (8) выполнены.

Этап 2. Выберем значения * 0iε >  из усло-
вий *0 i i< ε < ε  и "назначим" уровни *

iβ  вспо-
могательных помех *

iv  так, что

 * * * *
2 2

* *
2( 1,3), .j j j jβ = α − = α −ε ε= β  (20)

В этом случае выполнены неравенства * *.i iα > β
Этап 3. При выбранных значениях * *,i iα β  

в процессе переориентации тела значения jγ�  
будут оставаться достаточно малыми на осно-
вании соотношений (17). Поскольку в процес-
се переориентации тела координата х2 поддер-
живается в положении х2 = 0, то из соотноше-
ний (9) следует, что в процессе переориентации 
тела значения переменных х1, х3 также будут 
оставаться достаточно малыми.

В результате в процессе переориентации 
тела будут иметь место соотношения

 

1

2

2

*
2

3 2

3 2

2 2
1 2

1

2

2

1

*
3 3

*
2 2

;

;

,

A A

A

v

A

A

v

v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞β β
+⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛

δ

⎞β β
+⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
β

+

+ δ

+ δ

m

m

m

где δi > 0 — достаточно малые постоянные, зави-
сящие от значений *

i iε − ε  и "размера" предель-
ного цикла в окрестности положения х2 = 0.

Поэтому, полагая * 0,i iε − ε →  имеем

 * * * * * *
2 2 2( 1,3),j j jv j v< = βαβ < αm m

и, следовательно, в процессе переориентации 
тела будут выполнены неравенства * *

i iα > β  и 
* *| | .i iv βm  Теорема доказана.
Замечания. 10. Оценка (15) имеет характер 

достаточных условий и непосредственно связана 
с предложенной конструкцией (8) управляющих 
моментов. Эта оценка гарантирует решение за-
дачи переориентации твердого тела посредством 
управляющих моментов (8), (12), (13) при доста-
точно большом (хотя и конечном) значении τ.

20. Обоснование условий (15) существенно 
опирается на трактовку решений по А. Ф. Фи-
липпову уравнения (10), (12) и системы (11), 
(13). В частности, предполагается существова-
ние решения x2 = 0 уравнения (10), (12); при 
наличии малой задержки в переключениях 
вспомогательного управления *

2u  имеет место 
режим переключений *

2,u  которому соответ-
ствует [20] предельный цикл малого "размера" 
в окрестности положения x2 = 0.
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Пример

Для твердого тела с А1 = 4•104, А2 = 8•104, 
А3 = 5•104 (кг•м2) рассмотрим задачу одноос-
ной переориентации из начального положения
γ10 = 0,4, γ30 = 0,5 (рад) в заданное положение рав-
новесия γ1 = γ3 = 0, γ2 = 1. Усложняя задачу, до-
пустим, что x10 = 0,05, x20 = 0,10, x30 = 0,07 (рад/с).

Пусть задано гарантированное время пе-
реориентации τ = 70 (с) и уровни β1 = 36,6,
β2 = 32, β3 = 34,6 (Н•м) помех vi. Оценим, какие 
ресурсы потребуются в этом случае для пере-
ориентации тела посредством управляющих 
моментов ui вида (8), (12), (13). Для упрощения 
расчетов полагаем τi = τ, что означает "вырав-
нивание" гарантированного времени переори-
ентации по каждой из переменных γ1, γ3, x2.

Учитывая равенства (18), (20), значения
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можно использовать для "назначения" проб-
ных уровней *

iβ  вспомогательных помех *:iv
*
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3β  = 1,2•10–3 (рад/с2).

Тогда, имея в виду равенства

* * 2
0 0 0

* *

20
2 * *

2 2

2 ( ) 0,5
( 1,3);

,

j j j j j
j

j j

j

x

γ + γ α − β + γ
τ = = τ =

α − β

τ = = τ
α − β

� �

 (21)

находим уровни *
iα  вспомогательных управле-

ний *:iu

 *
1α  = 1,44•10–3; *

2α  = 2,03•10–3;

 *
3α  = 1,66•10–3 (рад/с2).

Для оценки *
iv  на множестве состояний ли-

нейной системы (7), (12), (13) при заданных на-
чальных данных вместо (16), (17) используем 
соотношения
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Проверяя фактическое выполнение нера-
венств * *| |i iv βm  на множестве состояний ли-
нейной системы (7), (12), (13), заключаем, что 
неравенство * 3

1| | 10v −m  не подтверждается 
(в рамках используемых оценок).

Назначим новые уровни βi
∗ вспомогатель-

ных помех:

 *
1β  = 1,2•10–3; *

2β  = 0,8•10–3;

 *
3β  = 1,4•10–3 (рад/с2).

В данном случае на основании равенств (21) 
имеем:

 *
1α  = 1,64•10–3; *

2α  = 2,23•10–3;

 *
3α  = 1,81•10–3 (рад/с2).

Расчет показывает, что в этом случае назна-
ченные уровни *

iβ  подтверждаются.
Оценим, какие ресурсы потребуются для 

переориентации посредством управляющих 
моментов ui вида (8), (12), (13). Ограничимся 
двумя случаями.

1. Случай * *
i i iv u= −ρ  "наихудших" *

iv . В этом 
случае *

iv  максимально задерживают приведе-
ние вспомогательной линейной системы (7), 
(12), (13) в требуемое положение 0,j jγ = γ =�
x2 = 0. Расчет показывает, что в данном случае 
уровни управляющих моментов (8) следующие:

 α1 = 101,95; α2 = 178,29; α3 = 181,70 (Н•м).

Управляющие моменты u1, u3 являются ку-
сочно-непрерывными фун кциями с разрыва-
ми при t = 36,8 и t = 39,3 (с); управляющий 
момент u2 является непрерывной функцией.

2. Случай * 0iv ≡  отсутствия помех. Расчет 
показывает, что

 α1 = 127,8; α2 = 178,3; α3 = 179,9 (Н•м).

Заключение

Предложен конструктивный метод построе-
ния управляющих моментов в задаче одноос-
ной переориентации асимметричного твердого 
тела при неконтролируемых помехах. Метод 
основан на выборе позиционных управляющих 
моментов, позволяющих свести решение рас-
сматриваемой нелинейной задачи к простей-
шим игровым антагонистическим задачам.
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В рамках трактовки по А. Ф. Филиппову ре-
шений замкнутой системы управления указана 
оценка допустимых уровней внешних некон-
тролируемых помех в зависимости от заданных 
ограничений на управляющие моменты. Дается 
итерационный алгоритм нахождения параме-
тров управляющих моментов, которые опреде-
ляют гарантированное время переориентации.

Предложенная конструкция управляющих 
моментов может быть эффективно использо-
вана в случаях, когда начальные возмущения 
угловой скорости тела являются достаточно 
малыми, в то время как начальное угловое от-
клонение связанной с телом фиксированной 
оси от заданного направления в пространстве 
может быть достаточно большим.

Отметим, что имеются другие, не использу-
ющие линеаризацию обратной связью, подходы 
к анализу нелинейных задач переориентации 
асимметричного твердого тела при внешних по-
мехах и зашумленных измерениях, основанные 
на методах конфликтного управления с целевым 
функционалом, адаптивного управления, функ-
ций Ляпунова, а также на методах стохастиче-
ского анализа (см., например, работы [21—30]). 
В связи с рассматриваемым в статье подходом 
укажем на задачи переориентации твердого 
тела при внешних неконтролируемых помехах 
посредством двигателей-маховиков [31—33].
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Abstract

The problem of uniaxial reorientation of an asymmetric rigid body is solved by means of external control moments. The 
given geometric restrictions are imposed on the control moments. External uncontrolled interference is taken into account, the 
statictical descriptions of which is not available. It is assumed that the control moments of external forces are "applied" to the 
main central axes of inertia connected with the body. The control process is modeled be a nonlinear conflict-controlled system 
of ordinary differential equations, including dynamic Euler equations and kinematic equations in Poisson variables. The con-
trol moments are formed according to the feedback principle as nonlinear functions (discontinuous) of the phase variables of the 
considered conflict-controlled system. The choise of such functions is determined by the following circumstances: 1) the solution 
of the original nonlinear reorientation problem can be reduced to the solution of linear antagonistic game problems (with an 
unfixed end time); 2) in the absence of interference, the control momets are time-suboptimal; 3) reorientation is achieved by 
one spatial turn without additional restrictions on the nature of the resulting movement (such as a flat turn, etc.). Solutions 
of the closed control system are understood in the Filippov sense. An estimate of admissible levels of external un controlled 
interference depending on the given restrictions on the control moments is indicated, the conclusion of which is based on the 
indicated interpretation of the solutions. This estimate is a sufficient condition under which a guaranteed solution of the re-
orientation problem is provided in finite time by means of proposed constructions of control moments. An iterative algorithm 
is given for finding the control moment parameters that determine the guaranteed reorientation time.

Keywords: uniaxial reorientation of asymmetric rigid body, external disturbances, game-theoretical approach, non-
linear control moments
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